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Рассмотрена двухточечная краевая задача для уравнения Эмдена–Фаулера – сингулярного
нелинейного обыкновенного дифференциального уравнения второго порядка. При условии
рациональности показателя степени в коэффициенте при нелинейном членe получены но-
вые параметрические представления решения краевой задачи на луче и на отрезке. Для зада-
чи на луче дана новая эффективная формула первого члена известного разложения Коулсо-
на–Марча решения в окрестности бесконечности, получены обобщения этого представле-
ния и его аналоги для функции, обратной к решению. Для модели Томаса–Ферми
многоэлектронного атома и положительно заряженного иона построены высокоэффектив-
ные вычислительные алгоритмы, позволяющие, в частности, найти решение задачи для ато-
ма (т.е. краевой задачи на луче) вместе с производной этого решения с любой заданной точ-
ностью в произвольной точке полупрямой. В основе полученных результатов лежит аналити-
ческое свойство уравнения Абеля II рода специального вида, к которому приводится
исходное уравнение Эмдена–Фаулера, а именно – свойство частичного прохождения моди-
фицированного теста Пенлеве в узловой особой точке. Библ. 57. Фиг. 4. Табл. 2.
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1. ВВЕДЕНИЕ

1.1. Модель Томаса–Ферми

Согласно модели Томаса–Ферми многоэлектронного атома или иона при нулевой абсолют-
ной температуре (см. [1]–[3, § 70]) безразмерная пространственная плотность заряда подчиняет-
ся нелинейному уравнению

(1.1)

где  – оператор Лапласа в . В сферически симметричном случае с учетом естественных тре-
бований к поведению  на бесконечности и вблизи точечного ядра (т.е. при ) модель (1.1)
приводит к следующей краевой задаче для сингулярного обыкновенного дифференциального
уравнения второго порядка:

(1.2)

(1.3)

где  – безразмерное расстояние до ядра, имеющего заряд ,  – радиус
иона (  для атома), коэффициент экранирования  определяет внутриатомный
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электростатический потенциал по формуле . Полный заряд иона , , может
быть найден в данной модели по формуле

(1.4)

Графики решений задачи (1.2), (1.3) при  и различных значениях  приведены на фиг. 1.
Отметим, что базовые принципы модели Томаса–Ферми находят применение при моделиро-

вании неоднородного электронного газа в рамках так называемого метода функционала плотно-
сти (см. [4]).

1.2. Уравнение Эмдена–Фаулера и некоторые свойства его решений

Рассмотрим следующую двухточечную краевую задачу для уравнения Эмдена–Фаулера
(см. [5, гл. VIII]):

(1.5)

(1.6)

(1.7)

где ,  – некоторые заданные числа. Отметим, что постановка (1.2), (1.3) является частным слу-
чаем задачи (1.5)–(1.7) при значениях параметров , .

Известно (см. [5], [6]), что при ,  задача (1.5)–(1.7) имеет единственное
классическое решение, которое является монотонно убывающей положительной аналитиче-
ской функцией на интервале . Известно также (см. [5, гл. VII, п. 7]), что каждое положи-
тельное решение  уравнения (1.5) при , определенное на луче , имеет асимпто-
тический вид

(1.8)

где

(1.9)

кроме того, уравнение (1.5) инвариантно по отношению к следующей замене переменных:

(1.10)

В частном случае задачи Томаса–Ферми (1.2), (1.3) параметры (1.9) принимают значения
, , и формула масштабирования (1.10) позволяет (см. [2], [7]) выразить решение 

этой задачи через решение  той же задачи при  в виде
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В этой связи функцию  называют стандартным решением задачи Томаса–Ферми для ней-
трального атома (см. [8, § 172]). Отметим, что для решения общей задачи (1.5)–(1.7) справедлива
аналогичная формула

(1.11)
При отрицательных значениях показателя  левый конец  рассматриваемого в

задаче (1.5)–(1.7) промежутка  является сингулярной точкой уравнения, поскольку ко-
эффициент при нелинейном члене обращается в бесконечность. В отношении задачи (1.2), (1.3)
известно (см. [9]), что при любых  ее решение в окрестности точки  представляет-
ся сходящимся рядом Пюизё по степеням :

(1.12)
причем решениям при фиксированном  и различных  соответствуют различные значения на-
клона графика в нуле , где  – некоторое отрицательное число. Коэф-
фициенты ,  определяются (см. [10]) по  и  однозначно из уравнения (1.2). Решению
задачи (1.2), (1.3) на полубесконечном промежутке ( ) соответствует в разложении (1.12)
критическое значение , которое при  равно

(1.13)

Отметим, что величина  имеет в модели Томаса–Ферми следующий физический смысл: с точ-
ностью до множителя это энергия кулоновского взаимодействия электронного облака с ядром
(см. [8, § 174]).

Известно, что решение задачи (1.2), (1.3) при  в окрестности бесконечности может
быть приближенно найдено по следующей формуле (так называемое представление Коулсона–
Марча, см. [11], [12]):

(1.14)

где каждый из коэффициентов , , выражается явно через  по формулам рекур-
рентного типа.

Отысканию численных значений критического наклона (1.13) в разложении (1.12) и констан-
ты  в разложении (1.14), а также разработке методов решения задачи (1.2), (1.3) посвящена об-
ширная литература (см. [1], [2], [7], [10]–[45]).

1.3. Описание результатов
Для того, чтобы сформулировать результаты настоящей работы, введем в рассмотрение кон-

станты , , зависящие только от параметров ,  уравнения (1.5), по следующим формулам:

(1.15)

(1.16)

где числа ,  определены равенствами (1.9). Если показатель  в уравнении (1.5) является ра-
циональным числом, то будем представлять его в виде несократимой дроби

(1.17)

Основной результат (теорема 1) заключается в следующем параметрическом представлении
решения задачи (1.5)–(1.7), (1.17) при :

(1.18)

где величины ,  заданы формулами (1.9), (1.16) соответственно, , функция 
является положительной и аналитической на всем отрезке , включая его концы. Отметим,
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что значение параметра  соответствует пределу при , , а значение  – точке
, . Для коэффициентов ряда Тейлора функции  в окрестности  получены фор-

мулы рекуррентного типа и предложен метод вычисления тейлоровского разложения во внут-
ренних точках отрезка .

Представление (1.18) развивает известный (см. [38]–[45]) подход к построению решения зада-
чи Томаса–Ферми в параметрическом виде. Отметим также построенный в работе [46] аналити-
ко-численный метод решения сингулярной краевой задачи для нелинейного сингулярно возму-
щенного уравнения, аналогичного уравнению (1.5). Новизна подхода настоящей работы заклю-
чается в использовании обнаруженного ранее (см. [47]) аналитического свойства уравнения
Абеля II рода специального вида, к которому приводится исходное уравнение Эмдена–Фаулера,
а именно, свойства частичного прохождения модифицированного теста Пенлеве (см. [48]) в уз-
ловой особой точке.

Основанный на представлении (1.18) (при , , , ) метод реше-
ния задачи (1.2), (1.3) сочетает в себе высокую точность получаемого результата с относительно
небольшой вычислительной трудоемкостью, что трудно достижимо в рамках предлагавшихся
ранее методов. В основе такого сочетания лежит тот факт, что ряд Тейлора функции  в точке

 демонстрирует экспоненциально быструю сходимость на всем отрезке  (эмпириче-
ское значение радиуса сходимости ≈1.2; в работе также дана теоретическая оценка снизу этого
радиуса), что позволяет эффективно находить решение  и его производную  в произ-
вольной точке луча  с практически любой наперед заданной точностью.

Также в работе получено (см. теорему 5) представление типа (1.18) решения двухточечной кра-
евой задачи (1.5)–(1.7) на конечном отрезке  при , . Такая постановка в
рамках модели Томаса–Ферми отвечает случаю положительно заряженного иона.

Следствием полученных параметрических формул (см. теорему 6) является представимость
решения задачи (1.5)–(1.7) при ,  и рациональном значении  в виде сходящегося
в окрестности  ряда

(1.19)

по степеням , где  определено формулой (1.17). Заметим, что при нарушении условия (1.17),
а также при  аналитическая структура решения  в окрестности  может иметь более
сложный характер по сравнению с представлением (1.19) (см. [49, § 12.4]).

Как и в случае разложения (1.12), обобщением которого является ряд (1.19), значение коэф-
фициента  параметризует решения задачи (1.5)–(1.7) при данном  и различных

; здесь  – наклон графика в нуле решения задачи на полубесконечном ин-
тервале, т.е. при . Из (1.11) следует, что

В данной работе получена формула (см. (2.15)) для критического значения  производной
решения в нулевой точке при , обобщающая известную формулу Майораны (см. [40]) для
величины (1.13). В этой связи отметим построенный в работах [50], [51] аналитико-численный
метод нахождения константы Блазиуса, возникающей в теории погранслоя.

Теорема 2 настоящей работы дает следующее представление в окрестности  решения
задачи (1.5)–(1.7), , обобщающее разложение (1.14) и уточняющее асимптотику (1.8):

(1.20)

где коэффициенты  не зависят от , числа ,  заданы соответственно формулами (1.9), (1.16).
Для  получена формула (см. (2.43)), позволяющая найти константу  в разложении (1.14)
с любой заданной точностью (см. (3.5)).
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Хорошо известно (см. [52]), что разложение (1.14) сходится лишь при достаточно больших
значениях . В теоремах 3 и 4 получены новые представления, аналогичные (1.20), (1.14), для об-
ратной к решению  функции :

(1.21)

(1.22)

причем ряд по  в правой части первого равенства (1.22) в случае задачи (1.2), (1.3) демонстри-
рует экспоненциально быструю сходимость на всем промежутке , т.е. при , что
делает данную формулу пригодной для вычисления решения на всей области его определения.
Приближая сумму этого ряда квадратичной функцией на единичном отрезке (см. п. 3.1), на-
ходим

(1.23)

Аналитичность функции  в представлении (1.18) при  обусловлена некоторым свой-
ством узловой особой точки уравнения Абеля II рода – вспомогательного уравнения первого по-
рядка, к которому приводится исходное уравнение (1.5) в результате процедуры понижения по-
рядка. Это свойство заключается в том, что семейство решений уравнения, проходящих через его
узловую точку в начале координат, может быть задано общей формулой, включающей ряд по
дробным степеням переменной, причем один из коэффициентов ряда является параметром дан-
ного семейства. Как показано в работе [47], такая аналитическая структура решений уравнения
Абеля II рода вблизи его узловой особой точки связана с частичным прохождением некоторой
модификации теста Пенлеве для данного уравнения. Отметим, что в работах [53]–[55] с помо-
щью указанного свойства уравнения Абеля II рода были получены новые представления квази-
стационарных решений нелинейных параболических уравнений типа Колмогорова–Петров-
ского–Пискунова.

1.4. Переход к автономному уравнению второго порядка

Положим

(1.24)

где по определению . Пользуясь обозначениями (1.9), перейдем в задаче (1.5)–(1.7) к
новым переменным

(1.25)

относительно которых исходное уравнение (1.5) с учетом определения (1.15) принимает следую-
щий автономный вид:

(1.26)

Тем самым, каждому решению  задачи (1.5)–(1.7) взаимно однозначным образом сопостав-
лено решение  уравнения (1.26), заданное на промежутке  вида (1.24). Обращая замену
переменных (1.25), находим

(1.27)

Зафиксируем решение  задачи (1.5)–(1.7) при некоторых ,  и рас-
смотрим поведение соответствующего решения  уравнения (1.26). Из формулы подстановки
(1.25) и из условия (1.6) следует асимптотика

(1.28)

r
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а из условия (1.7) и соотношения (1.8) вытекает равенство

(1.29)

В силу автономности уравнения (1.26) его решение  при сдвиге вдоль оси ,
(1.30)

переходит в решение этого же уравнения. Из формул (1.25), (1.27) видно, что перенос (1.30) со-
ответствует масштабному преобразованию (1.10) уравнения (1.5). Кроме того, трансляция (1.30)
сохраняет величину

(1.31)

которая, тем самым, является инвариантом масштабирования (1.10).
Исходя из условий (1.6), (1.7), докажем от противного следующее включение:

(1.32)

В самом деле, из предположения  и асимптотик (1.28), (1.29) вытекает наличие у функции
 локального максимума в некоторой точке , . Тогда в этой точке должны

быть выполнены условия

которые в совокупности противоречат уравнению (1.26). Таким образом, предположение 
не верно, и включение (1.32) выполнено.

Следующее утверждение непосредственно вытекает из предложения 5 работы [47].
Предложение 1. Для каждого  из полуинтервала (1.32) существует решение  зада-

чи (1.26)–(1.29) на промежутке  вида (1.24) при некотором , имеющее заданное фор-
мулой (1.31) значение . Функция  определена однозначно с точностью до сдвига (1.30), при
этом  тогда и только тогда, когда .

Из проведенных выше рассуждений и из предложения 1 вытекает
Предложение 2. Множество решений  задачи (1.5)–(1.7), ,  находится

во взаимно однозначном соответствии с множеством решений задачи (1.26)–(1.29), (1.31), (1.32) при
. Это соответствие, заданное формулами (1.25), (1.27), согласовано с преобразованиями

(1.10), (1.31) так, что промежуток (1.32) параметризует классы эквивалентности решений  по
отношению к масштабированию (1.10).

В дальнейшем нам будет удобно задавать решение  задачи (1.5)–(1.7), не парой , где
, , а парой , где , .

1.5. Понижение порядка уравнения и условие прохождения теста Пенлеве

Определим новую переменную  в виде

(1.33)

тогда задача (1.26), (1.28), (1.29), (1.31) при  сведется к следующей (сингулярной) задаче
Коши относительно :

(1.34)

Определим индекс Фукса для узловой точки ,  уравнения (1.34) с учетом (1.9), (1.15)
следующим образом:

(1.35)
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Если выполнено условие (1.17) и, тем самым, , то согласно [47, п. 2.3] уравнение (1.34)
частично проходит модифицированный тест Пенлеве. В этом случае через  будем обозначать
знаменатель дроби, представляющей :

(1.36)

Введем в рассмотрение переменные , , связанные с ,  следующим образом:

(1.37)

тогда относительно  задача (1.34) принимает вид

(1.38)

(1.39)

Согласно предложению 1 работы [47] все траектории, представляющие решения задачи (1.34)
на плоскости , приходят в начало координат ,  с наклоном  к горизонтали, а со-
ответствующие решения задачи (1.38), (1.39) обладают свойством . Применяя теорему 1
той же работы [47], получаем

Предложение 3. Всякое решение  уравнения (1.38) с условием  является аналитической
при  функцией вида

(1.40)

где функция  также аналитична при . Решения вида (1.40) образуют семейство, парамет-
ризованное величиной , т.е. для каждого  существует единственное решение 
вида (1.40). При этом коэффициенты Тейлора функции  в точке  рационально выражаются
через , , , .

Решения  задачи (1.38), (1.39) при  принадлежат указанному семейству, и фор-
мула (1.40) определяет для каждого  функцию . При этом отображение

является монотонным и взаимно однозначным.
Предложение 3 утверждает, таким образом, что при выполнении условия (1.17) переход в

уравнении Абеля (1.34) к переменным ,  в определенном смысле устраняет нерегулярность
этого уравнения в узловой точке , .

2. ПАРАМЕТРИЧЕСКОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ РЕШЕНИЯ
УРАВНЕНИЯ ЭМДЕНА–ФАУЛЕРА

2.1. Решение задачи на полубесконечном промежутке
Рассмотрим задачу (1.5)–(1.7),  при некотором . Согласно предложениям 1, 2 ее

решение  выражается по формулам (1.27) через решение  задачи (1.26), (1.28), (1.29),
(1.31) при .

2.1.1. Параметрическое представление решения и его производной. Предположим, что для пока-
зателя  в уравнении (1.5) выполнено условие рациональности (1.17). Тогда теорема 2 работы [47]
утверждает, что функция  имеет следующее параметрическое представление:

(2.1)

где  определено формулой (1.36), функция  является аналитической на отрезке  и
выражается по формулам

(2.2)
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через решение  следующей задачи Коши:

(2.3)

(2.4)

причем  – убывающая отрицательная аналитическая функция на отрезке , а входящая
в знаменатель правой части уравнения (2.3) функция

(2.5)

является неотрицательной и возрастающей на единичном отрезке, , . Здесь пере-
менная  связана с  из (1.37) равенством

(2.6)

и , где  имеет вид (1.40).
Подставляя параметризацию (2.1) в формулы (1.27), с учетом равенства

(2.7)

вытекающего из (1.35), (1.36), получаем представление (1.18), где ,

(2.8)

(2.9)

Выберем константу  в (2.1) таким образом, чтобы удовлетворить краевому условию (1.6).
Вводя обозначение

(2.10)

подставляя  в (1.18) и приравнивая  полученное выражение для  при , запишем усло-
вие (1.6) в следующем виде:

откуда с учетом (2.9) найдем

(2.11)

где показатель  задан равенством (1.35).
На основании формул (2.2), (2.8), (2.5) найдем производные функций ,  в параметриче-

ском представлении (1.18):

(2.12)

(2.13)

Используя полученные выражения (2.12), (2.13), вычислим производную решения  в за-
висимости от параметра :

(2.14)
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где константы ,  заданы равенствами (2.11). В частности, при  из (2.14) с учетом (2.10),
(2.11) получаем выражение для критического наклона графика  при :

(2.15)

Отметим, что в силу (2.12), (2.13), (1.18) обе производные  и  имеют нули порядка
 при  и не обращаются в нуль в других точках единичного отрезка.

2.1.2. Вычисление тейлоровских коэффициентов и оценка радиуса сходимости. Найдем коэффи-
циенты разложения введенных выше (2.2)–(2.4), (2.8) функций ,  по степеням перемен-
ной . Используя обозначение (2.5), перепишем уравнение (2.3) в виде

(2.16)

и подставим в получившуюся систему (2.5), (2.16) формальные разложения

(2.17)

(2.18)

Приравнивая коэффициенты при , , в обеих частях равенства (2.16), получаем

Перепишем последнее равенство в виде

(2.19)

где правая часть

(2.20)

зависит лишь от величин , , , и не зависит от . Найдем множитель при 
в левой части (2.19):

(2.21)

Решая (2.19) как линейное уравнение относительно  последовательно при , с уче-
том (2.21) получаем

(2.22)

Формулы (2.18), (2.20), (2.22) позволяют вычислить каждый из коэффициентов разложения Тей-
лора (2.17) функции  за конечное число арифметических операций.

Найдем коэффициенты ряда Тейлора

(2.23)
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функции  на основании (2.2), (2.5), (2.7):

(2.24)

Подставляя полученные выше разложения (2.17), (2.18) в выражение (2.24), находим

где  – коэффициент при  в числителе дроби (2.24),

(2.25)

откуда получаем

(2.26)

Для тейлоровских коэффициентов  функции

(2.27)

имеем

(2.28)

Ряд Тейлора функции (2.8) получаем, раскрывая скобки и приводя подобные члены в правой
части формулы

(2.29)

где коэффициент при  представляет собой многочлен от .
Оценим радиус сходимости рядов (2.17), (2.18), (2.23), предполагая дополнительно, что значе-

ние параметра  уравнения (1.5) лежит в диапазоне

(2.30)

Сначала покажем, что решение  задачи (1.34), , является аналитической функ-
цией в круге . Согласно предложению 4 работы [47] достаточно показать, что сво-

бодный член  этого уравнения обладает следующими свойствами: во-первых,
 является голоморфной внутри круга  функцией, не обращающейся в этом круге в нуль ни-

где, кроме его центра , и, во-вторых, коэффициенты разложения функции  в точке
 по степеням переменной  образуют убывающую последовательность положи-

тельных чисел. Первое из этих условий, очевидно, выполнено; проверим второе условие:

что с учетом условия (2.30) дает требуемый результат.
При замене переменной  на t при помощи подстановок (1.37), (2.6) круг  сходимости функ-

ции  конформно отображается на выпуклую “каплевидную” область  аналитичности
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функций , , , , . Область  имеет угловую точку с раствором угла  в точ-
ке . Расстояние от начала координат  до границы  равно

(2.31)

Таким образом, получен следующий результат.
Предложение 4. При выполнении условия (2.30) функции , , , ,  голоморфны в

области  и величина (2.31) ограничивает снизу радиус сходимости рядов (2.17), (2.18), (2.23).
Получив значение функции  в некоторой внутренней точке единичного интервала

, можно найти в этой точке тейлоровские разложения функций ,  методом неопре-
деленных коэффициентов из уравнений (2.5), (2.16), и затем вычислить соответствующие разло-
жения функций , ,  по формулам (2.24), (2.27)–(2.29).

Суммируем результаты, полученные в пп. 2.1.1, 2.1.2, в виде следующей теоремы.
Теорема 1. Рассмотрим задачу (1.5)–(1.7),  при  и при условии (1.17). Тогда для

решения  этой задачи и его первой производной  справедливо параметрическое представле-
ние (1.18), (2.11), (2.14), т.е.

(2.32)

(2.33)

(2.34)

где константы , , , , ,  зависят только от ,  и задаются формулами (1.9), (1.15), (1.16),
(1.35), (2.10), функция  является положительной аналитической на отрезке  и выража-
ется через решение  задачи (2.3), (2.4) по формулам (2.24), (2.27), (2.29). Разложения (2.17),
(2.29) функций ,  в ряды Тейлора в точке  можно получить по формулам (2.18), (2.20),
(2.22), (2.25)–(2.29). Если , то радиус сходимости этих рядов ограничен снизу величиной (2.31).

2.1.3. Исключение параметра t. Рассмотрим решение  задачи (1.5)–(1.7), (1.17),  при
 в виде (2.32), (2.33) и исключим параметр  из этого представления. Возводя в степень

 обе части равенства , т.е. первой формулы (1.25), запишем результат с учетом
(2.1), (2.7) в следующем виде:

(2.35)

Выразим параметр  через  из равенства (2.32). Разделив обе части (2.32) на  и возведя их в
степень , введем обозначения соответственно  и  для преобразованных левой и правой ча-
стей:

(2.36)

где функция  является аналитической по  на единичном полуинтервале.
Проверим, что  при . В самом деле, в силу (2.13) с учетом (2.5) имеем

таким образом, задаваемое формулой (2.36) соответствие  монотонно и взаимно од-
нозначно отображает полуинтервал  на луч . Тогда существует обратная к 
возрастающая положительная аналитическая функция , отображающая полуось

 на промежуток , и параметр  в представлении (2.32) с учетом связи (2.36) между
 и  выражается через  в виде

(2.37)
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Вычислим разложение функции  по степеням переменной . В окрестности  справед-
ливы формулы

(2.38)

перемножая которые, находим

(2.39)

(2.40)

где коэффициенты ,  полиномиально зависят от известных величин , , , , .
Подставляя выражение (2.37) для  в формулу (2.35), получаем следующие представления

функции :

(2.41)

причем в окрестности  представление (2.41) с учетом (2.40) принимает вид (1.20):

(2.42)

(2.43)

Таким образом, получена следующая
Теорема 2. В условиях теоремы 1 параметр  выражается через  в виде (2.37). Для решения
 задачи (1.5)–(1.7), , справедливо представление (2.41), принимающее в окрестности

 вид (2.42), (2.43).

Выразим теперь параметр  через  из равенства (2.33). Возводя в степень  обе части этого
равенства и вводя по аналогии с (2.36) обозначения , , находим

(2.44)

В силу (2.44), (2.12), (2.5), (1.18), при  имеем

следовательно, производная  положительна при  и имеет нуль порядка  при
. Таким образом, заданное равенством (2.44) отображение  определяет взаимно

однозначное (в силу монотонности) соответствие между отрезками  и , и суще-
ствует обратная к  возрастающая аналитическая на полуинтервале  функция

, имеющая (как функция комплексной переменной )  – листное ветвление при
. С помощью функции  параметр  выражается через  в виде

(2.45)

ξ( )t t = 0t

∞
α

=

∞ ∞+
α

+
= =

α − = − = − α + , 
 

 
= α = + α + , !  



 

…

…*

0

1
2

1 1
0 0

(1 ) ( 1) 1

( )

M n n

n
n

n
k

k
n k

M
t t M t

n

tt t H t t H t
n

∞

=
ξ = − α − + := ξ ,�

2
1

1
( ) ( ) n

n
n

t t H M t t

∞

=
θ = + α − + := θ ,� � � ��

2
1

1
( ) ( ) n

n
n

r r H M r r

ξn θn α M 1H … −1nH
t

= ( )y y r

( ) ( )
/ /σ

/σσ/
/ β= − θ , = − θ , = ∈ , +∞ ,

�

�
�

� � � �

1 1
0 0
1 1 ( ) ( ) 1 ( ) ( ) (0 )

N
NN

M
f fy r y r r r r r
r r

= +∞r

/σ∞ ∞/σ /σ
/β α /β α−

β β
= =

 
= − θ =: , 

 
 

�

*

1 1
1 10 0

0
1 0

( ) 1 ( ) ( )
N

n nK
n e n

n n

f fy r rZ a rZf
r r

α
α= , = − .

σ
�

*0 1
0

1 eK
Na a
f

∈ ,(0 1]t r
( )y r = +∞R
= +∞r

t y −α β/
�y Ξ

−α/β
α

β
 

= := = =: Ξ . 
 

� � *
*

( ) ( ) ( )
e

yy y y t t t
Z

∈ ,[0 1]t

α − α Ξ Ξ α= Ξ = − = α − , β 
* 4 *

1ln ( )ln( ) ( ) (1 ) ( ) ( )
( )

Md y td d tt t t M t t t
dt dt dt g t

Ξ/d dt ∈ ,(0 1]t −( 1)M
= 0t = Ξ�� ( )t y t

∈ ,[0 1]t α∈ ,� *[0 ]ey
Ξ( )t α∈ ,� *[0 )ey

Θ = Θ �( )y �y M
α=� * ey Θ �( )y t y

( )= Θ .�( )t y y



1370

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 59  № 8  2019

ПИКУЛИН

Для функции  в окрестности  справедливо разложение (2.38), откуда находим разло-
жение Тейлора в точке  обратной функции:

(2.46)

Подставляя  в виде (2.45) в формулу (2.35) и разрешая ее относительно , получаем

(2.47)

откуда с учетом разложения (2.46) вытекает представление (1.21) в окрестности , т.е.

(2.48)

Таким образом, справедлива
Теорема 3. В условиях теоремы 1 параметр  выражается через  в виде (2.45), причем

функция  имеет в комплексной области  – листное ветвление при . Для обратной к
решению функции  верно представление (2.44), (2.47), принимающее вид (2.48) в окрестности

.
Круг сходимости ряда в правой части (2.48) заведомо не покрывает точку ветвления 

аналитической (по ) функции (2.45), соответствующую точке  – листного ветвления 
функции . Устраним эту особую точку, введя, во-первых, переменную  по формулам

(2.49)

и, во-вторых, аналитическую на единичном отрезке функцию

(2.50)

взаимно однозначно отображающую отрезок  на промежуток изменения параметра
. Тогда формулу обращения (2.45) с учетом (2.49), (2.50) запишем следующим образом:

(2.51)

Отметим, что в силу (2.46), (2.50) разложение  в окрестности  имеет вид

(2.52)

Подставляя (2.50) в (2.47), получаем зависимость  от  в виде

(2.53)

Возводя обе части равенства (2.54) в степень  и подставляя разложение (2.52), после раскрытия
скобок получаем совпадающее с (1.22) представление в окрестности  для обратной к реше-
нию функции

(2.54)

Таким образом, получена
Теорема 4. В условиях теоремы 1 параметр  выражается через  в виде (2.51), (2.49), где

функция  является аналитической функцией на замкнутом отрезке . Для обратной к ре-
шению  функции  верно представление (2.53), принимающее вид (2.54) в окрестности

.
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2.2. Решение задачи на отрезке

Получим решение задачи (1.5)–(1.7), (1.17) при  в предположении, что известно
соответствующее (см. предложение 2) значение параметра .

Теорема 3 работы [47] утверждает, что решение  задачи (1.26)–(1.29), (1.31) при за-
данном  допускает следующее параметрическое представление:

(2.55)

где функция  является аналитической на полуинтервале  и выражается в виде

(2.56)

через решение  следующей задачи Коши:

(2.57)

(2.58)

Также в работе [47] показано, что  при , а знаменатель правой части уравне-
ния (2.57) не обращается в нуль при .

Отметим, что если справедливо включение

(2.59)

то уравнение (2.57) удовлетворяет условию теоремы Коши (см. [56, § 3]) при , сле-
довательно, функция  в этом случае является аналитической на всем отрезке , вклю-
чая его левый конец.

Подставляя параметризацию (2.55) в формулы (1.27) и полагая

(2.60)

с учетом (2.7) получаем

(2.61)

(2.62)

Значение постоянной  найдем из сопоставления (2.62) и краевого условия (1.6), т.е. 
при :

(2.63)

где  задано формулой (1.35).
Вычислим производную  как функцию параметра . Из формул (2.56), (2.60)–(2.62) с

учетом (2.7) находим
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откуда получаем следующее выражение для производной:

Таким образом, доказана
Теорема 5. Решение  задачи (1.5)–(1.7), (1.17) при  допускает следующее пара-

метрическое представление:

(2.66)

(2.67)

(2.68)

где числа , ,  заданы формулой (1.35), , функция  является аналитической на
полуинтервале , , и справедливо представление (2.56), (2.60) функции  через
решение  задачи (2.57), (2.58). Значение параметра , входящего в уравнение (2.57), свя-
зано с решением  формулами (1.31), (1.25).

Если выполнено условие (2.59), то функции ,  являются аналитическими на всем отрезке
, включая его левый конец .

Из формулы (2.68) при  получаем значение наклона графика решения  в концевой
точке  в следующем виде, аналогичном (2.15):

(2.69)

Из формул (2.64), (2.65) и (2.61), (2.62) следует, что каждая из производных  и 
представляется в виде произведения множителя , задающего кратность ну-
лей в концах отрезка параметризации , и некоторой функции, не обращающейся в нуль
нигде на этом отрезке.

Тейлоровские разложения функций , ,  в точке  и других точках промежутка
 могут быть вычислены, исходя из уравнения (2.57) по схеме, изложенной в п. 2.1.2.

2.3. Поведение решения вблизи начала координат

Покажем, что для решения  уравнения (1.5), (1.17), , с условием (1.6) справедли-
во разложение вида (1.19) в окрестности . Для этого воспользуемся параметрическим пред-
ставлением этого решения с параметром , определяемым подстановкой (1.37).

Из второй формулы (1.25), подстановок (1.33), (1.37) и равенства (2.7) находим

(2.70)

где функция , имеющая с учетом (1.40) вид

(2.71)

является аналитической при  и определена с точностью до аддитивной константы. Из ра-
венств (2.70), (1.37), (2.7) и первой формулы (1.25) получаем искомую параметризацию

(2.72)
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в окрестности  ( , ), охватывающую представления (2.32), (2.33) и (2.66), (2.67).
Отметим, что параметрическое представление (2.72) в частном случае задачи (1.2), (1.3) было по-
лучено в работе [40].

Используя обозначение  (см. предложение 3), вычислим начальные члены тейлоров-
ских разложений величин , , ,  по степеням , исходя из формул (2.71), (2.72):

(2.73)

(2.74)

(2.75)

где символ Кронекера  равен единице при  и нулю в противном случае. Согласно пред-
ложению 3 коэффициенты рядов внутри скобок в правых частях равенств (2.73)–(2.75) рацио-
нально выражаются через , , , C. Сопоставляя равенство (2.75) и условие (1.6), находим

(2.76)

Выражая  через  из равенства (2.74), получаем в окрестности  разложения

(2.77)

(2.78)

где коэффициенты рядов в правых частях также являются рациональными функциями от , ,
, C. Подставляя равенства (2.77), (2.78) в формулу (2.75), с учетом (2.76) получаем в окрестно-

сти  представление (1.19):

(2.79)

причем в силу предложения 3 каждому  соответствует решение  вида (2.79).
Решение сингулярной задачи Коши для уравнения (1.5) с условием (1.6) и заданной производ-

ной при  существует и единственно по теореме Каратеодори (см. [57, гл. 2, § 1]). Получаем
следующее уточнение этого результата.

Теорема 6. Для всякого  задача Коши для уравнения (1.5), (1.17) с условиями (1.6),
 однозначным образом разрешима на некотором отрезке , , при этом ее решение

 представимо в окрестности  сходящимся рядом (2.79), где .

Коэффициенты  разложения 2.79) при заданном  можно найти методом неопреде-
ленных коэффициентов, подставив его в уравнение (1.5). Кроме того, в силу (2.76) и указанных
выше свойств коэффициентов разложений (2.77), (2.78), при каждом  величина
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Фиг. 2. Поведение абсолютных величин тейлоровских коэффициентов функций a – для ; b – для ; c –
для ; см. (3.3), (3.4).
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3. ЗАДАЧА ТОМАСА–ФЕРМИ
Показатель  = –1/2 в уравнении Томаса–Ферми (1.2) удовлетворяет условию рационально-

сти (1.17), следовательно, к задаче (1.2), (1.3) применимы доказанные в разд. 2 теоремы 1–6.
Введенные выше числовые параметры (в частности, (1.9), (1.15)–(1.17), (1.36)) имеют следующие
значения:

3.1. Решение задачи Томаса–Ферми на луче

Представление (2.32)–(2.34) решения  задачи (1.2), (1.3) при  имеет вид

(3.1)

где функции ,  являются аналитическими на отрезке , при этом  есть решение
задачи (2.3), (2.4), т.е.

(3.2)

и  выражается через  по формулам (2.2), (2.8). Отметим, что уравнение (3.2) было полу-
чено Э. Майораной (см. [40]) непосредственно из уравнения (1.2).

Разложения функций  и  в ряды Тейлора в окрестности  могут быть вычислены
по формулам (2.17), (2.18), (2.20), (2.22) и (2.25)–(2.29) соответственно, т.е.

(3.3)
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причем радиус сходимости этих рядов ограничен снизу величиной (2.31): . Эмпири-
ческий радиус круга сходимости при этом составляет ≈1.2, т.е. этот круг полностью покрывает
область изменения параметра  – единичный отрезок .

− ≈ .6 2 1 0 12

t ∈ ,[0 1]t

Таблица 1. Коэффициенты рядов Тейлора при  функций , , ; см. (3.3), (3.4)

n

0 –1 0 0
1 0.4559963 0.37541199 1.231293471269155
2 –0.3044551 0.11680513 –1.762572651223578E–01
3 –0.2221798 0.05301555 –3.586264513410257E–02
4 –0.1682126 0.02866072 –1.188294019140811E–02
5 –0.1298041 0.01715679 –4.527629495209355E–03
6 –0.1013002 0.01096849 –1.786511681720532E–03
7 –0.0796352 0.00733582 –6.888630288626336E–04
8 –0.0629230 0.00506758 –2.446296099146174E–04
9 –0.0499053 0.00358590 –7.102100665478879E–05

10 –0.0396962 0.00258466 –9.114850026654934E–06
11 –0.0316498 0.00189023 8.628385118260053E–06
12 –0.0252839 0.00139865 1.055443881972420E–05
13 –0.0202322 0.00104492 7.992270000062715E–06
14 –0.0162136 0.00078697 5.020985928867133E–06
15 –0.0130101 0.00059677 2.790922739565175E–06
16 –0.0104518 0.00045523 1.390873927946046E–06
17 –0.0084056 0.00034904 6.107369113157270E–07
18 –0.0067666 0.00026885 2.202119071036909E–07
19 –0.0054522 0.00020791 4.755499195027076E–08
20 –0.0043968 0.00016137 –1.546319759284382E–08
21 –0.0035485 0.00012565 –2.963705543713770E–08
22 –0.0028660 0.00009813 –2.574541382040214E–08
23 –0.0023164 0.00007684 –1.761541125892188E–08
24 –0.0018734 0.00006032 –1.043404093568663E–08
25 –0.0015161 0.00004746 –5.471632131286884E–09
26 –0.0012277 0.00003742 –2.507170177006865E–09
27 –0.0009947 0.00002956 –9.383306761822078E–10
28 –0.0008064 0.00002339 –2.107653561459858E–10
29 –0.0006540 0.00001854 6.735556420063704E–11
30 –0.0005307 0.00001472 1.344897961831818E–10
31 –0.0004309 0.00001170 1.192816857741852E–10
32 –0.0003500 0.00000932 8.286855224853180E–11
33 –0.0002844 0.00000743 4.959995317512788E–11
34 –0.0002312 0.00000593 2.612434022331377E–11
35 –0.0001880 0.00000474 1.189884390936907E–11
36 –0.0001530 0.00000379 4.309774068847392E–12
37 –0.0001245 0.00000304 7.936738883378811E–13
38 –0.0001014 0.00000243 –5.214790707757887E–13
39 –0.0000825 0.00000195 –7.998120745465573E–13
40 –0.0000673 0.00000157 –6.785731610539916E–13

= 0t 4( )t = *( ) ln ( )H t t Ψ�e( )

4 n nH en
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Представление (2.54) обратной к решению функции принимает вид

(3.4)

причем ряды в правой части (3.4) демонстрируют еще более быструю сходимость, чем тейлоров-
ские разложения функций , , с эмпирическим радиусом сходимости ≈1.8 (см. табл. 1 и
фиг. 2). При помощи значений коэффициентов , представленных в табл. 1, значение функции

 может быть найдено с точностью до 12 знаков после запятой. Графики функций , ,
 представлены на фиг. 3 и 4.

Представление (2.42) принимает вид (1.14) с константой , заданной формулой (2.43):

(3.5)

где в силу рекуррентных соотношений (3.3) имеем

(3.6)

Сформулируем полученный результат.
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Фиг. 3. График функции ; см. (3.3).
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Теорема 7. Решение  задачи (1.2), (1.3) при  допускает параметрическое представле-
ние (3.1). Коэффициенты Тейлора входящих в него функций ,  могут быть вычислены по фор-
мулам (3.3), (2.8). Обратная к решению функция  допускает представление (3.4), где ряды в
правой части сходятся в окрестности . Для константы  в разложении (1.14) справедли-
ва формула (3.5).

Подчеркнем отличие формул (3.5), (3.6), основанных на суммировании экспоненциально
сходящегося числового ряда, каждый член которого вычисляется явно за конечное число опера-
ций из соотношений рекуррентного типа (3.3), от аналогичной формулы (см. [42, § 2.12]), опи-
рающейся на параметризацию вида (2.72) и требующей численного разрешения неопределенно-
сти вида , где бесконечно большой множитель является результатом численного интегри-
рования неограниченно растущей функции.

Отметим, что выражение для константы (1.13), даваемое формулой (2.15) при ,

было получено Э. Майораной (см. [40], [42, § 2.12]).
Вычислить решение  и его производную  в заданной точке  с помощью

представления (3.1) можно, найдя соответствующее значение параметра  и подставив его в
формулу . Для обращения функции  методом Ньютона нужно учесть, что в силу
формулы (2.13) эта функция имеет кратный нуль порядка  при , и ее производная не
обращается в нуль более нигде на отрезке . Таким образом, эффективность метода Нью-
тона обеспечена для задачи обращения не самой функции , а функции  (или функции

 в общем случае представления (2.32)), при этом начальное приближение для  можно вы-
брать на отрезке  произвольно.

Принимая в (3.4) приближение , получаем формулу (1.23). Аппроксимируя функции
, ,  тем или иным способом, можно получить из представлений (3.1), (3.4) другие эф-

фективные формулы приближенного решения задачи в явном аналитическом виде.

3.2. Решение задачи Томаса–Ферми на отрезке
Представление (2.66)–(2.68) решения  задачи (1.2), (1.3) при  имеет вид

(3.7)

где функция  является решением задачи (2.57), (2.58), т.е.

(3.8)

аналитическая при  функция  выражается через  в виде (2.56), т.е.

(3.9)

Численное решение  задачи (1.2), (1.3) при  с помощью представления (3.7)
проводится аналогично случаю , рассмотренному в п. 3.1. Круг сходимости ряда Тейлора
функции  с центром  может не покрывать всего отрезка изменения параметра

Ψ( )r = +∞R
*( )t 4( )t

= Ψ( )r r
Ψ = Ψ =� 0 A

⋅ ∞(0 )

= 1Z

/

∞

=

= = − . ,

= ,

…

4

4 4

2 3

0

3 1 58807102261137531271868450942395010945274662167482
12

e

e n
n

B

Ψ( )r Ψ/d dr ∈ , +∞0 (0 )r
= 0t t

Ψ = Ψ 0( )t = ( )r r t
= 2M = 1t

∈ ,[0 1]t
( )r t ( )r t

/1 ( )Mr t 0t
,[0 1]

Ψ ≈ Ψ� �

e( )
Ψ�e( ) 4( )t *( )t

Ψ( )r , ∈ , +∞(0 )Z R

− −

/
− / − /

/

Ψ= − , Ψ = , = , ∈ , ,+

⋅ μ= , = , = , = , = − ,
μ

6 6 6 3

6 6
6 6

6

2 3 42
1 2 3 1

1 3 3 4
1 3 4 3

1 2 3 11 3

(1 ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( 1](3 1)

4 3(36 ) 1(1)
16 364(36 )

e e
e

e

dr U u u U u U u u u uu
dr

U Z U Z U Z u

3( )u

− + + − μ +
= , ∈ , ,

+ + −
 − μ= − , = − + ,  
 

2 4

12 2

(1 ) ( ) (3 1) ( ) 4 (3 1)
8 ( 1]

(3 1) (1 ) ( )

1(0) 1 (0) 8 1
2

u u u u u ud u u
du u u u

d
du

3 33

3

3
3

∈ ,1( 1]u u 6( )u 3( )u

+ + −= , = .
+ + − 2 2

0

(3 1) (1 ) ( )( ) 2 ( ) exp ( )
(3 1) (1 ) ( )

u
u u uS u du u S u

u u u
3

6
3

Ψ( )r , ∈ , ∞(0 )R Z
= +∞R

( )S u = 0u



1378

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 59  № 8  2019

ПИКУЛИН

 – в этом случае можно построить тейлоровские разложения функций ,  в не-
скольких других точках этого отрезка с помощью уравнения (3.8).

Значение параметра , соответствующее заданным , может быть приблизитель-
но установлено c помощью интерполяции согласно табл. 2 (вычисления проведены на основе
формул (3.7)–(3.9), (2.69)).
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