
1915

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ, 2020, том 60, № 11, с. 1915–1932

ВОССТАНОВЛЕНИЕ ГРАНИЧНЫХ ФУНКЦИЙ НА ВНЕШНИХ
И ВНУТРЕННИХ ЖИДКИХ ГРАНИЦАХ В ЗАДАЧЕ 

ГИДРОДИНАМИКИ ОТКРЫТОЙ АКВАТОРИИ1)

© 2020 г.   В. И. Агошков1,2, Н. Р. Лёзина1,*, Т. О. Шелопут1,**
1 119333 Москва, ул. Губкина, 8, ИВМ РАН, Россия

2 119991 Москва, Ленинские горы, МГУ, Россия
*e-mail: lezina@phystech.edu

**e-mail: sheloput@phystech.edu
Поступила в редакцию 31.07.2019 г.

Переработанный вариант 16.01.2020 г.
Принята к публикации 07.07.2020 г.

Рассматривается обратная задача о восстановлении граничных функций на внешних и внут-
ренних жидких границах для модели гидродинамики открытой акватории, основанной на ли-
неаризованной системе уравнений мелкой воды. Под внешней жидкой границей подразуме-
вается граница, отделяющая рассматриваемую акваторию от Мирового океана. Под внутрен-
ней жидкой границей подразумевается граница, которая вводится при использовании метода
разделения области. В работе проведено теоретическое исследование обратной задачи, в том
числе доказана однозначная и плотная разрешимость, а также сформулирован итерацион-
ный алгоритм ее решения. Данный алгоритм может быть интерпретирован как совместное
применение методов вариационной ассимиляции данных и разделения области. Для иллю-
страции результатов теоретических исследований проведены численные эксперименты для
модельной задачи и представлены их результаты. Библ. 35. Фиг. 6.
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ВВЕДЕНИЕ
Моделирование отдельных морских регионов (морей, заливов, открытых акваторий океана)

и прибрежных территорий является одним из актуальных и развивающихся направлений мате-
матической геофизики. В частности, это связано с необходимостью оценки влияния антропо-
генного воздействия на окружающую среду. Для учета специфики рассматриваемой акватории и
корректного воспроизведения физических явлений в ней требуется создание региональных мо-
делей. Разработчики таких моделей сталкиваются с проблемой постановки граничных условий
на внешних жидких границах (под внешней жидкой границей будем понимать границу типа “во-
да-вода”, отделяющую рассматриваемую область от Мирового океана). От способа задания гра-
ничных условий на внешних жидких границах напрямую зависит полученный результат как при
долгосрочных расчетах, так и в задачах оперативного прогноза. При неудачном задании гранич-
ных условий или их аппроксимации поля гидрофизических параметров (таких как, например,
температура, соленость, поля течений, уровень и другие), получаемые в результате расчета, мо-
гут искажаться, что приводит к несоответствию полученных результатов с наблюдаемыми поля-
ми гидрофизических параметров.

Существуют различные приближения, которые используются для задания граничных усло-
вий на внешних жидких границах. Одним из способов учета граничных условий можно считать
проведение расчета по всей акватории Мирового океана – на грубой сетке вне рассматриваемой
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акватории, на более мелкой – внутри: при этом существенно возрастают вычислительные затра-
ты, однако отсутствуют внешние жидкие границы. Иногда результаты расчетов по всей аквато-
рии Мирового океана на грубой сетке используются для задания граничных условий на внешней
жидкой границе. Развитием данных идей является метод вложенных сеток – с обратной связью,
с неполной обратной связью и без обратной связи [1], [2]. В некоторых региональных моделях (в
частности, в модели ROMS) используются адаптивные граничные условия [3]. Еще одним рас-
пространенным приемом является использование осредненных данных о потоках через внеш-
нюю жидкую границу [4] или задание потоков с помощью данных наблюдений [5]. Также пер-
спективным методом для решения проблемы постановки граничных условий на внешней жид-
кой границе можно считать ассимиляцию данных. Ассимиляция данных может использоваться
для коррекции результатов расчетов по данным измерений. Обзор методов ассимиляции данных
в региональных моделях приведен в [6].

В задачах математического моделирования водных областей часто возникает необходимость
более детального рассмотрения некоторой подобласти. Разделяя исходную область путем введе-
ния внутренней жидкой границы, можно также добиться некоторого упрощения процедур чис-
ленного решения задачи в подобластях. Применение методов разделения области позволяет сво-
дить процесс решения задачи в исходной области к поочередному (зависимому только в местах
пересечения) решению задач в подобластях, возможно, имеющих более простую форму, а также
применять сетки разного масштаба (т.е. характерный масштаб пространственных сеток в подоб-
ластях может отличаться). К основным направлениям развития методов разделения области
можно отнести построение новых алгоритмов для различных классов задач и эффективную их
реализацию на многопроцессорных вычислительных системах. В последнее время методы раз-
деления области стали активно применяться при математическом моделировании процессов в
океане. Так, для моделей, основанных на примитивных уравнениях океана, использовалась раз-
новидность метода Шварца [7], для моделирования прибрежных потоков [8] были предложены
методы соединения различных моделей, основанные на методах декомпозиции области. Неко-
торые специальные задачи совмещения моделей решаются также с использованием разновидно-
стей методов разделения области в [9], [10]. Более того, методы разделения области получили
распространение в задачах вариационной ассимиляции данных наблюдений [11], [12]. Хотя
большинство работ, касающихся совместного применения методов разделения области и вари-
ационной ассимиляции данных, посвящено созданию параллельных алгоритмов [11], [13], [14],
методы разделения области могут также быть применимы и для случаев, в которых необходимо
выделить одну из подобластей с данными наблюдений. Для таких задач процедура вариацион-
ной ассимиляции данных будет применяться только на подобласти с данными наблюдений.
Приложение методов разделения области к задачам вариационной ассимиляции данных – отно-
сительно новое направление в математическом моделировании океанов и морей.

Рассматривается упрощенная модель гидродинамики открытой акватории, основанная на
линеаризованной системе уравнений мелкой воды. Данная система является подзадачей метода
расщепления по физическим процессам в нелинейной модели гидротермодинамики открытой
акватории [15]. Модель основана на примитивных уравнениях, записанных в -координатах со
свободной поверхностью в приближении гидростатики и Буссинеска [16]. Для аппроксимации
модели по времени используется метод расщепления [17]. Для этого весь временной интервал де-
лится на подынтервалы; на каждом подынтервале решаются следующие подзадачи, названные
шагами метода расщепления.

Шаг 1. Задача о распространении тепла.
Шаг 2. Задача конвекции-диффузии для солености.
Шаг 3. Задача адаптации гидрологических полей, которая решается в три этапа: а) расчет

плотности и нахождение поправок к скорости; б) решение задачи бароклинной адаптации; в) ре-
шение задачи баротропной адаптации (линеаризованная система уравнений мелкой воды).

Шаги метода расщепления сформулированы в [15]. Эта работа продолжает работы авторов по
вариационной ассимиляции данных [15], [18]–[20], разделению области [21], [22] и их совмест-
ному применению [12], [23].

В данной работе рассматривается шаг 3в). Предполагается, что имеются данные о баротроп-
ной составляющей скорости на внешней жидкой границе, формулируется задача вариационной
ассимиляции данных. Существует несколько способов получить эти данные. Первый (комбини-
рованный) подход основан на использовании данных наблюдений со спутников и дрейфующих
буев [24], [25]. По данным с буев можно приближенно оценить осредненное по времени трехмер-
ное поле плотности [24], а по данным спутниковой альтиметрии вычисляется баротропная по-
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правка к скорости. Путем интегрирования по глубине формул для расчета скорости геострофи-
ческого течения можно оценить баротропные скорости [5]. Такой подход в применении к про-
блеме жидких границ имеет недостатки: оценки для скоростей получаются грубыми, и их можно
получить только там, где проводятся частые измерения с буев и где проходят треки спутников,
оснащенных альтиметрическим оборудованием. В случае, если имеются только данные спутни-
ковой альтиметрии, для оценки относительных изменений баротропной скорости можно ис-
пользовать баротропную поправку [5]. Если трек спутника проходит непосредственно по жид-
кой границе, можно оценить баротропную поправку к составляющей скорости, перпендикуляр-
ной этому треку; как будет показано в статье, этих данных достаточно для формулировки
алгоритма ассимиляции. Второй подход основан на использовании результатов расчетов по мо-
дели большей акватории. В данном случае алгоритм ассимиляции может давать лучшие резуль-
таты по сравнению с непосредственной подстановкой данных в граничные условия. Это связано
с тем, что региональные модели гидротермодинамики с более мелкой сеткой могут воспроизво-
дить те физические явления, которые не воспроизводятся в глобальных моделях [1], в этом слу-
чае жесткое задание граничных условий по результатам расчетов глобальной модели может ока-
заться неэффективным. Необходимо дальнейшее исследование эффективности алгоритма асси-
миляции данных на жидкой границе в рамках данного подхода, а также сравнение с известными
алгоритмами вложенных сеток. В настоящей работе к задаче вариационной ассимиляции дан-
ных [26] применяется метод разделения области, сформулированный в [21]. Для этого исходная
область разделяется на 2 подобласти путем введения внутренней жидкой границы. Cтавится об-
ратная задача о восстановлении граничных функций на внешних и внутренних жидких грани-
цах, приводится доказательство однозначной и плотной разрешимости задачи, а также форму-
лируется итерационный алгоритм ее решения. Представлены результаты численных экспери-
ментов по использованию алгоритма в модельной задаче. Данный алгоритм может быть
применен в модели гидротермодинамики морской акватории, основанной на методе расщепле-
ния. В таком случае алгоритм следует использовать на шаге метода расщепления, соответствую-
щем задаче баротропной адаптации, на каждом временном слое модели. Общий подход, кото-
рый предложен в работе, может быть расширен, однако для каждой конкретной задачи гранич-
ные условия на внешних и внутренних жидких границах следует формулировать в зависимости
от выбранных упрощений, проводить соответствующее теоретическое и численное исследова-
ние, а также подбирать параметры алгоритма, влияющие на скорость сходимости и точность, по
результатам исследований. Отметим также, что в реальных задачах необходимо детально рас-
сматривать вопрос о доступности данных наблюдений на жидкой границе.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

1.1. Основные обозначения и приближения, в которых записываются системы уравнений
гидротермодинамики морской акватории, приведены в [15], [26]. В данной работе будем придер-
живаться тех же обозначений.

Рассмотрим географическую (– геодезическую) систему координат ( , где  –
географическая долгота, увеличивающаяся с запада на восток,  – географическая
широта, растущая с юга на север,  – расстояние точки от центра Земли, средний радиус которой
принимается равным . Часто вместо  удобно вводить координату  оси , направ-
ленной по нормали от поверхности сферы  радиуса  к еe центру, т.е. по направлению силы
тяжести. Единичные векторы в -, - и -направлениях обозначим соответственно через .
Тогда вектор скорости в океане записывается в виде

Обозначим через  многосвязное многообразие на сфере , которую будем называть также
поверхностью отсчета [15]. Далее рассматривается случай, когда  не включает точки полюсов.
Поверхность моря будем задавать уравнением , где ( , , , а  – временная пе-
ременная, [0, ], < . Функцию рельефа дна определим как  при ( , , , где

 > 0. В этих обозначениях полная глубина моря выражается следующим образом:
. Предположим дополнительно, что существует  такое, что .

λ,θ, )r λ ∈ , π[0 2 ]
θ ∈ −π ,π[ /2 /2]

r
ER r = −Ez R r Oz

RS ER
λ θ z λ θ, , ze e e

λ θ, , = + +T
1 2 3 1 2 3( ) .zu u u u e u e u e

Ω RS
Ω

= ξ λ,θ,( )z t λ θ ∈Ω)ER t
∈t T T ∞ = λ,θ( )z H λ θ ∈ Ω)ER

λ,θ( )H
= − ξFH H ε > 0 ≥ εH
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Введeм следующие дифференциальные операции градиента, дивергенции и полной произ-
водной в сферической системе координат (оставив за этими операциями известные обозначения
из векторного анализа):

где , . Введем следующие обозначения для осредненных по глубине ско-
ростей:

Обозначим через  единичный вектор внешней нормали к . Пусть  – параметр Кориолиса,
 – ускорение свободного падения. Рассмотрим линеаризованную задачу мелкой воды:

(1)

где  – заданная функция,  – коэффициент трения. Решая задачи на , полага-
ем функции ,  известными. Подробное описание обозначений и приближений, исполь-
зуемых в работе, можно найти,например, в [15]. В настоящей работе рассматривается граничное
условие на внешней жидкой границе вида [27]:

(2)

где  – характеристическая функция внешней жидкой (открытой) границы , т.е.  ес-
ли , в противном случае . Заметим, что на твердой части границы ( )
граничное условие принимает вид условия непротекания. Граничная функция  будет рассмат-
риваться ниже как дополнительная неизвестная. Пусть для определенности  на .

Весь интервал по времени  разбивается на подынтервалы , , ,
, . Запишем неявную схему аппроксимации задачи (1), (2) на интервале , по

времени:

(3)

В дальнейшем будем рассматривать задачу (3) на интервале времени  в полудискретном

виде, поэтому для удобства будем опускать индексы , т.е.: , , … Также введем век-
тор-функцию

Тогда задача (3) запишется в виде

(4)
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1.2. Пусть граница  области  – кусочно-гладкая класса  и удовлетворяет условию Лип-
шица. Будем считать, что кривая (простая дуга)  класса  делит область  на две подоб-
ласти  и  (см. фиг. 1), , ,  – открытое множество
в , . Пусть границы  и  – кусочно-гладкие класса , липшицевы. Через 
обозначим твердую границу, т.е. . Будем считать, что  (внешняя жидкая грани-
ца) не пересекается с  (внутренней жидкой границей).

Будем обозначать индексом  решение в каждой из подобластей ( ). Задача (3) мо-
жет быть записана для функций  в подобласти , ,  в подобласти . Пусть  –
внешняя нормаль к границе , . Потребуем выполнения условий сшивки на внутренней
жидкой границе [21]:

(5)

(6)

Введем дополнительную неизвестную функцию  так, что выполнено условие сшивки (5):

Мы получаем следующий вид граничных условий на границе области :

а на границе области :

Пусть имеются данные наблюдений  вдоль , прошедшие предварительную
обработку. Такие данные могут быть получены из наблюдений [5], а могут быть оценены по ре-
зультатам расчетов по глобальной модели с более грубой сеткой. И в том, и в другом случае эти
данные содержат ошибки, поэтому их непосредственное использование в качестве граничных
условий не является желательным. Введем дополнительное условие (условие замыкания):

(7)
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Фиг. 1. Область с внутренней  и внешней  жидкими границами.
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Из (4) в каждой подобласти ( ) мы получаем

(8)

Введем пространство  вектор-функций  со скалярным произведением:

Введем пространство . Обозна-

чим через  пространство вектор-функций . Пусть ,

, , . Обозначим через ,  ( ) пространства функций
из  со “взвешенными” скалярными произведениями:

Введем гильбертово пространство  вектор-функций , , , с
нормой:

где . Также введем пространство  вектор-функций , ,
, с нормой

Коэффициент  может быть произвольным положительным числом. Как будет показано в разд. 6
настоящей работы, введение  позволяет увеличить скорость сходимости алгоритма решения об-
ратной задачи.

Умножим первое уравнение в (8) на некоторую вектор-функцию  ска-
лярно в  и проинтегрируем полученное выражение по частям с учетом граничных условий.
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Сделаем замечание относительно введенных билинейных форм , . Как извест-

но [28], след  вектор-функции  на  принадлежит пространству ,
следовательно, необходимо потребовать , , чтобы интегралы в опреде-
лении данных билинейных форм имели смысл.

Для того, чтобы сформулировать обратную задачу о восстановлении граничных функций на
внешних и внутренних жидких границах, провести теоретическое исследование и записать алго-
ритм ее решения, исключим  из системы (8). Из второго уравнения в (8) получим

(11)

Подставив это представление в (9), (10), получим

(12)

(13)

где

(14)

(15)

Сформулируем обратную задачу о восстановлении граничных функций на внешних и внут-
ренних жидких границах: найти неизвестные граничные функции ,  и

вектор-функции решений в подобластях  ( ), которые удовлетворяют
уравнениям (12), (13) и дополнительным условиям (11) ( ), (6), (7).

Билинейные формы , , ограничены и положительно определены для функ-
ций . Равенства (12), (13) могут быть сформулированы в следующей форме [29]:
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где операторы , , , ,

 (пространство  является сопряженным к ) вводятся с использованием

билинейных форм , , , , соответственно [30], . Из-

вестно [30], что операторы  являются изоморфизмами из  на , поэтому существуют

ограниченные обратные операторы . Можно ввести сопряженные операторы  так, что будут
выполняться следующие соотношения ( ):

Заметим, что ,  и  обозначает их скалярное произведение, т.е. дей-

ствие функционала  на элементе . Запишем соотношения, определяющие операто-
ры , :

(18)

(19)

Введем операторы , , :

Заметим, что для гладких вектор-функций  действие операторов ,  может быть выраже-
но следующим образом: , . Нетрудно показать, что обла-

сти определения ,  сопряженных операторов включают в себя пространства
,  соответственно.

Условия замыкания (6), (7) можно записать в виде

(20)

(21)

Сформулируем операторную постановку задачи: найти , , ,
удовлетворяющие (16), (17) и (20), (21).

Если исключить , то система уравнений (16), (17), (20), (21) может быть записана в виде од-
ного операторного уравнения:

(22)
где

Таким образом, исходная задача была сведена к единому операторному уравнению (22) с опера-
тором , , для которого применимы многие результаты
общей теории операторных уравнений [31]. При дальнейшем рассмотрении задачи используют-
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ся методы оптимального управления и сопряженных уравнений, рассмотренные в [29], а также
методы решения обратных и некорректно поставленных задач [32], [33].

1.3. Включим задачу (22) в семейство задач оптимального управления [29]: найти ,
доставляющую минимум функционалу :

(23)

В терминах исходных функций условие (23) имеет вид

(24)

Заметим, что функционал  имеет вид функционала А.Н. Тихонова [32]–[34], где  – пара-
метр регуляризации, поэтому будем далее называть  параметром регуляризации.

2. ЕДИНСТВЕННОСТЬ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ
Покажем, что для сформулированной задачи выполняется условие единственности решений.
Теорема 1. Уравнение (22) однозначно разрешимо.
Доказательство. Покажем, что ядро оператора  состоит только из нулевого элемента

( ). Пусть существует функция , удовлетворяющая однородному уравнению
. Это означает, что существует ненулевой вектор  такой, что:

где . Заметим, что функции ,  будут в данном слу-
чае являться решениями однородной задачи в области  [21]. Отсюда получаем, что ,

 и , . Значит,  и , что и означает однозначную разрешимость за-
дачи (22). Таким образом, для рассматриваемой задачи выполняется условие единственности ре-
шений [29].
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Тогда условие оптимальности запишется в виде системы операторных уравнений:

(27)

Для того, чтобы выражения в (27) имели смысл, потребуем . Таким образом, если

функция  доставляет минимум функционалу , , и , то она не-

обходимо удовлетворяет условиям оптимальности (27), где ,  – решения систем (25),

(26), в которых  являются решениями систем (16), (17).

Домножим (27) скалярно в  на вектор-функцию . Пользуясь выражени-
ями (14), (15) и представлениями билинейных форм (18), (19), получаем следующий интеграль-
ный аналог условий оптимальности (27):

Аналогичным образом можно получить интегральные соотношения и для “сопряженных”
задач (25), (26).

Сопряженные задачи (25), (26) в дифференциальной форме могут быть записаны в виде

(28)

Условия оптимальности запишутся в виде

(29)

(30)

Таким образом, система вариационных уравнений состоит из задач (29), (30), (28),(8), .

4. ПЛОТНАЯ РАЗРЕШИМОСТЬ
Рассмотрим вопрос о плотной разрешимости задачи.
Теорема 2. Задача (22) плотно разрешима.
Доказательство. Для того, чтобы задача (22) была плотно разрешима, достаточно показать, что

ядро оператора  состоит только из нулевого элемента (см. [31]). Предположим, что это не так,

и существуют функция , , , такая, что
(31)
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Задачу (31) можно сформулировать следующим образом: найти , , , , та-
кие, что

Данная задача (31) является обобщенной постановкой следующей задачи, записанной в диффе-
ренциальной форме:

Заметим, что функции ,  являются решениями
однородной сопряженной задачи в области  [21] и  в . Следовательно,

, и , . Таким образом, , что и означает плотную разре-
шимость задачи (22).

5. ИТЕРАЦИОННЫЙ АЛГОРИТМ

Приближения к функциям , , , доставляющим минимум функционалу  при
некотором малом , будем искать с помощью следующего итерационного алгоритма.

Aлгоритм

Шаг 1. Пусть найдено , где  – номер итерации. Решаем задачи в каждой под-
области , :
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Шаг 2. Вычисляем функции ,  путем решения сопряженных задач в , :

(33)

Шаг 3. Ищем новое приближение :

(34)

(35)

Поскольку задача (22) плотно разрешима, итерационный параметр  можно выбрать по следу-
ющей формуле [29]:

где  – производная Гато функционала . При выполнении подходящего критерия
окончания итерационного процесса элементы , , ,  принимаются в качестве прибли-
женных решений рассматриваемой задачи в , . Подходящий критерий остановки следу-
ет выбирать в зависимости от параметров итерационного алгоритма, размера моделируемой об-
ласти, численного метода и заданной точности. Заметим, что решение задач в подобластях мо-
жет осуществляться одновременно. В следующем разделе приведено численное исследование
сходимости алгоритма (32)–(35).

6. ЧИСЛЕННЫЕ ЭКСПЕРИМЕНТЫ
Для численного исследования предложенного итерационного алгоритма был проведен ряд

численных экспериментов. Область была выбрана квадратной . Она была разделена
на две подобласти  и  без пересечений. Пусть  – внешняя жидкая граница,

 м. Значения параметров  м/с2, , . Глубина выбиралась  м. Пра-
вые части  и  равны .

Как было отмечено ранее в разд. 1, для аппроксимации задачи (1) по времени была использо-
вана неявная схема. Шаг по времени был выбран 0.5 с. По пространству была выбрана равномер-
ная сетка с шагами 1 м. Алгоритм совместного применения методов разделения области и вари-
ационной ассимиляции (32)–(35) использовался на каждом шаге по времени.

Для задания начальных условий был проведен предварительный расчет (эксперимент). Шаги
по времени и по пространству были выбраны, как описано ранее, однако область была представ-
лена прямоугольником . Для предварительного эксперимента (здесь и далее
для предварительного эксперимента будем использовать индекс ) были выбраны следующие
начальные условия:

Граничные условия для предварительного эксперимента на  были выбраны .
Правые части  и  равны . Начальные условия для решения задачи были выбраны как резуль-

,(1)*U ,(2)*U Ωi = ,1 2i
,

, , ,

,
,

, ,

, ,

,

− − + + ξ = Ω , Δ  

ξ
+ = Ω ,

Δ
⋅ − ξ = γ ⋅ − ∂Ω Γ ,

− ξ = − ξ = ⋅ + ⋅ Γ ,
⋅ = ∂Ω Γ .

( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

(1) (1) (1)
1 op op 1 obs 1 in

(1) (2) (1) (2)
1 2 in

(2)
2 2 in

0*
* * grad * 0 в

0

*
div( * ) 0 в

* * ( ) на \

* * на

* 0 на \

i
i i i

f i

i
i

i

k

k k

l
R g

lt

H
t

H m gH m H I

gH gH H H

H

U
U U

U

U n U n

U n U n

U n

+ + +ω = ,ν T
1 1 1(( ) )k s k kd

,
+ = − τ αγ + ⋅ , Γ ,(1)

1 1 op( ) ( ) ( ( ) * ) наs k s k k s kd d gH d HU n
, ,

+ν = ν − τ α ν + ⋅ + ⋅ Γ .(1) (2)
1 1 2 in( ( * * )) наk k k kgH H HU n U n

τk

Γ Γα
, , ,

α
Γ Γ

γ ⋅ − Γ + ⋅ + ⋅ Γ
ωτ = = ,

⋅ Γ + ⋅ + ⋅ Γω

 

 
op in

op in

(1) 2 (1) (2) 2
1 obs 1 2

(1) 2 (1) (2) 22
1 1 2

( ) ( )
( )

2 ( * ) 2 ( * * )'|| ( )||
k

k

k

g gH I d H H d
H HJ

g H d g H H dJ

U n U n U n

U n U n U n

α ω' ( )J α ω( )J
( )s kd νk ξ( )i

k
( )U i
k

Ωi = ,1 2i

( ) ( ), × ,0 0L L
Ω1 Ω2 ( )Γ = × ,op 0 0 L

= 100L = .9 81g = 0l = 0fR = 1H
�f �

3f 0

( ) ( )Ω = − , × ,0p L L L
p

 +− −= , = , ξ = − . 
 

v

2 2( 25) ( 30)0 0 10 exp
100p p p

x yu

∂Ω p ⋅ =( ) 0H U n
�f �

3f 0



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 60  № 11  2020

ВОССТАНОВЛЕНИЕ ГРАНИЧНЫХ ФУНКЦИЙ 1927

тат расчета в предварительном эксперименте после 10 с. Данные наблюдений  на внешней
жидкой границе  были получены из предварительного эксперимента ( ), кото-
рый был продолжен еще на 5 с.

Для сравнения результатов расчетов с применением алгоритма ассимиляции на внешней
жидкой границе и без его использования с целью исследования влияния алгоритма был прове-
ден эксперимент, в котором область также выбиралась квадратной , но на гра-
нице  использовалось граничное условие непротекания  (здесь и далее для этого
эксперимента будем использовать индекс ).

При реализации алгоритма совместного применения методов разделения области и вариаци-
онной ассимиляции (32)–(35) критерий остановки был выбран следующим образом:

Таким образом, итерационный алгоритм заканчивается в случае, если часть, соответствующая
регуляризованным слагаемым в функционале (24), начинает преобладать. Параметр регуляриза-
ции был выбран равным . Зависимость величины

относительно величины  на нулевой итерации от числа итераций при различных значениях
параметра  представлена на фиг. 2. Как видно, при выборе  значение  дает лучший ре-
зультат (меньшее число итераций для достижения критерия выхода из итерационного процесса),
причем за 27 итераций удается подавить значение  почти на 6 порядков, поэтому для после-
дующих экспериментов будет использоваться . Также из фиг. 2 видно, что сходимость ал-
горитма при выбранном параметре  немонотонна, что согласуется с результатами численных
исследований схожих алгоритмов решения некорректно поставленных задач [18], [19] и связано
с ошибками решения прямых и сопряженных задач на сетках.
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Фиг. 2. Зависимость отношения величины  к значению величины  на нулевой итерации от числа итера-
ций для разных выбранных значений параметра  (использована логарифмическая шкала).
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Результаты моделирования для функции уровня , где , а также  и  представлены
на фиг. 3. Расположение внутренней границы  обозначено белой линией. На фиг. 3а показано
распределение уровня, полученное по результатам расчета с применением методов ассимиляции
и разделения области в случае, когда  расположена на ; на фиг. 3б – распределение
уровня, полученное по результатам расчета с применением методов ассимиляции и разделения

области в случае, когда  расположена на . Функции уровня , где , представлен-

ξ( )i = ,1 2i ξp ξs

Γin

Γin = 50x

Γin = 5x ξ( )i = 1,2i

Фиг. 3. Значение уровня (м) на момент времени  с: (а) – для решения с применением алгоритма (32)–
(35),  расположена на ; (б) – для решения с применением алгоритма (32)–(35),  на ; (в) – для
решения задачи без применения алгоритма (32)–(35) ( ); (г) – для предварительного расчета ( ).
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ные на фиг. 3а, б, можно сравнить с  и , изображенными на фиг. 3в и г соответственно. От-
метим, что качественно фиг. 3а, б и г схожи, а для 3в наблюдается некоторое отличие, располо-
женное вблизи внешней жидкой границы, связанное с тем, что для данного эксперимента в ка-
честве граничного условия на внешней жидкой границе использовалось условие непротекания.

Для более детального изучения влияния предложенного алгоритма на результаты моделиро-
вания рассмотрим также модуль разности результатов для значений функций уровня (фиг. 4)
и модуль разности для величины горизонтальной компоненты вектора скорости  (фиг. 5).
На фиг. 4а и б (фиг. 5а и б) представлены модули разности между решением с применением ме-
тодов разделения области и вариационной ассимиляции данных и предварительным расчетом,
где  расположена на  и . Модули разности между решением без применения мето-
дов разделения области и вариационной ассимиляции данных и предварительным расчетом

ξs ξp

u

Γin = 50x = 5x

Фиг. 4. Модуль разности значения уровня (м) при  с: (а) – между решениями с применением алгоритма (32)–
(35) и ,  расположена на ; (б) – между решениями с применением алгоритма (32)–(35) и ,  на

; (в) – между  и .
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Фиг. 5. Модуль разности компонент скорости  (м/с) при  с: (а) – между решениями с применением алго-
ритма (32)–(35) и ,  расположена на ; (б) – между решениями с применением алгоритма (32)–(35)
и ,  на ; (в) – между  и .
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представлены на фиг. 4в и фиг. 5в (заметим, что для данных изображений использована другая
шкала). Использование ассимиляции данных на внешней жидкой границе значительно умень-
шает различия между результатами моделирования с использованием методов ассимиляции
данных и разделения области и результатами предварительного эксперимента. Вблизи внутрен-
ней жидкой границы наблюдается ошибка, которая вносится при применении метода разделе-
ния области.

Для следующих численных экспериментов расположение  было выбрано как  м,
 м. На фиг. 6 для сравнения представлены значения  по результатам моделиро-

вания и данные наблюдений , которые задавались по результатам предварительного экспери-
мента. Использование алгоритма ассимиляции эффективно сближает результаты моделирова-
ния и данные наблюдений.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе был рассмотрен алгоритм восстановления граничных функций на внешних и внут-
ренних границах для линеаризованной системы уравнений мелкой воды. Была сформулирована
обратная задача, проведено теоретическое исследование (доказана однозначная и плотная раз-
решимость задачи) и предложен итерационный алгоритм решения задачи. Для иллюстрации ре-
зультатов теоретических исследований был рассмотрен ряд численных экспериментов для обла-
сти простой формы. По проведенным численным экспериментам можно сделать следующие вы-
воды: итерационный алгоритм совместного применения методов разделения области и
вариационной ассимиляции данных на жидких границах сходится при предложенном параметре

, ассимиляция данных эффективно сближает данные наблюдений и результаты моделиро-
вания. Кроме того, учет граничных условий на жидких границах значительно уменьшает расхож-
дение результатов моделирования с референтным расчетом по сравнению с расхождением ре-
зультатов моделирования без учета открытых границ. Отметим, что параметры ,  необходимо
выбирать в зависимости от рассматриваемой задачи. К практическим недостаткам алгоритма от-
носится то, что подбор параметров осуществляется вручную. Эти параметры влияют на точ-
ность, сходимость и скорость сходимости итерационного алгоритма. В работе был рассмотрен
численный эксперимент, в котором была продемонстрирована сходимость при разных парамет-
рах . Результаты экспериментов показали, что алгоритм вносит некоторую ошибку в решение
вблизи внутренней границы. Исследование применимости алгоритма в практических приложе-
ниях необходимо провести в дальнейшем, а также оценить вклад ошибки в решение.

Γin = 50x
< <0 100y ⋅ 1HU n

obsI

τ > 0k

α γ

γ

Фиг. 6. Значения  в конечный момент времени вдоль внешней жидкой границы на первой и последней
итерации, а также данные наблюдений.
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Предложенный алгоритм может быть использован в моделях открытых акваторий, основан-
ных на методе расщепления. Отметим, что в реальных задачах необходимо детально рассматри-
вать вопрос о доступности данных наблюдений на жидкой границе. Оценку данных о баротроп-
ной скорости можно получить по данным наблюдений спутниковой альтиметрии и дрейфующих
буев с помощью методов, описанных в работах [5], [24], [25]. В случае, когда данных наблюдений
недостаточно, возможно использование результатов расчетов по модели большей акватории.
Тогда алгоритм вариационной ассимиляции может давать лучшие результаты по сравнению с
непосредственной подстановкой данных в граничные условия, однако необходимо дальнейшее
исследование эффективности алгоритма в данном случае, а также сравнение с известными алго-
ритмами вложенных сеток. Общий подход, описанный в настоящей работе, может быть расши-
рен и на другие региональные модели, однако для каждой конкретной задачи граничные условия
на внешних и внутренних жидких границах следует формулировать в зависимости от выбранных
упрощений, а также проводить соответствующее теоретическое и численное исследование.
В дальнейшем планируется рассмотрение описанного подхода в применении к региональным
моделям [17], [35].

Авторы выражают благодарность В.П. Шутяеву за обсуждение работы и полезные замечания.
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