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В работе рассмотрены математические модели распространения нового Уханьского корона-
вируса COVID-2019, вспышка эпидемии которого началась в декабре 2019 г. в провинции
Ухань. Для контроля эпидемиологической ситуации необходимо разработать соответствую-
щие математические модели. В работе приведен обзор математических моделей распростра-
нения COVID-2019, описываемых системами нелинейных обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений (ОДУ). Некоторые коэффициенты и начальные данные систем ОДУ неиз-
вестны или заданы усредненно. Задача идентификации параметров моделей сводится к
минимизации квадратичного целевого функционала. В силу нелинейности ОДУ решение об-
ратных задач эпидемиологии может быть неединственно, поэтому в работе изложены подхо-
ды к исследованию идентифицируемости обратных задач, которые позволяют установить,
какие из неизвестных параметров (либо их комбинаций) могут быть однозначно и устойчиво
восстановлены по имеющейся дополнительной информации. Приведены методы решения
задачи минимизации, основанные на комбинации глобальных (методы покрытий, природо-
подобные алгоритмы, многоуровневые градиентные методы) и локальных методов (гради-
ентные методы, метод Нелдера-Мида). Библ. 44. Фиг. 7. Табл. 2.
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1. ВВЕДЕНИЕ
В декабре 2019 г. произошла вспышка пневмонии в Ухане 2019–2020 гг., в результате которой

был впервые обнаружен штамм COVID-2019 при анализе нуклеиновой кислоты у пациента с
пневмонией. Репродуктивное число по данным Китайского центра по контролю и профилакти-
ке заболеваний оценивается между 2 и 3, что соответствует количеству людей, которые заража-
ются от одного инфицированного, и пока оно больше 1, эпидемия будет расти (см. фиг. 1, 2).

Возможным источником вируса COVID-2019 являются летучие мыши, поскольку РНК образ-
цов COVID-2019 на 96% совпала с РНК вируса, который ранее находили у азиатских подковоно-
сов [1]. Репликация вируса происходит преимущественно в нижних дыхательных путях, вызывая
большой выброс цитокинов и иммунный ответ в организме, при котором наблюдается снижение
количества Т-лимфоцитов в крови, отвечающих за защитные функции организма [2]. По состо-
янию на 11 февраля 2020 г. число подтвержденных инфицированных случаев составило
43143 человека, из которых зарегистрировано 1018 летальных исходов и 4347 вылеченных людей [3].
Генетически вирус COVID-2019 на 80% идентичен тяжелому острому респираторному синдрому
(SARS), вспышка которого наблюдалась в Китае в 2003 г., в результате которой было инфициро-
вано более 5000 человек [4] (см. табл. 1). Однако скорость распространения коронавируса
COVID-2019 значительно выше, чем в случае SARS, поскольку с 24 января количество зареги-

1) Работа выполнена при поддержке Математического Центра в Академгородке, соглашение с Министерством науки
и высшего образования Российской Федерации номер 075-15-2019-1675.
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стрированных случаев в провинции Ухань выросло за 17 дней с 549 человек до 31728 человек
(см. фиг. 2).

Также ключевым эпидемиологическим параметром является инкубационный период, кото-
рый оценивается в 3–7 дней по оценкам ВОЗ. В работах [5], [6] получено оптимальное значение
инкубационного периода 5.2 дня.

30 января Всемирная организация здравоохранения объявила вспышку эпидемии, связанную
с COVID-2019, чрезвычайной ситуацией в области здравоохранения международного значения [7].

В связи со сложившейся ситуацией необходимо прогнозировать развитие эпидемиологиче-
ской ситуации в Китае и в мире. Одним из способов предсказания распространения коронави-
руса COVID-2019 является математическое моделирование распространения инфекции в попу-
ляции с заданным источником инфекции, скоростями перехода между группами людей со схо-
жими характеристиками (симптомы, карантин, антитела, штаммы), смертности, латентного

Фиг. 1. Количество инфицированных COVID-2019 (синяя линия), вылеченных (оранжевая линия) и умерших
(зеленая линия) индивидуумов с 22.01.2020 по 11.02.2020 на территории Китая.
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Фиг. 2. Зарегистрированные случаи обнаружения Уханьского коронавируса COVID-2019 24 января 2020 г. (сле-
ва) и 10 февраля 2020 г. (справа) на территории Китая [3], [7].



1952

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 60  № 11  2020

КАБАНИХИН, КРИВОРОТЬКО

периода, степени изоляции (миграция населения между провинциями, запрет на ввоз продук-
тов) и статистической информации о зараженных и вылеченных индивидуумах в фиксирован-
ные моменты времени. Математическая модель, основанная на законе баланса масс и описыва-
емая системой нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ), наиболее точ-
но описывает распространение инфекционных заболеваний в популяции, разделенной на
группы индивидуумов со схожими характеристиками (например, чувствительные, инфициро-
ванные, находящиеся на лечении, вылеченные и т.п.). Большинство коэффициентов и началь-
ных условий ОДУ не известно или может быть оценено с большой погрешностью. Например, в
работе [8] приведен прогноз количества зарегистрированных случаев вируса COVID-2019 на ос-
новании данных на период 23 января 2020 г., который составил 75000 человек на 10 февраля
2020 г., хотя реальные данные – 40 645 человек. Такая погрешность прогнозирования развития
инфекционного заболевания влечет к огромным затратам принятия мер по контролю эпидемио-
логической ситуации, а также к ошибочным выводам. Для идентификации неизвестных пара-
метров математических моделей систем ОДУ необходимо использовать дополнительную инфор-
мацию о количестве зараженных и вылеченных индивидуумов по каждому дню. Используемый
в работе подход является классическим в обратных задачах [9]. В следующих разделах мы опи-
шем существующие математические модели распространения коронавируса COVID-2019, при-
ведем методы решения возникающих обратных задач и примеры решения.

Статья организована следующим образом. В разд. 2 приведены математические модели эпи-
демиологии COVID-2019 и постановки обратных задач. Разд. 3 посвящен описанию идентифи-
цируемости математической модели. В разд. 4 приведена классификация методов оптимизации
решения обратных задач и область их применения.

2. МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ ДИНАМИКИ COVID-2019
Математические модели эпидемиологии основаны на камерной структуре, описываются си-

стемами нелинейных ОДУ

(1)

и характеризуют изолированное распространение инфекционного заболевания внутри региона.
Вспышка очередного инфекционного заболевания влечет разработку новых математических мо-
делей эпидемиологии, учитывая особенности течения заболевания. Одна из первых моделей
эпидемии туберкулеза, построенная в работе [10] на основе опыта использования математиче-
ских моделей в метеорологии, демографии, экономике и эпидемиологии острых заболеваний,
“схватывает” главное отличие эпидемического процесса туберкулеза от эпидемических процес-
сов острых болезней – наличие длительного латентного периода. Далее развитие модели Ваалера
было получено в работах советских математиков Г.И. Марчука и его последователей [11], [12].
В частности, широкое применение получила математическая модель распространения пневмо-
нии [13].

В работе [1] разработана математическая модель распространения коронавируса COVID-2019
от предполагаемого источника инфекции (летучих мышей) к человеку. Поскольку отследить ис-
точник инфекции до сих пор не удалось, авторы адаптировали математическую модель передачи
вируса от рынка морепродуктов людям. Модель, схематично изображенная на схеме (см. фиг. 3),
состоит из 14 ОДУ типа (1) и характеризуется 25 коэффициентами ϕ, описывающими скорости
перехода между 14 группами, разделение которых основано на известной SEIR модели, описы-
вающей динамику инфекции между восприимчивыми, подверженными заражению, инфициро-
ванными и вылеченными индивидуумами. Задача идентификации неизвестных коэффициентов
по доступным статистическим данным о количестве инфицированных и вылеченных индивиду-
умов в фиксированные дни некорректна, то есть ее решение не единственно и не устойчиво [14],

( ) ( )= ϕ = ∈�

0 0 0( ), ,    ( ) , , ,X F X t X t X t t T

Таблица 1. Статистическая информация о распространенности коронавирусов SARS (на 31 июля 2003 г.)
[4] и COVID-2019 (на 10 февраля 2020 г.) [7]

Вирус Инфицированные 
(чел.)

Вылеченные 
(чел.)

Смертность 
(чел.)

Инкубационный 
период (дни)

SARS 5327 – 349 0
COVID-2019 43143 4347 1018 5.2
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[15]. При использовании такой модели с целью прогнозирования необходимо получить больше
статистических данных.

Более подробная математическая модель метапопуляции основана на глобальной сети ло-
кальных групп населения, соединенных ребрами, представляющими пассажиропотоки между
городами [16]. В каждом узле сети авторы локально моделируют динамику вспышек с использо-
ванием камерной SEIR модели с дискретным временем, близкую по своей структуре к матема-
тической модели эпидемии туберкулеза 1962 г. [10]. Параметры SEIR оцениваются на основе
5-дневного периода инкубации. Предполагается, что первоначальные случаи COVID-2019 при-
сутствуют только в Ухани, и пограничный контроль не учитывается.

В работе [17] авторы предложили детерминистическую SEIR камерную модель динамики но-
вого коронавируса с целью оценить влияние вмешательств общественного здравоохранения на
инфекцию (см. фиг. 4). Согласно модели, вспышка должна была достичь максимума 7 февраля
2020 г. со значительным низким пиковым значением. Предложенная эпидемиологическая мо-
дель SEIR основана на 8 ОДУ с 12 коэффициентами ϕ, и задача подбора параметров решена с по-
мощью метода интервальной генерации [18]. Отметим, что прогноз был получен с погрешно-
стью, так как пиковое значение в рамках роста еще не получено на 12 февраля 2020 г., что требует
разработки более точных методов идентификации параметров систем ОДУ.

Новая математическая модель интегро-дифференциальных уравнений с запаздыванием,
описывающая эпидемию коронавируса COVID-2019 в Китае была предложена в работе [19]. Мо-
дель состоит из четырех интегро-дифференциальных уравнений, в которых определяются три
неизвестных коэффициента локальным градиентным методом по дополнительной информации
о количестве инфицированных и вылеченных индивидуумов за две недели. В силу неединствен-
ности решения задачи идентификации, полученные результаты не гарантируют достоверность
расчетов ввиду применения локальных итерационных методов [20], [21].

Тот же подход построения камерных математических моделей, основанных на системах нели-
нейных ОДУ, был предложен для других близких острых инфекционных заболеваний, таких как
вспышка SARS в Китае 2003 г. [22]–[24], ближневосточного респираторного синдрома (MERS)
в Саудовской Аравии и Южной Корее [25], туберкулеза и ВИЧ в России и Казахстане [26]–[28]
и др. Несмотря на геномную схожесть COVID-2019 с коронавирусом SARS и MERS, течение за-

Фиг. 3. Блок-схема математической модели источник–рынок–люди [1].
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болевания, включая инкубационный период, сильно разнится, что делает невозможным приме-
нение разработанных моделей к новому коронавирусу COVID-2019. Наличие латентного перио-
да у COVID-2019 схоже с математическими моделями динамики туберкулеза, на основании ко-
торых авторы настоящей статьи получили верифицированный на статистических данных
прогноз [26]–[28].

2.1. Постановка обратной задачи
Учитывая меры, принятые в Китае по сдерживанию эпидемии, включая карантин и изоля-

цию, разделим популяцию в выбранной провинции на восприимчивых (S), подверженных зара-
жению (E), инфицированных предсимптомных (не симптоматические) (A) и с симптомами (I),
госпитализированных (H) и вылеченных индивидуумов (R). Также выделим отдельно группы на
карантине: восприимчивые (Sq) и подверженные заражению (Eq) [17]. Диаграмма камерной ма-
тематической модели представлена на фиг. 4. Учитывая закон баланса масс, математическая мо-
дель для системы ОДУ (1) запишется в виде

(2)

с начальными данными

(3)

Описание параметров математической модели (2) и значения данных (3) в случае провинции
Ухань на 10 января 2020 г. приведены в табл. 2.

В математической модели (2), (3) присутствует 14 неизвестных параметров 

 Для идентификации указанных параметров сформулируем обрат-
ную задачу, которая будет состоять в определении вектора параметров p по доступным дополни-
тельным измерениям о количестве восприимчивых в фиксированные дни tk:
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Фиг. 4. Диаграмма математической модели распространения COVID-2019 [17].
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В операторной форме обратная задача (2)–(4) запишется в виде

, , F – гильбертовы пространства допустимых параметров и измерений, со-
ответственно,  – вектор данных, .

Обратная задача (2)–(4) в общем случае некорректна, то есть ее решение может быть не един-
ственным или неустойчивым (производная Фреше оператора обратной задачи  не имеет об-
ратного). В разд. 3 приведен анализ идентифицируемости, который позволяет выявить на-
бор идентифицируемых параметров по имеющимся данным (4) для дальнейшего их определе-
ния [15], [14], [29].

Обратная задача (2)–(4) сводится к задаче минимизации целевого функционала
, который в нашем случае имеет вид

и характеризует квадратичное отклонение модельных данных от статистических. Таким обра-
зом, обратная задача (2)–(4) записывается в следующем виде:

(5)

В следующем разделе приводится классификация методов решения задачи (5).

=( ) ,A p f

→:A Q F = ≥{ 0}Q p
= …1 2( , , , )i i iKf f f f = 1,5,7,8i
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= − −( ) ( ) , ( )J p A p f A p f

=
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p Q
p J p

Таблица 2. Описание параметров и их приближенных значений, а также начальных данных для математи-
ческой модели распространения коронавируса COVID-2019 в Китае (2), (3) [17]

Параметр Описание Среднее значение

Частота контактов 14.781
Вероятность передачи инфекции индивидууму
Карантинная частота заражения индивидуумов
Коэффициент перехода зараженных лиц к инфицированному классу 1/7
Частота, с которой помещенные на карантин незараженные кон-
такты были переданы в сообщество

1/14

Вероятность наличия симптомов среди инфицированных лиц 0.86834
Коэффициент перехода зараженных симптомами индивидов к 
инфицированному карантинному классу

0.13266

Скорость перехода подвергнутых карантину лиц к карантинному 
зараженному классу

0.1259

Скорость выздоровления симптомно инфицированных лиц 0.33029
Скорость выздоровления бессимптомно инфицированных лиц 0.13978
Коэффициент выздоровления инфицированных на карантине лиц 0.11624
Уровень смертности от заболевания

Начальные 
значения Описание Средние значения

Начальная восприимчивая популяция провинции Ухань 11081000
Первоначально выявленное население 105.1
Начальная симптоматическая инфицированная популяция 27.679
Начальная бессимптомная инфицированная популяция 53.839
Первоначальная восприимчивая популяция на карантине 739
Первоначально помещенное в карантин подверженное заражению 
население

1.1642

Первоначально инфицированное население на карантине 1
Первоначально вылеченные индивидуумы 2

c
β −⋅ 82.1011 10
q −⋅ 71.8887 10
σ
λ

ρ
δI

δq

γI

γA

γH

α −⋅ 51.7826 10

0S

0E
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0qS

0qE
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3. ИДЕНТИФИЦИРУЕМОСТЬ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ
В некоторых случаях решение обратной задачи (2)–(4) может быть неединственно или не-

устойчиво по отношению к ошибкам в измерениях (4). С целью определения единственного на-
бора параметров (или их комбинаций), а также степени чувствительности неизвестных парамет-
ров к ошибкам в данных обратной задачи проводится анализ идентифицируемости математиче-
ских моделей для систем ОДУ [14], [30–31]. Условно разделяют три вида идентифицируемости
(диаграмму см. на фиг. 5):

1. Априорная (структурная) идентифицируемость используется при изучении структуры мо-
дели в случае непрерывных данных. К методам структурной идентифицируемости относятся ме-
тоды придаточной функции, дифференциальной алгебры, разложения в ряд, теории графов и
другие [14], [30]. Например, метод, основанный на теории графов, не только определяет иденти-
фицируемость модели, но и позволяет найти замену переменных специального вида, приводя-
щую исходную модель к идентифицируемой.

2. Практическая (апостериорная) идентифицируемость позволяет выявить идентифицируе-
мые параметры относительно зашумленных данных методами Монте-Карло, корреляционной
матрицы и другими [14], [29].

3. Анализ чувствительности выявляет последовательность чувствительных параметров к
ошибкам в измерениях и позволяет оценить степень чувствительности [14], [29].

Для исследования идентифицируемости обратной задачи (2)–(4) мы используем программ-
ное обеспечение DAISY [31]. В результате анализа задача идентификации 14 параметров  по из-
мерениям (4) имеет неединственное решение, то есть модель локально неидентифицируема.
При сокращении вектора параметров  математическая модель (2)–(4)
становится локально идентифицируемой.

4. МЕТОДЫ ОПТИМИЗАЦИИ
Методы оптимизации условно можно разделить на глобальные, локальные и комбинирован-

ные. К первым относятся природоподобные алгоритмы, включающие генетический алгоритм,
метод имитации отжига, метод роя частиц, дифференциальной эволюции и т.п., а также методы
покрытий, такие как метод неравномерных покрытий Ю.Г. Евтушенко [32]–[34], тензорное раз-
ложение. Глобальные методы оптимизации позволяют локализовать область экстремума и эф-
фективны в пространствах большой размерности. Локальные методы оптимизации подразделя-

p

β ρ δ δ ∈ R
0

9
0 0 0( , , , , , , , , )I q qq E I A E

Фиг. 5. Классификация методов идентифицируемости [14].
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ются на две группы: нулевого порядка, использующие только значение самого функционала (ме-
тоды Нелдера–Мида, Хука–Джейвса) и градиентные методы (Гаусса–Ньютона, Левенберга–
Маквардта и т.п.). Особенность локальных методов состоит в высокой производительности и
сходимости к локальному экстремуму для градиентных методов. Главным недостатком локаль-
ных методов является сходимость к локальному минимуму, особенно в пространствах большой
размерности. Комбинированные методы основаны на следующей идее: методы глобальной оп-
тимизации определяют область глобального экстремума, стартуя в которой локальные методы
уточняют сам экстремум [26]. Диаграмма условной классификации методов оптимизации пред-
ставлена на фиг. 6. Далее приведем основные методы трех групп: глобальные стохастические
(п. 3.1), методы покрытий (п. 3.2) и локальные методы градиентного типа (п. 3.3).

4.1. Глобальные стохастические методы

К глобальным стохастическим методам относятся природоподобные алгоритмы, моделирую-
щие процессы естественного отбора (генетический алгоритм [28], [35], метод дифференциаль-
ной эволюции, генетическое программирование и т.п.), а также алгоритмы, имитирующие ин-
стинктивное поведение в природе (метод роя частиц, муравьиный алгоритм) и процессы в физи-
ке (метод имитации отжига [26]). Особенность алгоритмов состоит в решении более простой
задачи, в которой используются законы природы и не учитываются особенности функционала,
к которому они применяются. Такие алгоритмы естественным образом могут быть перенесены
на параллельные архитектуры. Несмотря на то что они относятся к методам глобальной оптими-
зации, т.е. определяют область глобального экстремума, не существует теоретических оценок
сходимости алгоритмов (только стохастические). Более того, настройка параметров природопо-
добных алгоритмов, при которых будет наблюдаться статистическая сходимость, является слож-
ной задачей, порой сложнее самой задачи оптимизации.

4.2. Тензорное разложение

Методы покрытий нуждаются в априорной информации о функционале, экстремум которого
необходимо найти. Например, основная идея метода неравномерных покрытий [32] состоит в
разбиении пространства решений Q на подмножества, покрывающие пространство Q. Целевая

Фиг. 6. Классификация методов оптимизации решения задачи (5).

Методы оптимизации
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pn+1 = pn − αn[A'(pn)]*(A(pn) − f)
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pn+1 = pn − [A'(pn]−1(A(pn) − f)
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функция на каждом подмножестве обладает свойствами (например, удовлетворение условиям
липшиц-непрерывности, выпуклости, существования второй производной и т.п.), которые ис-
пользуются при решении задачи оптимизации, увеличивая скорость сходимости.

Тензорное разложение (ТТ) является одним из методов глобальной оптимизации и напрямую
применяется к задачам максимизации параметров [37]. Он основан на свойствах TT-разложения
[37], [38]

(6)

и методе TT-cross аппроксимации тензора  [39], который строит приближение по наибольшим
элементам. Здесь Gi называются ТТ-ядрами тензора  и являются матрицами размера 

 
Метод оптимизации на основе тензорного разложения при большом пространстве допусти-

мых параметров позволяет находить оптимальные, а также некоторые вычисления в нем могут
происходить параллельно, что делает метод прямой альтернативой природоподобным алгорит-
мам.

4.2.1. Алгоритм тензорного разложения для задачи оптимизации. Задача минимизации функци-
онала (5) может быть сведена к задаче максимизации функции . Определим
множество допустимых значений, которое могут принимать  – компоненты вектора

, и представим их на сетке, разбив каждый из отрезков  на  узлов.

Пусть  – произвольное значение, принимаемое параметром . Взяв  от всех возмож-
ных комбинаций , учитывая дискретность полученного ответа и представимость функциона-
ла от многих переменных в виде тензора, получаем

Исходная задача сводится к нахождению наибольшего элемента тензора . В итоге мы полу-
чим решение задачи глобальной минимизации в проекции на сетку, а итоговый результат может
быть улучшен путем дальнейшей локальной минимизации.

4.3. Методы градиентного типа

Методы градиентного типа решения задачи минимизации (5) состоят в последовательном
приближении решения p согласно итерационному процессу

Здесь  – параметр спуска, выбор которого определяет тип градиентного метода (метод наиско-
рейшего спуска, итерации Ландвебера, минимальных ошибок, сопряженных градиентов и т.д.),

 – градиент целевого функционала . Сходимость градиентных
методов к нормальному псевдорешению, а также вариации ускорения сходимости приведены в
работах [20], [40]–[43] и ссылках в них. В работе [44] получено выражение для градиента  целе-
вого функционала:

где  – решение сопряженной задачи

Здесь  – соответствующие матрицы Якоби,  – скачок функции  в точке tk.
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5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Приведены математические модели распространения нового Уханьского коронавируса
COVID-2019, вспышка эпидемии которого началась в декабре 2019 г. в провинции Ухань. Моде-
ли описываются системами нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений, коэф-
фициенты и начальные данные которых неизвестны или заданы усредненно. Проведен анализ
идентифицируемости математической модели распространения COVID-2019 в условиях каран-
тина, состоящей из восьми нелинейных ОДУ с 10 неизвестными коэффициентами и 4 начальны-
ми условиями, по дополнительным измерениям восприимчивых индивидуумов, инфицирован-
ных в условиях карантина и вылеченных в фиксированные моменты времени. Данная обратная
задача является априорно неидентифицируемой, то есть ее решение неединственно. При фик-
сировании некоторых варьируемых параметров модель становится идентифицируемой. Задача
идентификации параметров моделей сводится к минимизации квадратичного целевого функци-
онала невязки. Приведены методы решения задачи минимизации, основанные на комбинации
глобальных (методы покрытий, природоподобные алгоритмы, многоуровневые градиентные
методы) и локальных методов (методы нулевого порядка, градиентные).

Исследуемая математическая модель схожа с математической моделью динамики туберкулеза
с программами лечения [26] и коинфекции туберкулеза и ВИЧ [29]. Применение комбинирован-
ных подходов оптимизации функционала показали свою эффективность для подобного рода за-
дач, а именно методы глобальной оптимизации определяют область глобального экстремума, а
методы локальной оптимизации уточняют решения обратной задачи, “стартуя” из области гло-
бального экстремума. Уточнение параметров в моделях развития туберкулеза в регионах Россий-
ской Федерации позволило смоделировать ситуацию на несколько лет вперед и сравнить про-
гноз со статистической информацией (см. фиг. 7).
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