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Изучаются асимптотические спектральные свойства матриц сеточных операторов на полиго-
нальных областях на плоскости при измельчении заданной треугольной сетки. Существую-
щие методы анализа спектральных распределений во многом опираются на инструмент тео-
рии обобщенных локально-тёплицевых последовательностей (GLT-теория). В этой работе
показано, что матрицы сеточных операторов на непрямоугольных областях не образуют
GLT-последовательностей. Вместе с тем предложен метод вычисления спектральных распре-
делений и для таких случаев. Введены обобщения GLT-последовательностей и предложены
использующие их предобуславливатели. Библ. 22. Фиг. 6.
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1. ВВЕДЕНИЕ
В последние десятилетия происходит активное развитие теории, связанной с изучением спек-

тральных свойств матричных последовательностей. Большинство существующих статей на эту
тему можно разделить на две категории: работы, изучающие общий характер распределения соб-
ственных значений и сингулярных чисел последовательности матриц [1], например, для после-
довательностей матриц, возникающих в результате дискретизации уравнений в частных произ-
водных, и работы, изучающие асимптотическое поведение отдельных собственных значений
больших тёплицевых матриц (см. [1]–[10]). В последние годы распространение получил аппарат
теории обобщенных локально-тёплицевых последовательностей матриц (GLT, Generalized Lo-
cally Toeplitz) [4]. Существует множество примеров использования GLT-теории для изучения
спектральных свойств последовательностей матриц, возникающих при решении уравнений в
частных производных, однако, вопрос о расширении области применимости теории GLT-после-
довательностей остается открытым. В этой работе мы предлагаем пример, демонстрирующий,
что GLT-теория может быть недостаточна для описания спектральных распределений матриц
дискретизации даже простейших операторов, заданных на непрямоугольных областях. В то же
время мы обнаружили, что во многих случаях последовательности матриц могут быть сведены к
GLT-последовательностям с помощью преобразований подобия. Последнее наблюдение позво-
лило построить обобщение, дающее возможность работать с операторами, определенными на
непрямоугольных областях. Для того чтобы не ограничивать результаты конкретными диффе-
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ренциальными операторами и методами дискретизации, все рассуждения изложены в терминах
сеточных операторов.

2. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

2.1. Спектральные свойства последовательностей тёплицевых матриц

Классически понятие распределения собственных значений для последовательности матриц
, где размер  равен , определяется следующим образом:

Определение 1. Будем говорить, что последовательность матриц  имеет распределение
собственных значений с символом  в области  ненулевой конечной меры , если

(1)

для любой непрерывной функции  с компактным носителем , где  обозначает
собственные значения матрицы . Будем обозначать это .

Аналогичное определение можно дать и для распределения сингулярных чисел последова-
тельности матриц.

Определение 2. Будем говорить, что последовательность матриц  имеет распределение
сингулярных чисел с символом  в области  ненулевой конечной меры , если

(2)

для любой непрерывной функции  с компактным носителем , где  обозначает
сингулярные числа матрицы . Будем обозначать это как .

Пусть дана некоторая функция . Разложим эту функцию в формальный ряд Фурье

(3)

и определим элементы тёплицевой матрицы  как . Тогда последовательность мат-
риц  будет иметь распределение сингулярных чисел с символом , а если все матрицы в по-
следовательности являются эрмитовыми, то и распределение собственных значений с сим-
волом  в области  (см. [2], [5], [6]).

2.2. Классы аппроксимирующих последовательностей

Полезным инструментом при изучении спектральных свойств тёплицевых и тёплицево-по-
добных матриц является понятие классов аппроксимирующих последовательностей. Идея тако-
го понятия происходит из наблюдения, что спектральное распределение последовательности
матриц не меняется при добавлении последовательности малой нормы или малого ранга.

Определение 3. Пусть  является последовательностью матриц. Аппроксимирующим клас-
сом последовательностей для  называется последовательность матричных последовательно-
стей  со следующим свойством: для каждого  существует  такое, что при 
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Для дальнейшего изложения полезным будет ввести метрическую формулировку понятия
классов аппроксимирующих последовательностей [11]. Пусть . Тогда обозначим

(7)

где по определению положим . Введем функцию

(8)

на множестве матричных последовательностей. Тогда функция

(9)
является псевдометрикой на множестве матричных последовательностей [12], причем последо-
вательность  является классом аппроксимирующих последовательностей для  тогда
и только тогда, когда

(10)

Основные свойства классов аппроксимирующих последовательностей, благодаря которым они
получили распространение, изложены в следующих теоремах:

Теорема 1. Пусть  – матричная последовательность. Предположим, что
1.  является классом аппроксимирующих последовательностей для ;

2. для любого   для некоторой измеримой функции ;

3.  по мере в , где  – измеримая функция.
Тогда .

Теорема 2. Пусть  – последовательность эрмитовых матриц. Предположим, что
1.  является классом аппроксимирующих последовательностей для , где все матри-

цы в  эрмитовы;

2. для любого   для некоторой измеримой функции ;

3.  по мере в , где  — измеримая функция.
Тогда .

Приведенные теоремы, в частности, позволяют доказать, что если имеются последовательно-
сти тёплицевых матриц  с символами  соответственно, то

(11)

и

(12)

если все матрицы эрмитовы.

2.3. Локально-тёплицевы матрицы
Пусть функция  интегрируема по Риману и обозначим

(13)

Известен следующий результат [13]:
Теорема 3. Пусть  интегрируема по Риману, . Тогда сингулярные числа

последовательности матриц  распределены с символом , а если все
матрицы в последовательности эрмитовы, то и собственные значения распределены с символом

 в области .
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Замечание 1. Собственные значения последовательности  распределены с символом
 в области . Значит,

(14)

Аналогичные теоремы верны и для многоуровневых тёплицевых матриц и функций , завися-
щих от многих переменных. Данные результаты естественным образом приводят к идее GLT-по-
следовательностей.

Здесь и далее для обозначения векторов будем использовать жирный шрифт. Также жирным
шрифтом будем обозначать мультииндексы с естественной лексикографической нумерацией.
Рассмотрим множество пар многоуровневых тёплицевых матриц, порожденных символами ,
и соответствующих символов

(15)

а также множество диагональных матриц, порожденных бесконечно-дифференцируемыми
функциями

(16)

Введем поэлементные операции на парах такого вида, а также поэлементную операцию сопря-
жения. Построим минимальную *-алгебру, содержащую множество  и обозначим ее .
Можно доказать, что если пара , то сингулярные числа последовательности 
распределены с символом  в области , а если все  эрмитовы, то собственные зна-
чения распределены с тем же символом.

Построенную алгебру  можно расширить еще больше, используя теоремы 1, 2. А именно,
введем на множестве пар матричных последовательностей  и измеримых функций  псевдо-
метрику

(17)

где  – псевдометрика, соответствующая сходимости по мере:

(18)

(19)

Замыкание алгебры  по псевдометрике (9) называется классом GLT-последовательностей
[4], [14], [15]. Если пара  принадлежит классу GLT-последовательностей, то  называется
GLT-символом последовательности . Можно доказать, что GLT-символ определен
единственным образом с точностью до меры нуль [13]. Несколько простых свойств вытекает из
того, что класс GLT-последовательностей является алгеброй и замкнут относительно сходимо-
сти по псевдометрике (9). Кроме того, GLT-символ всегда соответствует распределению сингу-
лярных чисел последовательности матриц, а в случае эрмитовой последовательности также и
распределению собственных значений. Отметим три менее очевидных, но важных для дальней-
шего свойства [13].

•  тогда и только тогда, когда ; в этом случае последовательность назы-
вается нуль-распределенной.

• Если  и  почти всюду, то .

• Если  и каждая матрица  эрмитова, то  для любой непрерыв-
ной функции .
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3. НАХОЖДЕНИЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ СПЕКТРА МАТРИЦ ДИСКРЕТИЗАЦИИ
В ТРЕУГОЛЬНЫХ ОБЛАСТЯХ

3.1. Постановка задачи

Пусть заданы некоторая область  и сетка . Пусть также определен сеточный оператор
, на пространстве функций, заданных на .

Для изучения спектральных свойств матрицы оператора  часто рассматривают последова-
тельность измельчающихся сеток  и операторов , заданных на них. Пусть задана
некоторая нумерация узлов сетки  и  обозначает значение сеточной функции  в -м узле.
Введем следующее

Определение 4. Сеточный оператор  имеет размер шаблона , если для любого  
зависит только от значений  в тех узлах сетки, кратчайшее расстояние до которых по ребрам
сетки не превосходит . Последовательность сеточных операторов имеет размер шаблона , ес-
ли все операторы последовательности имеют размер шаблона не более .

Будем считать, что последовательность сеточных операторов  имеет конечный размер
шаблона. Это предположение верно для большинства классических методов дискретизации
уравнений в частных производных.

Последовательность операторов  естественным образом задает последовательность
матриц операторов  с растущими размерами. Для широкого класса сеточных операторов
спектральное распределение последовательности матриц  может быть получено с помощью
GLT-теории [13] в случае, если  представляет из себя параллелепипед. В противном случае
классическая GLT-теория предлагает строить сетки в области  с помощью методов изогеомет-

рического анализа [16], [17], приводящего к сеткам, задаваемым отображением .
Данный подход имеет ряд недостатков, в частности, он плохо позволяет строить адаптивные сет-
ки и контролировать измельчение сетки в разных областях . Кроме того, при использовании
метода конечных элементов для дискретизации уравнений в частных производных часто требу-
ется аналитическое вычисление интегралов от базисных функций, что может оказаться невоз-
можным для сложных отображений . По этой причине далее рассмотрены задачи, в которых
заранее задана последовательность измельчающихся сеток на областях, отличных от параллеле-
пипеда.

3.2. Операторы с постоянными коэффициентами

В качестве области  рассмотрим треугольник (фиг. 1). Введем на  равномерную сетку ,
т.е. сетку, полученную в результате разбиения исходного треугольника на равные, подобные ему
треугольники. Введем естественную нумерацию вершин, согласованную с образующими векто-
рами.

Пусть оператор  действует на внутренние узлы сетки согласно шаблону, изображенному на
фиг. 2, по формуле

(20)

одинаковой для всех внутренних узлов сетки. Будем считать, что . Оператор такого ви-
да, в частности, получается при дискретизации оператора Лапласа на треугольной сетке методом
конечных элементов.
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Для того чтобы выписать матрицу сеточного оператора (20), представим, для начала, что мы
решаем задачу не в треугольнике, а в параллелограмме, натянутом на те же самые образующие
векторы. Матрица  дискретизации на параллелограмме будет иметь следующий вид:

(21)
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Фиг. 2. Шаблон сеточного оператора.
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Фиг. 1. Равномерная сетка на треугольнике и нумерация, индуцируемая образующими.
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т.е. являться двухуровневой тёплицевой матрицей. Тогда матрица дискретизации  для тре-
угольника получается из нее удалением последних строки и столбца из второго блока, последних
двух строк и столбцов из третьего блока и т.д.:

(22)

Будем называть матрицы такого вида усеченными тёплицевыми матрицами. Покажем, что по-

следовательность матриц  не является GLT-последовательностью. Заметим, что последова-

тельность матриц, составленная только из диагональных блоков матриц , образует GLT-после-
довательность. Действительно, мы можем “склеить” диагонали, содержащие величины , доба-

вив в матрицу  элементов, где размер матрицы равен . Поэтому такое дополнение
является симметричным преобразованием малого ранга и не выводит из класса GLT. Но в силу
того, что класс GLT-последовательностей образует алгебру, и трехдиагональные матрицы при-

надлежат GLT, диагональные блоки матриц  можно занулить и работать с последовательно-
стью матриц  следующего вида:

(23)

Предположим, что  имеет некоторое GLT-распределение в области , т.е.
.

Заметим, что матрица  имеет размерность . Введем жорданов блок  раз-
мерности :

(24)
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Тогда обозначим . Это двухуровневая тёплицева матрица, она принадлежит

классу GLT-последовательностей, и для нее известно распределение . Заметим,

что , а это значит, что мы можем продолжить диагонали в матрице  до по-

рядка матрицы  малоранговым преобразованием. Полученную матрицу обозначим .

Она имеет то же самое распределение, что  и порядок .

Рассмотрим последовательность . В силу алгебраических свойств GLT-теории,
эта последовательность должна быть нуль-распределенной. Наша ближайшая цель – доказать,
что это не так.

Заметим, что умножение  выполняет сдвиг элементов матрицы  вправо. Аналогично
 выполняет сдвиг элементов матрицы вверх. Матрицы  имеют блочную структуру. Вычис-

лим номера столбцов, в которых начинаются блоки матрицы , а также куда они перейдут после
умножений  и . Изначально номера столбцов, в которых начинаются блоки матрицы , –
это ,  и т.д.; -й блок имеет номер первого столбца 

 После умножения  на  номера всех столбцов увеличатся на , в то время как при умно-

жении  на  номера столбцов не изменятся. Рассмотрим произвольный блок матрицы, лежа-
щий выше главной диагонали и содержащий . Будем считать, что , в противном случае до-
казательство можно провести аналогично для . Одновременно  и  нулями быть не могут,
так как в противном случае треугольник выродится в отрезок или точку. Рассмотрим диагональ
матрицы , лежащую выше главной диагонали и содержащую элементы . Заметим, что эта диа-
гональ матрицы  при сдвиге и вправо, и вверх на одинаковое количество элементов, перейдет
в одну и ту же диагональ (в данном случае мы понимаем под диагональю множество элементов
матрицы  таких, что разность  постоянна). Размер -го наддиагонального блока равен

. Тогда диагональ рассматриваемого блока при сдвиге вверх будет иметь номера столбцов

 с  до 

В то время как при сдвиге вправо номера
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Тогда при вычитании в матрице останутся значения  на позициях 
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Это будет верно для всех блоков, номера которых удовлетворяют неравенству выше и элементы
которых не исчезают из матрицы при сдвигах вверх и вправо, т.е. таких, что номера  этих блоков
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Тогда в результирующей матрице  останется, по крайней мере,

(27)

элементов, равных , где . Ясно, что в случае, когда , доказательство проводится пол-
ностью аналогично для элементов .

Тогда . Кроме того, очевидно, что  и , следо-

вательно, . Мы имеем, что , но . Предполо-

жим, что хотя бы  сингулярных чисел меньше , , где  обо-

значает сумму по минимальным  элементам, а  – по всем оставшимся. Тогда

:

(28)

(29)

(30)

Причем из формул для  и  не могут быть равны нулю одновременно. Выбирая , получа-

ем, что больше, чем  (где ), элементов меньше  быть не может, следовательно, хотя

бы  сингулярных чисел будут больше , а значит, последовательность не является

нуль-распределенной. Значит, наше предположение о том, что последовательность  являет-
ся GLT-последовательностью, было неверно.

Из доказанного следует, что при дискретизации уравнения Пуассона в треугольной области с
равномерной сеткой с помощью МКЭ полученная последовательность матриц не будет являться
GLT-последовательностью.

3.3. Нахождение распределения спектра последовательностей матриц
сеточных операторов на треугольнике

Несмотря на то что рассмотренные матричные последовательности не являются GLT-после-
довательностями, они по-прежнему обладают некоторым распределением собственных значе-
ний и сингулярных чисел. Более того, оказывается, что функции распределения собственных
значений и сингулярных чисел будут точно такими же, как если бы мы рассматривали задачу с
тем же самым оператором в параллелограмме, где последовательности матриц дискретизации
оказываются GLT-последовательностями.

Достроим треугольник с образующими до параллелограмма с теми же образующими, и возь-
мем в качестве области  построенный параллелограмм. Тогда, как отмечалось выше, матрица
сеточного оператора будет иметь вид (21). Это двухуровневая тёплицева матрица, являющаяся
GLT-последовательностью с символом . Введем новый
оператор , который совпадает с  из (20) всюду, кроме диагонали параллелограмма, а на диа-
гонали равен . С точки зрения матриц операторов это преобразование эквивалентно симмет-
ричному преобразованию малого ранга, поскольку затрагивает  столбцов при размере мат-
рицы . Следовательно, оно не меняет GLT-символа последовательности. Теперь изменим
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нумерацию узлов в триангуляции области. Перенумеруем узлы таким образом, чтобы сначала
нумеровался один треугольник, а затем другой (фиг. 3).

Заметим, что обмен номеров пары вершин эквивалентен в матрице перестановке строк и
столбцов с соответствующими номерами, т.е. преобразованию подобия. После перенумерации
последовательность матриц сеточных операторов преобразуется к виду

(31)

где  является матрицей дискретизации для соответствующего треугольника. Причем совер-
шенные нами преобразования являются преобразованиями подобия, а следовательно, не меня-
ют собственных значений и сингулярных чисел. Отсюда следует, что последовательности матриц

 и  имеют одинаковые распределения собственных значений и сингулярных чисел.

3.4. Обобщение на случай операторов с переменными коэффициентами
Утверждения, описанные и доказанные выше, в действительности верны для гораздо более

широкого семейства операторов, в том числе для операторов, зависящих от значений некоторых
функций в узлах сетки. Пусть  – область, являющаяся равнобедренным прямоугольным
треугольником с образующими  и . Пусть в этой области заданы некоторая непрерыв-
ная функция  и оператор , шаблон которого изображен на фиг. 2, действует следующим
образом:

(32)

где  – координата -го узла сетки.

Достроим треугольник до квадрата с образующими  и . На треугольнике, натянутом
на эти образующие, функция  уже определена. Доопределим функцию  на всем квад-
рате, используя центральную симметрию относительно центра квадрата, т.е. определим

Перейдем к оператору , который совпадает с  во всех узлах, кроме диагонали параллело-
грамма и равен  на диагонали , что будет соответствовать симметричному малоранго-
вому преобразованию, а затем перенумеруем вершины так, что матрица будет иметь блочно-диа-
гональную структуру с двумя равными блоками на диагонали. В результате получим, что распре-
деление собственных значений матрицы оператора  (32) совпадает с распределением
собственных значений для того же оператора в квадрате, где функция  продолжена по цен-
тральной симметрии на весь квадрат.

В общем случае техника выглядит следующим образом. Пусть имеется оператор  с конеч-
ным размером шаблона, возможно, зависящий от некоторых функций, заданных на области ,
где  – некоторый треугольник, заданный своими образующими. Построим параллелограмм,
натянутый на эти образующие, и доопределим все функции по центральной симметрии на этом
параллелограмме, таким образом, продолжив оператор  на весь параллелограмм. Введем сетку
на треугольнике  и отобразим ее по центральной симметрии на весь параллелограмм. Тогда, ес-
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Фиг. 3. Сетка на параллелограмме и разбиение параллелограмма на  треугольника.
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ли последовательность матриц сеточного оператора новой задачи имеет некоторое распреде-
ление собственных значений или сингулярных чисел, то последовательность матриц исход-
ного сеточного оператора имеет то же самое распределение собственных значений или син-
гулярных чисел.

4. ОБОБЩЕНИЕ GLT-ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ

Оказывается, что построенные символы обладают всеми теми же свойствами, что и GLT-сим-
волы, несмотря на то, что соответствующие им последовательности матриц не являются GLT-
последовательностями. Для обоснования этого факта введем следующее

Определение 5. Будем говорить, что последовательность матриц  принадлежит классу
 с символом  в области , если существует последовательность унитарных матриц

 и число , том числе последовательность матриц  является GLT-последовательно-
стью с символом  в области , где  – блочно-диагональная матрица, состоящая из  бло-
ков на диагонали, равных :

(33)

В частности, множество классических GLT-последовательностей в этих обозначениях будет
совпадать с .

Заметим, что последовательность матриц сеточных операторов  получалась следующим
образом. Строилась последовательность

(34)

затем к ней применялось симметричное малоранговое преобразование, а затем преобразование
подобия с матрицами перестановки. Ясно, что последние два преобразования можно поменять
местами (в том смысле, что сначала можно применить преобразование подобия с матрицами пе-
рестановки, а потом применить симметричное малоранговое преобразование к другим строкам
и столбцам). Но малоранговое преобразование не выводит из класса GLT-последовательностей,
следовательно, если с его помощью мы приходили к матрице, являющейся GLT-последователь-
ностью, то и без него мы получим матрицу из того же самого класса. Отсюда следует, что после-
довательность матриц дискретизации на треугольнике принадлежит классу  для некоторой
последовательности матриц перестановки .

Оказывается, что последовательности матриц каждого из классов  обладают свойства-
ми, аналогичными классическим GLT-последовательностям. Докажем некоторые из этих
свойств.

Теорема 4. Пусть  и  принадлежат классу  для некоторых  и  с символами
 и  соответственно в области . Тогда последовательности матриц , ,
 и  принадлежат классу  с символами , ,  и 

соответственно в области .
Доказательство. Докажем утверждение, например, для случая произведения матричных по-

следовательностей. Остальные случаи доказываются аналогично. Так как последовательности
 и  принадлежат , то последовательности

(35)
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являются GLT-последовательностями с символами  и . Тогда последовательность
, с одной стороны, имеет GLT-распределение , а с другой стороны, равна

. Откуда и следует, что  принадлежит  с символом .

Теорема 5. Пусть последовательность матриц  принадлежит классу  с символом
 в области . Тогда  в области . Если матрицы  эрмитовы, то

 в области .

Доказательство. Очевидно из определения.

Теорема 6. Пусть последовательность матриц  принадлежит классу  с символом
 почти всюду. Тогда последовательность матриц  принадлежит классу  с сим-

волом .

Доказательство. Последовательность  является GLT-последовательно-

стью с символом  почти всюду, следовательно,  имеет GLT-рас-

пределение .

Теорема 7. Пусть последовательность матриц  принадлежит классу  с символом
 и все матрицы  эрмитовы. Тогда последовательность матриц  принадлежит классу

 с символом  для любой непрерывной функции .

Доказательство. Последовательность  является GLT-последовательно-

стью с символом , следовательно,  имеет GLT-распределение

.

Теорема 8. Последовательность матриц  принадлежит классу  с символом  в об-
ласти  тогда и только тогда, когда существует последовательность матричных последователь-
ностей  такая, что  принадлежит классу  с символом  в области ,

 является классом аппроксимирующих последовательностей для  и  по мере в .

Доказательство. Если  принадлежит , то в качестве  можно взять  при всех
 и утверждение очевидно. Пусть теперь существует последовательность матричных последова-

тельностей , являющаяся классом аппроксимирующих последовательностей для ,

каждая из последовательностей  принадлежит классу  с символом  и  сходит-
ся к некоторой измеримой функции  по мере. Тот факт, что  является классом аппрок-
симирующих последовательностей для  в терминах функции  (п. 2.2) записывается сле-
дующим образом:

(36)
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Так как каждая из последовательностей  принадлежит классу , матрицы

 образуют GLT-последовательности с символами . Рассмотрим мат-

рицу . Вычислим сингулярные числа матрицы . Они совпадают с

сингулярными числами матрицы , где каждое из сингулярных чисел повторено  раз.
Отсюда легко видеть, что , следовательно,

(37)

значит,  является классом аппроксимирующих последовательностей для . Получа-

ем, что  является GLT с символом , откуда по определению  принадлежит классу 
с символом .

5. ПОСТРОЕНИЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ В СЛУЧАЕ ОПЕРАТОРОВ 
НА ПОЛИГОНАЛЬНЫХ ОБЛАСТЯХ

Рассмотрим более общую задачу, когда область  является произвольным многоугольником.
Пусть последовательность сеток в этой области получена следующим образом. Строится некото-
рая произвольная (достаточно грубая) триангуляция многоугольника. Обозначим соответствую-
щую ей матрицу дискретизации . Затем каждый из треугольников дробится на некоторое (оди-
наковое у всех) количество равных, подобных базовому треугольников. Таким образом, порож-
дается последовательность  (фиг. 4).

Разрезая (т.е. добавляя нулевые значения у оператора) исходный многоугольник по границам
базовых треугольников, а затем, перенумеровывая вершины таким образом, чтобы внутри каж-
дого такого треугольника нумерация была сплошная, получаем, что с точностью до симметрич-
ного преобразования малого ранга и преобразования подобия, последовательность матриц се-
точных операторов на исходном многоугольнике равна

(38)
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Фиг. 4. Примеры сеток в полигональных областях.
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где  соответствуют матрицам дискретизации треугольников, последовательности которых
принадлежат классам  с известными распределениями. Более того, все матрицы имеют од-
но и то же количество собственных значений и сингулярных чисел, таким образом, распределе-
ния спектров матриц  хорошо характеризуют распределение спектра последовательности
матриц дискретизации на многоугольнике. В частности, верна следующая

Теорема 9. Пусть  является последовательностью матриц сеточных операторов, заданных
на сетках в области , являющейся многоугольником, где сетки получены описанным выше способом.
Пусть каждая последовательность матриц , соответствующая последовательности матриц
сеточных операторов на базовых треугольниках имеет -распределение с символом  в об-

ласти , и базовая триангуляция состоит из  треугольников. Тогда последователь-
ность матриц  имеет распределение собственных значений и сингулярных чисел с символом

 в области , где

(39)

(40)

Доказательство. Докажем это утверждение для распределения собственных значений. Из опи-
санного выше следует, что распределение собственных значений  совпадает с распределени-
ем собственных значений матричной последовательности вида (38). Пусть матрица  имеет раз-
мерность , и каждая матрица  имеет размерность , .
Тогда

(41)

6. ПРИМЕНЕНИЕ К ПОСТРОЕНИЮ ПРЕДОБУСЛАВЛИВАТЕЛЕЙ

Одним из практических применений спектральной теории матричных последовательностей
является построение предобуславливателей для решения систем линейных алгебраических урав-
нений. Скорость сходимости метода сопряженных градиентов напрямую зависит от распределе-
ния собственных значений. В частности, если собственные значения кластеризованы в одной
точке, скорость сходимости особенно высока. Предобуславливатели используются для улучше-
ния сходимости этого метода. Популярными типами предобуславливателей являются цирку-
лянтные предобуславливатели [16]–[18], поскольку многие операции, такие как обращение и
умножение на вектор, могут быть реализованы очень быстро. Однако известно, что циркулянт-
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ные предобуславливатели не могут обеспечить собственный кластер для собственных значений
в случае многоуровневых матриц [21].

Рассмотрим систему
(42)

Хорошо известный метод для решения таких систем с использованием предобуславливания –
это предобусловленный метод сопряженных градиентов (PCG). Скорость сходимости PCG с
предобуславливателем  эквивалентна применению метода сопряженных градиентов без пред-
обуславливания к системе

(43)
Далее будет описан процесс построения предобуславливателя . Мы будем использовать PCG с
предобуславливателем  для численных экспериментов и формулировку (43) для теоретическо-
го обоснования кластеризации собственных значений.

Пусть  является тёплицевой матрицей. Тогда простым циркулянтом  для нее
называется матрица

(44)

где

(45)

Подобным образом определяются многоуровневые циркулянты, для которых те же самые свой-
ства выполняются для блоков и внутри каждого блока. Можно доказать [6], что если  явля-
ется последовательностью эрмитовых многоуровневых тёплицевых матриц, а  является по-
следовательностью соответствующих простых циркулянтов, то  и  имеют одинаковое
распределение собственных значений.

Рассмотрим процедуру построения эффективного предобуславливателя для усеченных тёп-
лицевых матриц (22). Например, она может быть использована на практике при решении систе-
мы с матрицей дискретизации оператора Лапласа, заданного на треугольнике:

1. Построим по усеченной тёплицевой матрице  вида (22) полную тёплицеву матрицу . Это
всегда можно сделать единственным образом для достаточно больших матриц благодаря конеч-
ному размеру шаблона сеточного оператора. Кроме того, двухуровневая тёплицева матрица и
усеченная тёплицева матрица порядка  единственным образом определяются  элемента-
ми (первые строки и столбцы, а также первые строки и столбцы в блоках) и могут быть сконвер-
тированы друг в друга за операций.

2. Построим по тёплицевой матрице  простой циркулянт . Это также легко сделать за 
операций (любой циркулянт, в частности многоуровневый, единственным образом определяет-
ся своим первым столбцом), основываясь на формулах (44).

3. Во многих практических задачах простой циркулянт оказывается вырожденным. В этом
случае он может быть заменен на усовершенствованный циркулянт [22], в котором все нулевые
собственные значения заменены на . Усовершенствованный циркулянт можно построить
за  операций. Обозначим новый циркулянт .

4. Обратим циркулянт  и получим , что требует  операций.
5. Ниже будет показано, что

(46)

где  – матрицы малого ранга. Таким образом, мы возьмем блок  в качестве предобу-
славливателя . Однако мы не будем строить и хранить  в явном виде. На практике мы
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вычислим только  и позже покажем, что этого достаточно, чтобы вычислять произведение
 на вектор.

Теперь мы покажем, что последовательность матриц , где  получено из  описан-
ным выше способом, имеет распределение собственных значений с символом . Как было уста-
новлено выше, последовательность матриц  принадлежит классу  с некоторым . Сле-
довательно,  выглядит следующим образом:

(47)

где  – самосопряженная матрица малого ранга. Здесь мы не будем удалять вершины, соответ-
ствующие диагонали параллелограмма, как это сделано в п. 3.3, а вместо этого перенумеруем
вершины таким образом, чтобы переместить их на последние позиции в матрице. Тогда получим

(48)

где размер блока  мал по сравнению с размером матрицы. Следовательно, существует такая
матрица  малого ранга, что выполняется (47).

Заметим, что циркулянт  для двухуровневой тёплицевой матрицы вида (21) получается из 
с помощью самосопряженного малорангового преобразования, поэтому

(49)

Далее, любой циркулянт может быть представлен в виде . Если матрица  имеет неза-
висимое от  количество нулевых собственных значений, то чтобы усовершенствовать цирку-

лянт , требуется добавить к ней матрицу вида , где  является диагональной матри-

цей и имеет независимое от  количество ненулевых элементов. Следовательно, переход от  к
 снова может быть осуществлен с помощью самосопряженного малорангового преобразова-

ния. В результате приходим к тому, что

(50)

где  является самосопряженной малоранговой матрицей, откуда следует, что  является
GLT-последовательностью с тем же самым символом . Тогда из общей теории следует, что

 принадлежит классу GLT с символом . Применяя тождество Вудбери, получаем

(51)

где снова  и , , являются матрицами малого ранга.
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Как было сказано выше, мы берем . Из определения  мы заключаем, что
 принадлежит классу  с символом , откуда следует, что последовательность

 принадлежит классу  с символом .
Таким образом, мы доказали, что описанная выше процедура предобуславливания позволяет

получить кластер собственных значений в . Еще один ингредиент, необходимый для эффектив-
ного предобуславливания — это быстрые итерации метода сопряженных градиентов. Для этого
требуется эффективная процедура умножения  на вектор.

Как уже было сказано выше, единственная матрица, которую мы строим явно – это , что
может быть сделано за  операций. Нам также требуется матрица перестановки , но,
очевидно, она может быть построена за  операций, следуя рассуждениям, представленным
в п. 3.3. Теперь пусть требуется умножить  на вектор . Обозначим . Тогда

(52)

Умножение на матрицу перестановок требует  операций, а умножение на циркулянтную
матрицу требует  операций, поэтому один шаг PCG может быть сделан за 
операций.

Таким образом, была построена схема эффективного предобуславливания, а именно, постро-
ение предобуславливателя требует  операций, одна итерация PCG требует 
операций, и матрица после предобуславливания имеет кластер собственных значений в .

По описанной схеме были проведены численные эксперименты. Была сгенерирована усечен-
ная тёплицева матрица (22)  размерности . На фиг. 5 изображены собственные зна-
чения матрицы  до предобуславливания и  после него. В точке  каждая кривая при-
нимает значения -го по величине собственного значения соответствующей матрицы. Этот экс-
перимент подтверждает, что  имеет кластер собственных значений в . Затем мы
реализовали метод сопряженных градиентов для решения системы линейных алгебраических
уравнений с матрицей . В этом случае мы не строили матрицу  явно, а только циркулянт .
Мы сгенерировали правую часть из стандартного нормального распределения и применили
PCG с предобуславливателем . На фиг. 6 изображена норма невязки на различных шагах мето-
да сопряженных градиентов. Этот график показывает превосходную сходимость метода PCG с
предложенным предобуславливателем.
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Фиг. 5. Распределение собственных значений с и без предобуславливания.
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Замечание 2. В дополнение стоит отметить, что предложенная процедура предобуславливания может
быть легко расширена на случай полигональных областей. Если используется нумерация, при которой
сначала нумеруются вершины одного треугольника, затем второго, третьего и т.д., т.е. номера внутренних
вершин каждого треугольника образуют непрерывный отрезок положительных чисел, то для такой задачи
предложенная процедура предобуславливания также верна, а именно, необходимо построить подходящий
предобуславливатель для каждого базового треугольника и использовать в качестве предобуславливателя
для задачи на многоугольнике блочно-диагональную матрицу, где блоки соответствуют предобуславлива-
телям для задачи на треугольнике. Несложно видеть, что такой предобуславливатель также гарантирует
кластеризацию собственных значений, а также позволяет эффективные процедуры построения и умноже-
ния на вектор.

7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе был предложен метод изучения спектральных свойств матриц сеточных операторов,
заданных на полигональных областях с использованием естественной равномерной сетки. Была
обоснована неприменимость в явном виде для этой задачи существующих методов изучения
спектральных свойств с использованием GLT-теории, но в то же время была открыта связь рас-
смотренной задачи с классической GLT-теорией, послужившая мотивацией для введения обоб-
щения GLT-последовательностей. Основываясь на описанной теории, был предложен метод эф-
фективного предобуславливания систем с матрицами сеточных операторов, заданных на тре-
угольных, и более общо, полигональных областях.
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