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Исследуется анизотропная модель взаимодействия газа с поверхностью для возможного ис-
пользования ее в качестве граничного условия при решении кинетического уравнения. Про-
водится численное сравнение значений поверхностных аэродинамических коэффициентов и
температуры, полученных с применением двухпараметрического варианта анизотропной мо-
дели отражения и граничного условия Черчиньяни–Лэмпис, для задач внешнего обтекания
при различных значениях параметров разреженности и коэффициентов аккомодации. Пока-
зано влияние геометрии обтекаемого тела на степень отличия решений при использовании
различных моделей граничных условий. Библ. 32. Фиг. 10. Табл. 3.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Выбор граничного условия отражения, аппроксимирующего взаимодействие частиц с по-

верхностью, является одним из определяющих факторов при исследовании течений разрежен-
ного газа. Созданию моделей, описывающих взаимодействие частиц с твердыми телами, посвя-
щено много теоретических исследований. Мы упомянем только некоторые из них, а более пол-
ный обзор можно найти, например, в [1].

Проблема взаимодействия газа с поверхностью имеет различные уровни детализации, свя-
занные между собой, и в зависимости от масштаба исследуемого процесса используется атомно-
молекулярное, кинетическое или газодинамическое описание. На газодинамическом уровне за-
даются функциональные связи макропараметров, которые либо определяются феноменологи-
чески, либо могут быть получены по функции распределения отраженных частиц, например, ме-
тодом Чепмена–Энскога [2].

При задании граничного условия (ядер рассеивания или соответствующих функций распре-
деления) на кинетическом уровне применяются различные приближенные модели, например,
см. [3]. Параметры моделей определяются из экспериментальных данных или из расчетов мето-
дом молекулярной динамики, позволяющих учесть атомную структуру поверхностного слоя.
Молекулярное моделирование, широко применяемое в последнее время, представляет собой
расчет большого количества траекторий движения с использованием системы уравнений Нью-
тона взаимодействующих частиц с начальными условиями для координат и скоростей. При этом
могут быть учтены степень шероховатости поверхности, величина адсорбирующего слоя, потен-
циалы взаимодействия молекул газа как между собой, так и с атомами кристаллической решет-
ки. Усреднение макропараметров движения по траекториям позволяет вычислить изменение
импульса и энергии при взаимодействии газа с телом и получить соответствующие коэффици-
енты аккомодации, а также определить функцию распределения отраженных частиц для рассчи-
тываемого случая [4]–[6].

1)Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (код проекта 18-08-00501).
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Однако в силу большого количества факторов, влияющих на отражение, молекулярное моде-
лирование не позволяет определить общую зависимость функции распределения для замыкания
задачи на кинетическом уровне. Поэтому в последнее время стали использоваться гибридные
алгоритмы, основанные на сращивании решений, получаемых методом молекулярной динами-
ки в окрестности тела и прямого статистического моделирования (Direct Simulation Monte Carlo,
DSMC) в остальной части течения [7]. Несмотря на возможность получения более точного
решения, применение молекулярного моделирования даже в небольших областях приводит
к длительным вычислительным расчетам, что существенно уменьшает эффективность тако-
го подхода.

Идеи создания единого подхода на основе кинетических уравнений для определения закона
взаимодействия газа с поверхностью были предложены в [8], [9], но сложность этих методов по-
ка не позволяет использовать полученные результаты. Поскольку определение достаточно об-
щей функциональной зависимости граничного условия для кинетического описания сталкива-
ется со многими теоретическими трудностями, применяются модельные граничные условия,
которые, как правило, учитывают лишь некоторые аспекты взаимодействия частиц с поверхно-
стью.

Как известно, самой простой моделью отражения является условие Максвелла, представляю-
щее линейную комбинацию диффузного и зеркального отражений. Функция распределения в
этой модели содержит один свободный параметр и не может описать сложные процессы взаимо-
действия частиц с кристаллической решеткой. Несмотря на это, условие Максвелла часто ис-
пользуется при расчетах реальных задач, особенно при исследовании течений, ограниченных
микрошероховатыми поверхностями.

Создание моделей взаимодействия частиц с поверхностями, более точно согласующихся с
экспериментами, привело к разработке других аппроксимаций. Наиболее известными из них яв-
ляются модели Эпштейна [10], Ночиллы [11], Черчиньяни–Лэмпис (C–L) [3], [12] и Лорда
(C–L–L) [13].

Несмотря на более реалистичное описание отражения, модельные граничные условия в неко-
торых случаях дают функции распределения, существенно отличающиеся от получаемых в экс-
периментах и в расчетах методом молекулярной динамики [14], [15]. Этот факт приводит к необ-
ходимости коррекции существующих моделей. Так, синтез условий C–L и Эпштейна и учет за-
висимости коэффициентов аккомодации от скорости частиц предложены в [15], [2], а
комбинация ядер рассеивания C–L и Максвелла в [4]. В [16] построено обобщенное условие
Максвелла (анизотропная модель отражения Максвелла (AM)).

Так как широкого использования указанных граничных условий пока еще нет, то представ-
ляет интерес рассмотреть, какие решения дают эти модели в стандартных задачах газовой дина-
мики.

В настоящей статье мы рассмотрим более подробно условие AM и сравним его двухпарамет-
рическую версию с моделью граничных условий C–L для внешних задач обтекания. Выбор мо-
дели отражения C–L для сравнения объясняется тем, что несмотря на присущие данной модели
ограничения, в настоящее время она считается наиболее физически корректной.

Отметим, что представленные в литературе решения с граничными условиями C–L и C–L–L
получены либо методом DSMC, либо для линеаризованного уравнения Больцмана в [17]–[22].
Методом дискретных ординат в рамках полного уравнения Больцмана решение с этими услови-
ями получено в [23] только для медленных течений, а расчетов в сверхзвуковых режимах в лите-
ратуре не встречается. Это связано со значительным ростом времени расчета ядра C–L при уве-
личении числа узлов скоростной сетки. Условие AM более экономично, поэтому определение
областей параметров, где эти условия дают близкие результаты, представляется важным. Кроме
этого, существенно также определить, какое физическое решение дает граничное условие AM.

2. КИНЕТИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ И МОДЕЛИ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ
Уравнение Больцмана без учета силового члена записывается в виде (см. [24])

где  – функция распределения, зависящая от вектора координат  физического
пространства, вектора скоростей  и времени t. Интеграл столкновений  в
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случае бинарных столкновений представляет собой интегральный локальный оператор в физи-
ческом пространстве, свойства и вид которого подробно описаны, например, в [24].

Используя функцию распределения, макроскопические переменные, такие как плотность
числа частиц n, средняя скорость u, температура T, вектор теплового потока q, давление , опре-
деляются по формулам:

Здесь , m и  – вектор относительной молекулярной скорости, масса молекул и посто-
янная Больцмана соответственно.

Для уменьшения численных затрат интеграл столкновений в кинетическом уравнении ап-
проксимируется модельным оператором в виде

В случае модели Шахова (S-модель) [25]

где  – функция распределения Максвелла,  – га-
зовая постоянная,  – число Прандтля, а  – частота столкновений, зависящая от коэф-
фициента вязкости μ и давления p. Применение S-модели в задачах сверхзвукового обтекания
тел, как показано в [26], [27], дает удовлетворительное согласование решений с результатами,
полученными с использованием как DSMC, так и прямого решения уравнения Больцмана и ис-
пользуется в представленных ниже расчетах.

Проблема описания взаимодействия частиц с поверхностью в строгой постановке была сфор-
мулирована в терминах теории ядер рассеяния K. Черчиньяни [3], [12], согласно которой функ-
ции распределения отраженных и падающих частиц  связаны ядром рассеяния

 следующим образом:

где ,  – скорости отраженных и падающих молекул соответственно, а ,  – соответствую-
щие проекции скоростей на внешнюю нормаль к поверхности. Для корректного описания отра-
жения частиц поверхностью ядро рассеивания  должно удовлетворять следующим
условиям [12]:

неотрицательности,

,

нормировки

и взаимности

где ,  – температура поверхности.
Используя данную терминологию, ядро рассеяния частиц для граничного условия Максвел-

ла, представляющего линейную комбинацию диффузного и зеркального отражений, записыва-
ется в виде
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где использованы следующие обозначения:

Здесь  – коэффициент аккомодации, определяющий долю диффузного отражения,
,  – температура отраженных частиц,  – дельта функция Дирака, а

 – вектор тангенциальных компонент скорости.
Ядро рассеивания модели C–L представляется в виде произведения трех одномерных ядер

(1)

где  и  – ядра, моделирующие отражение скоростей в нормальном и
тангенциальном направлениях, соответственно,

(2)

 функция Бесселя нулевого порядка I рода.
Коэффициенты  и  являются свободными параметрами модели.
Ядро (1) с тремя свободными параметрами было получено в [12], но так как анизотропия по-

верхности не рассматривалась, то полагалось, что . Анизотропный вариант был рассмот-
рен в [28] при получении граничных условий для температуры и скорости на теле в газодинами-
ческом режиме для анизотропной поверхности. Для изотропного случая [12] коэффициент 
(  определяет аккомодацию тангенциального импульса , приносимого на поверх-
ность падающими частицами, а коэффициенты  и  – аккомодацию
кинетических энергий , приносимых падающими частицами по нормали к поверхности
и в тангенциальной плоскости, согласно следующим формулам:

где  – импульс и энергии, уносимые отраженными частицами, а  – энергии при
равновесии газа с поверхностью тела.

Модель C–L для изотропной поверхности имеет предельные значения параметров:
, , ,  (значение не рассматривается).

Данные предельные значения соответствуют полному диффузному отражению, полному зер-
кальному отражению и частично диффузному и частично зеркальному отражениям. Соответ-
ствующие ядра рассеяния имеют вид

(3)

(4)

(5)

(6)

Билинейная комбинация ядер (3)–(6) с двумя свободными параметрами  дает двухпа-
раметрическую модель отражения, более общую, чем условие Максвелла. Данную модель будем
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называть обобщенная модель Максвелла, используя аббревиатуру GM, (Generalized Maxwell
model). С помощью алгебраических преобразований модель GM может быть записана как про-
изведение одномерных ядер

(7)

где

(8)

Аналогичное ядро, но учитывающее анизотропию поверхности (Anisotropic Maxwell model, AM),
было получено и исследовано в [16], [29]. В отличие от (7) оно представляет трехлинейную ком-
бинацию из ядер, соответствующих восьми возможным комбинациям предельных значений,

   ядра (1) и может быть записано следующим образом:

(9)

где ядро  определяется формулой (8), а ядра  и  имеют
соответственно вид:

Учет анизотропии поверхности в настоящее время становится важной проблемой в связи с
изучением покрытий со сложной текстурой, и модель (9) получила дальнейшее развитие в [30].

Очевидно, что ядра рассеяния (7), (9) обладают свойствами положительности, нормировки,
взаимности и имеют такую же структуру, как и ядро C–L (1). А именно, ядра рассеяния пред-
ставляются в виде произведения ядер по ортогональным направлениям с независимыми пара-
метрами. Отличие состоит в функции, связывающей диффузное и зеркальное отражение по каж-
дому направлению, что является одним из основных факторов при моделировании взаимодей-
ствия газа с поверхностью. Отметим, что граничное условие Максвелла не является частным
случаем условия АМ и GM ни при каких значениях коэффициентов аккомодации, и также усло-
вие GM не является частным случаем условия АМ.

Отличительной особенностью преобразования (9) является разбиение функции отражения
(если ) на восемь пучков различной интенсивности. Если, например, функция распре-
деления скоростей падающих частиц является функцией Максвелла , то экстремумы
отраженной функции распределения будут локализованы на осях, в центре системы координат,
на ортогональных плоскостях и в точке, соответствующей зеркальному отражению. Отметим,
что локальная немонотонность отраженной функции распределения, обычно наблюдаемая в
экспериментах или при молекулярном моделировании, не связана жестко с нормальным и тан-
генциальными направлениями, а зависит от углов падения, структуры шероховатости, темпера-
туры поверхности и т.д. Наличие же фиксированных направлений отражения независимо от па-
раметров падающих молекул может приводить к сужению области применения анизотропной
модели. То же самое относится и к модели (7), которая разбивает отраженную функцию на четы-
ре пучка. Поэтому вопрос, что же дают эти модели при решении задач в стандартных постанов-
ках, представляется важным.

В настоящем исследовании мы рассмотрим двухпараметрическую модель (7) и сравним ее с
широко используемой моделью C–L для изотропной поверхности, так как обе эти модели имеют
два свободных параметра.

Нетрудно показать, что параметры  являются коэффициентами аккомодации им-
пульса и энергии вдоль нормального и тангенциального направлений, соответственно,

→ = ξ → ξ →'( ) ( )' ( ' ,)GM GMn n n G t ttMR R Rξ ξ ξ ξ
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2 2 2

2 2 2 2

( )

( ) (

' '2 exp[ ] (1 ) (  ),

' ' '/ exp[ ] (1 ) (  ) ( ) ( ).)

GMn n n GMn n w w n GMn n n

GMt t GMt w w t s GMt t st t s

R

R ξ ξ

α = 0,1,n α = 0,1,t α = 0,1s

→ = ξ → ξ ξ → ξ ξ → ξ'( ) ( ) ' ') ( ,' ( )AM AMn n n AMt t t AMs s sR R R Rξ ξ

ξ → ξ( )'AMn n nR ξ → ξ( )'AMt t tR   ξ → ξ( )'AMs s sR

ξ → ξ = α β π −β ξ + − α δ ξ − ξ2 2' '/ exp[ ] (1 ) (  ),( )AMt t t AMt w t AMt t tR

ξ → ξ = α β π −β ξ + − α δ ξ − ξ2 2' '/ exp[ ] (1 ) (  ).( )AMs s s AMs w s AMs s sR

α ≠, , 0,1n t s

,( ),MF n Tu

α α,GMn GMt

− −α = =
− −

         ,in rn in rn
GMn

in wn in wn

P P E E
P P E E

− −α = =
−

         ,it rt it rt
GMt

it it wt

P P E E
P E E



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 60  № 12  2020

ЧИСЛЕННОЕ СРАВНЕНИЕ ОБОБЩЕННОЙ МОДЕЛИ 2167

где  – импульсы, принесенные и отраженные частицами от поверхности по нормальному
направлению, а  – импульс, уносимый отраженными частицами при равновесии газа с по-
верхностью тела. Учитывая приведенные соотношения, аккомодация полной энергии записы-
вается следующим образом:

где  – полная энергия, приносимая на поверхность, а  –полная энергия, уносимая отражен-
ными частицами при равновесии газа с телом. Отметим, что коэффициент аккомодации полной
энергии для модели C–L определяется такой же формулой с заменой коэффициентов , 
на ,  соответственно.

3. СРАВНЕНИЕ МОДЕЛИ ЧЕРЧИНЬЯНИ–ЛЭМПИС И ОБОБЩЕННОЙ МОДЕЛИ 
МАКСВЕЛЛА ПРИ СВЕРХЗВУКОВОМ ОБТЕКАНИИ ТЕЛ

В настоящем исследовании рассматривается стационарная проблема сверхзвукового обтека-
ния тел различной геометрии в двумерном случае. Для оценки различия решений проводится
сравнение поведения температуры в поле течения и поверхностных коэффициентов давления,
трения и теплового потока , , , которые определяются из следующих формул:

где , а  – давление, плотность и скорость набегаю-
щего потока газа соответственно.

Численный расчет проводится методом дискретных ординат с использованием кинетическо-
го модуля программного комплекса Unified Flow Solver (UFS) [31], использующего для решения
расщепление кинетического уравнения на этапы свободномолекулярного течения и релакса-
цию. В дискретном скоростном пространстве выбирается равномерная кубическая сетка. В фи-
зическом пространстве используется иерархическая адаптивно измельчаемая сетка. В простран-
ственных координатах применяется метод конечных объемов второго порядка на неструктури-
рованной декартовой сетке. Поверхность тела аппроксимируется с помощью метода скошенных
ячеек. Стационарное решение ищется с помощью явного по времени метода установления. Ин-
теграл столкновений в кинетическом уравнении аппроксимируются согласно S-модели Шахова
[25]. Для выполнения законов сохранения релаксационного оператора используется итерацион-
ная процедура Ньютона. Предполагается, что газ является одноатомным и закон вязкости соот-
ветствует взаимодействию по модели твердых сфер .

При расчетах используются безразмерные величины введением характерных значений длины d,
температуры , плотности  и наиболее вероятной молекулярной скорости . Теп-
ловой поток, давление и вязкость обезразмериваются на ,  и  соответ-
ственно. Введение характерных величин приводит к безразмерной форме кинетическое уравне-
ние с частотой столкновения в виде

где – число Кнудсена,  – длина свободного пробега, определяемая из закона вязко-
сти для модели твердых сфер.

Вычисления, представленные ниже, выполнены с размером ячейки в скоростном простран-
стве . Для контроля результатов использовались скоростные сетки с шагами

. Адаптация сетки в физическом пространстве выполнялась по расстоянию от тела.

Минимальный размер ячейки около поверхности выбирался от  до  в
зависимости от числа Кнудсена.
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При численном решении в двумерной геометрии кинетическое уравнение может быть сведе-
но к системе уравнений для двух усредненных функций:

Граничное условие при  для C–L модели записывается тогда в виде

а граничное условие для GM модели, как

где , .
Для сравнения решений рассматриваются три варианта значений коэффициентов аккомода-

ции (см. табл. 1).
При этом коэффициенты выбраны так, чтобы обмены тангенциальной и нормальной энер-

гий для обоих моделей отражения совпадали в свободно молекулярном режиме, т.е. ,
. Отметим, что коэффициенты аккомодации нормального импульса при

таком выборе будут различными. Приведенные варианты соответствуют трем различным режи-
мам отражения.

Вариант 1. Коэффициенты аккомодации тангенциальных импульса и энергии выбираются
равными и . Такое значение аккомодации тангенциального импульса наблю-
дается при отражении тяжелых атомов (Xe, Kr) от металлических (обычных технических) по-
верхностей [32].

Вариант 2. Коэффициенты аккомодации тангенциального импульса 
соответствуют взаимодействию частиц с более гладкими, обработанными поверхностями. Для
этих вариантов коэффициенты аккомодации энергии по нормали  = 0.5 заданы одина-
ково удаленными от предельных значений 0 и 1, при которых  = .

Вариант 3. Коэффициенты аккомодации соответствуют случаю обтекания тела с гладкой, чи-
стой поверхностью, и близкие значения коэффициентов были получены при молекулярном мо-
делировании отражения атомов Xe от поверхности полупроводника GaSe [14].
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Таблица 1. Варианты коэффициентов аккомодации при сравнении моделей C–L и GM

Модель отражения Вариант 1 Вариант 2 Вариант 3

C–L модель 
GM модель 

α α( , )n t 0.5 1 0.5 0.3 0.1 0.1056
α α  ( , )GMn GMt 0.5 1 0.5 0.51 0.1 0.2
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4. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННЫХ РАСЧЕТОВ
Пример 1. В данном случае рассматривается сверхзвуковое обтекание круглого цилиндра с по-

стоянной заданной температурой на поверхности  и скоростью набегающего потока c числом
Маха М = 5. Характерный параметр длины d выбирается равным диаметру цилиндра. Безразмер-
ные параметры набегающего потока (плотность числа частиц, скорость, температура) имеют
следующие значения:    , температура поверхности .

Для иллюстрации различия граничных функций распределения на фиг. 1 и 2 показаны изоли-
нии функции распределения отраженных частиц  для потоков газа, направленных под уг-
лами 0° и 60° к нормали поверхности. Функция распределения падающих частиц соответствует

 с параметрами   . Видно, что функция распределения отраженных
частиц модели GM имеет максимумы, соответствующие ядрам (3)–(6) и функции ,
где  . В то же время функция отражения в модели C–L остается близкой к отра-
женной зеркально.

Максимальные относительные различия , ,  при исполь-
зовании моделей GM и C–L для всех вариантов коэффициентов аккомодации и значений числа
Кнудсена (Kn = ∞, 1, 0.1) представлены в табл. 2.

Результаты расчетов для вариантов 2 и 3 представлены на фиг. 3–7. Профили поверхностных
коэффициентов, как функции от угла φ, отсчитываемого от точки торможения, показаны на
фиг. 3 и 4, а профили температуры вдоль линии торможения и изолинии температуры при Kn = 1 на
фиг. 5–7.

Как видно из табл. 2 и фиг. 3, 4, с уменьшением числа Кнудсена относительная разница коэф-
фициентов теплопередачи для всех вариантов увеличивается, а большое значение величины δp
при Kn = ∞, вызванное отличием обменов нормального импульса, уменьшается. Максимальные
значения δc и δp наблюдаются в варианте 2, что связано с наибольшим различием функций рас-

wT

= 1,n = 4.65,xu = 0,yu = 1T = 1wT

0( )rf ξ

,( ),MF n Tu = 1,n = 4.65,u = 1T
*  ,( , )MF n Tu

= −* ,x xu u =*y yu u

δ = Δ /с h hC C δ = Δ /f f fC C δ = Δ /p p pC C

Фиг. 1. Изолинии функции распределения отраженных частиц для потока, падающего по нормали к поверхно-
сти, при коэффициентах аккомодации (а) вариант 1 и вариант 2, (б) вариант 3. Сплошные линии – модель GM,
штриховые линии– модель C–L.
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Таблица 2. Относительные различия поверхностных коэффициентов для моделей C–L и GM при обтека-
нии круглого цилиндра

Kn
Вариант 1 (%) Вариант 2 (%) Вариант 3 (%)

0.02 0.01 7.0 0.1 41.2 7.0 0.1 47.2 1.58
1.0 0.2 2.0 0.9 1.7 39.0 3.9 0.2 47.0 1.55
0.1 1.1 1.0 0.02 4.7 30.0 0.7 0.7 44.1 0.45

δс δ f δp δс δ f δp δс δ f δp

∞
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пределения для этого случая. Относительная разница коэффициентов поверхностного трения δf,
которая в свободно молекулярном режиме определяется как , при уменьшении
числа Кнудсена уменьшается. Близкие значения Cp и Ch получаются для вариантов 1 и 3, несмот-
ря на различие функций отражения и коэффициентов аккомодации тангенциального импульса
(для варианта 3).

Отличие профилей температуры в свободномолекулярном режиме (фиг. 5а и 6а) показывает
влияние различных граничных функций распределения. С уменьшением числа Кнудсена отно-
сительная разность температур становится меньше и локализуется около поверхности. При
Kn = 0.1 она составляет 1%, 7% и 4% для вариантов 1, 2 и 3 соответственно. Как видно на фиг. 7,
изолинии температуры при Kn = 1 для вариантов 2 и 3 дают близкое поведение при использова-
нии разных моделей отражения, хотя наблюдаются отличия в окрестности точки торможения и
смещение изолиний в области течения. Изолинии температур для варианта 1 не приводятся, так
как они практически совпадают.

δ = −1 /  f t GMta a

Фиг. 2. Изолинии функции распределения отраженных частиц для потока, падающего под углом 60° к нормали
поверхности, при коэффициентах аккомодации (а) вариант 1, (б) вариант 2, (в) вариант 3. Сплошные линии –
модель GM, штриховые линии модель – C–L.
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Фиг. 3. Обтекание круглого цилиндра, вариант 2. Профили поверхностных коэффициентов, (а) теплопередачи Ch,
(б) трения Cf, (в) давления Cp. Кривые (1, 3, 5) – граничное условие модель GM, (2, 4, 6) – модель C–L. Про-
фили (1, 2) соответствуют Kn = ∞, (3, 4) – Kn = 1, (5, 6) – Kn = 0.1.
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Пример 2. В этом случае проводится сравнение решений для задачи обтекания цилиндра с се-
чением, имеющим угловой профиль спереди и скругление на задней кромке (фиг. 10). Полуугол
заострения составляет 30 град., характерный параметр длины d равен максимальной ширине се-
чения. Скорость набегающего потока соответствует числу Маха M = 5, а температура поверхно-
сти .

Также как и в предыдущем примере, рассматриваются те же три варианта коэффициентов ак-
комодации и параметров разреженности. Отметим, что в отличие от обтекания круглого цилин-
дра, течение вблизи острого угла характеризуется сильной неравновесностью функции распре-
деления и большей скоростью вдоль поверхности.

Относительные разницы поверхностных коэффициентов , ,
 для трех вариантов коэффициентов аккомодации при различных параметрах разре-

женности представлены в табл. 3.
Из приведенных в табл. 3 результатов видно, что отличия поверхностных коэффициентов для

варианта 1 имеют тот же порядок, что и полученные в случае обтекания круглого цилиндра. Од-
нако для вариантов 2 и 3 наблюдается большее расхождение решений, которое видно также на

= 1.5wT

δ = Δ /с h hC C δ = Δ /f f fC C
δ = Δ /p p pC C

Фиг. 4. Обтекание круглого цилиндра, вариант 3. Профили поверхностных коэффициентов, (а) теплопередачи Ch,
(б) трения Cf, (в) давления Cp. Кривые (1, 3, 5) – граничное условие модель GM, (2, 4, 6) – модель C–L. Про-
фили (1, 2) соответствуют Kn = ∞, (3, 4) – Kn = 1, (5, 6) –Kn = 0.1.
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Фиг. 5. Температура вдоль линии торможения, вариант 2 при (а) Kn = ∞, Kn = 1, (б) Kn = 0.1. Кривые (1, 3, 5) –
модель GM, (2, 4, 6) – модель C–L. Профили (1, 2) соответствуют Kn = ∞, (3, 4) – Kn = 1, (5, 6) –Kn = 0.1.
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фиг. 8 и 9, где показаны поверхностные коэффициенты вдоль контура как функции расстоя-
ния l/d, отсчитываемого от точки торможения. Для вариантов 2 и 3 наблюдаются значительные
отличия значений Cp около угловой точки и коэффициента теплопередачи Ch в области разреже-
ния (начало скругления).

Фиг. 6. Температура для варианта 3 вдоль линии торможения при (а) Kn = ∞, Kn = 1, (б) Kn = 0.1. Кривые (1, 3,
5) – модель GM, (2, 4, 6) – модель C–L. Профили (1, 2) соответствуют Kn = ∞, (3, 4) – Kn = 1, (5, 6) –Kn = 0.1.
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Фиг. 7. Изолинии температуры при Kn = 1 для коэффициентов аккомодации (а) вариант 2, (б) вариант 3. Ре-
зультаты для модели C–L – нижняя часть графика, для модели GM – верхняя.
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Таблица 3. Относительные разницы поверхностных коэффициентов для моделей C–L и GM при обтека-
нии углового профиля

Kn
Вариант 1 (%) Вариант 2 (%) Вариант 3 (%)

0.01 0.01 2.2 0.01 41.3 2.2 0.01 47.2 0.63
1.0 2.1 2.4 2.9 6.1 32.0 9.0 1.7 44.9 4.5
0.1 1.2 1.3 1.8 13.4 8.0 17.6 10.1 30.0 15.2

δс δ f δp δс δ f δp δс δ f δp

∞
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Температурные поля для вариантов 1–3 при Kn = 1 представлены на фиг. 10а, б, в соответ-
ственно. Как видно на фиг. 10а, изолинии температур для обеих моделей практически совпада-
ют, поскольку ядра отражения скоростей по тангенциальному направлению равны при

, а ядра (2) и (8) становятся близкими из-за уменьшения нормальной компоненты
средней скорости падающих частиц вследствие релаксации.

Температурные поля для вариантов 2 и 3 имеют качественные отличия. Граничное условие
модели GM содержит диффузию (существенную в варианте 2), которая оказывает влияние на от-
ражение около угловой точки и дает прогрев газа вдоль оси симметрии (фиг. 10б). Кроме этого,
из-за одинаковой ориентации нормали к поверхности на прямолинейном участке тела сильнее
проявляются эффекты отражения, соответствующие ядрам (5), (6), что приводит к увеличению
температуры газа по нормальному направлению к телу (фиг. 10б, в). В отличие от модели GM яд-
ро рассеяния C–L преобразовывает функцию распределения падающих частиц в функцию рас-
пределения, близкую к зеркально отраженной с деформацией и сдвигом, зависящими от значе-
ний коэффициентов аккомодации (фиг. 2б, в). В случае варианта 3 полученное течение газа

α = α = 1t GMt

Фиг. 8. Угловой профиль, вариант 2. Профили поверхностных коэффициентов, (а) теплопередачи Ch, (б) тре-
ния Cf, (в) давления Cp. Профили (1, 3) – модель GM, (2, 4) – модель C–L , кривые (1, 2) – Kn = 1, кривые (3, 4) –
Kn = 0.1.
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Фиг. 9. Угловой профиль, вариант 3. Профили поверхностных коэффициентов, (а) теплопередачи Ch, (б) тре-
ния Cf, (в) давления Cp. Профили (1, 3) – модель GM, (2, 4) – модель C–L, кривые (1, 2) соответствуют Kn = 1,
кривые (3, 4) – Kn = 0.1.
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близко, как видно из фиг. 10 в, к течению с зеркальным отражением частиц и физически более
реалистично при обтекании тела с гладкой, чистой поверхностью.

При обтекании цилиндра граничные условия GM и C–L дают значительно более близкие ре-
шения при Kn ≤ 1. Объясняется это как меньшими значениями средней скорости около поверх-
ности затупленного тела, так и тем, что значительный вклад в решение дает область около точки
торможения, где средняя скорость частиц, приходящих на тело, направлена под малым углом к
нормали. В этом случае функции распределения отраженных частиц в свободномолекулярном
режиме близки к приведенным на фиг. 1а, б. С уменьшением числа Kn (из-за релаксации к рав-
новесию) нормальная компонента средней скорости падающих частиц уменьшается, что приво-
дит к меньшему различию функций распределения отраженных частиц и более близкому реше-
нию.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проведенный сравнительный анализ моделей отражения C–L и GM обнаруживает разную
степень отличия решений при обтекании круглого цилиндра и цилиндра, имеющего угловой
профиль. Сопоставление решений при обтекании круглого цилиндра с умеренными числами
Маха показывает, что граничные условия GM и C–L дают удовлетворительное согласование ре-
зультатов при Kn ≤ 1.

При обтекании тела с угловым профилем решения с рассмотренными граничными условия-
ми могут иметь качественное отличие как в поведении температуры в поле течения, так и в зна-
чениях поверхностных аэродинамических коэффициентов при уменьшении параметра разре-
женности.

Различное влияние на степень отличия решений при использовании разных моделей отраже-
ния оказывают также и значения коэффициентов аккомодации. Так, при полной аккомодации
тангенциального импульса ( ) течения оказываются близкими независимо от гео-
метрии обтекаемого тела. При малых значениях коэффициентов аккомодации обнаруживается
сильная чувствительность к геометрии профиля. Этот эффект объясняется наличием дополни-
тельного диффузно-зеркального ядра отражения в модели GM, дающего прогрев газа по норма-
ли к поверхности, что в свою очередь приводит к отличию от почти зеркального отражения, по-
лучаемого при использовании модели C–L.

Численные расчеты программным комплексом UFS проводились на вычислительных ресур-
сах Межведомственного суперкомпьютерного центра РАН.

α = α = 1t GMt

Фиг. 10. Изолинии температуры при Kn = 1 для коэффициентов аккомодации (а) вариант 1, (б) вариант 2,
(в) вариант 3. Результаты для модели C–L – нижняя часть графика, для модели GM – верхняя.
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