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Асимптотическое решение начальной задачи, содержащее пограничные функции двух ти-
пов, было построено при некоторых условиях В.Ф. Бутузовым и Н.Н. Нефедовым для диф-
ференциального уравнения со второй степенью малого параметра перед производной и пер-
вой степенью этого параметра перед нелинейной функцией в правой части уравнения в слу-
чае вырожденной матрицы , стоящей в линейной части уравнения перед неизвестной
функцией. В данной работе приведен алгоритм построения асимптотики с использованием
ортогональных проекторов на  и  (штрих обозначает транспонирование). Та-
кой подход может быть полезен для понимания алгоритма построения асимптотики. Он поз-
воляет представить формулы для нахождения членов асимптотики любого порядка в явном
виде. Библ. 19. Фиг. 2.

Ключевые слова: сингулярные возмущения, начальные задачи, асимптотика, критический
случай, проекторный подход.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В большинстве публикаций, посвященных сингулярно возмущенным дифференциальным
уравнениям, вырожденное уравнение, получающееся из уравнения для быстрой переменной
при нулевом значении малого параметра, разрешимо относительно быстрой переменной. Если
это не так, то этот более сложный случай называется критическим [1], сингулярным [2], нестан-
дартным [3] или случаем, когда невозмущенная (вырожденная) система находится на спектре
[4]. Многочисленные применения сингулярно возмущенных систем в критическом случае пере-
числены в [5].

Начальные задачи для сингулярно возмущенных дифференциальных и разностных систем в
критическом случае впервые исследовали А.Б. Васильева и В.Ф. Бутузов [4]. Асимптотические
решения краевых задач для таких систем получены в [1], [2] и [6]. Численные методы для сингу-
лярно возмущенных систем в критическом случае рассматривались в [7] для начальных задач и в
[8] для краевых задач.

1)Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ Г.А. Куриной (грант 17-11-01220) и Вьетнамским националь-
ным фондом развития науки и технологий (НАФОСТЕД) Н.Т. Хоай (грант 101.02-2017.314).
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В [9] построено асимптотическое решение, содержащее пограничные функции двух типов,
для начальной задачи в вещественном -мерном пространстве  для слабонелинейного диффе-
ренциального уравнения вида

(1.1)

(1.2)

где матрица  вырождена. Изучался и дискретный аналог задачи. В этой статье объясняется
актуальность изучения уравнений вида (1.1). Рассматриваемая задача также кратко обсуждается
в [1] и [10]. Здесь и далее  означает малый параметр, а  матрица  и -мерная вектор-
функция  предполагаются достаточно гладкими относительно своих аргументов.

В настоящей статье будет использоваться проекторный подход к построению асимптотиче-
ского решения задачи (1.1), (1.2). Этот подход позволяет представить соотношения метода погра-
ничных функций для нахождения членов асимптотики любого порядка в явном виде. Мы наде-
емся, что проекторный подход будет полезен для понимания алгоритма построения асимптоти-
ки для исследователей, занимающихся применением асимптотических методов при решении
конкретных сингулярно возмущенных задач в критическом случае.

Отметим, что в классическом критическом случае, когда левая часть уравнения имеет вид
, проекторный подход использовался в [11] для асимптотического решения начальных за-

дач и в [12] для построения асимптотического решения нулевого порядка сингулярно возмущен-
ных линейно-квадратичных задач управления. Асимптотическое решение нулевого порядка
сингулярно возмущенных линейно-квадратичных задач оптимального управления, в которых
уравнение состояния принадлежит рассматриваемому в данной статье типу критического слу-
чая, представлено в [13].

Будем предполагать основные условия как в [9], а именно, для каждого  матрица 
имеет  собственных значений  таких, что

Условие 1. , , .

Условие 2. Все  собственных векторов  матрицы , соответствующих ,
, линейно независимы.

Следуя [9], будем использовать собственные векторы, имеющие такую же гладкость, как и
матрица . Существование таких собственных векторов доказано в [14].

К условиям 1, 2 дальше будут добавлены еще некоторые предположения.
Транспонирование будет обозначаться штрихом. Как обычно,  будет означать тождествен-

ный оператор. Для разложения функции  в ряд по целым неотрицательным степеням :
 будет использоваться обозначение .

Далее в разд. 2 приводится стандартное разложение рассматриваемой в пространстве  систе-
мы (1.1) на три системы относительно функций из асимптотического решения, зависящих от ,
и относительно так называемых пограничных функций, зависящих от аргументов , . В
следующем разделе вводятся ортогональные проекторы пространства  на  и .
Эти проекторы используются в разд. 4 в алгоритме построения асимптотического приближения
решения задачи (1.1), (1.2) нулевого порядка, а в разд. 5 в алгоритме построения асимптотическо-
го приближения -го порядка, . Таблицы 1, 2 в этих двух разделах показывают последова-
тельность действий для нахождения членов асимптотики. В разд. 6 на конкретном примере ил-
люстрируется проекторный подход к построению асимптотического приближения решения
первого порядка. Последний раздел представляет собой заключение.

2. ДЕКОМПОЗИЦИЯ ЗАДАЧИ
Следуя [9], будем искать асимптотическое решение задачи (1.1), (1.2) в виде

(2.1)

m X
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где

Функции  будут найдены как в [9] с помощью дополнительных условий

По традиции (см., например, [1, с. 8]), ряд  с членами, зависящими от исходного

аргумента , называется регулярным рядом в отличие от пограничных рядов ,
, состоящих из так называемых пограничных функций, которые существенны только для

аргументов вблизи точек, где заданы дополнительные условия (в окрестности нуля в рассматри-
ваемом случае).

Будет использоваться следующее представление:

где

Подставляя разложение (2.1) в (1.1) и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях ,
отдельно зависящие от  и , , получаем следующие уравнения для членов ряда (2.1):

(2.2)

(2.3)

(2.4)

Чтобы записать уравнения (2.2)–(2.4) в одинаковом виде для любого , будем считать, что
члены разложений с отрицательными индексами равны нулю.

Подставляя разложение (2.1) в (1.2) и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях ,
получаем равенства

(2.5)

(2.6)

3. ДЕКОМПОЗИЦИЯ ПРОСТРАНСТВА
Далее мы будем использовать разложения пространства  в ортогональные суммы (см., на-

пример, [15, с. 38])

Обозначим ортогональные проекторы пространства  на подпространства  и ,
соответствующие разложениям пространства  в две последние ортогональные суммы, через

 и . Можно записать эти проекторы в явном виде. А именно, пусть  и
, где  являются собственными векторами матрицы , соответ-
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, ε = ε , Π τ , ε = ε Π τ , τ = ε , = , . 

0 0
( ) ( ) ( ) ( ) / 1 2j j i

j i i ij i i
j j

x t x t x x t i

Π τ( )ij ix

Π τ → τ → +∞.( ) 0 приij i ix

≥
ε 0

( )j
jj

x t

t
≥

ε Π τ 0
( )j

ij ij
x

= ,1 2i

= =
, ε + Π τ , ε , , ε ≡ + Π , 

2 2

1 1
( ( ) ( ) )i i i

i i

f x t x t f f

≥
= , ε , , ε = ε ,

0
( ( ) ) ( )j

j
j

f f x t t f t

≥
Π = ετ , ε + Π τ , ε , ετ , ε − ετ , ε , ετ , ε = ε Π τ ,1 1 1 1 1 1 1 1 1

0
( ( ) ( ) ) ( ( ) ) ( )j

j
j

f f x x f x f

≥

Π = ε τ , ε + Π ετ , ε + Π τ ,ε , ε τ , ε −
− ε τ , ε + Π ετ , ε , ε τ , ε = ε Π τ .

2 2
2 2 1 2 2 2 2

2 2
2 1 2 2 2 2

0

( ( ) ( ) ( ) )

( ( ) ( ) ) ( )j
j

j

f f x x x

f x x f

ε
t τi = ,1 2i

−
−= + ,2

1
( )

( ) ( ) ( )j
j j

dx t
A t x t f t

dt
−

−
Π τ

= Π τ + Π τ + ετ − Π τ ,ε ,
τ

1( 1) 1
1 1 1( 1) 1 1 1 1

1

( )
(0) ( ) ( ) [( ( ) (0)) ( )]j

j j j
d x

A x f A A x
d

−
Π τ

= Π τ + Π τ + ε τ − Π τ , ε , ≥ .
τ

22 2
2 2 2( 1) 2 2 2 2

2

( )
(0) ( ) ( ) [( ( ) (0)) ( )] 0j

j j j
d x

A x f A A x j
d

≥ 0j

ε

+ Π + Π = ,0
0 10 20(0) (0) (0)x x x x

+ Π + Π = , > .1 2(0) (0) (0) 0 0j j jx x x j

X

= ⊕ = ⊕ .ker ( ) im ( )' ker ( )' im ( )X A t A t A t A t

X ker ( )A t ker ( )'A t
X

( )P t ( )Q t = , ,…v v1( ) ( ( ) ( ))kV t t t
= , ,…1( ) ( ( ) ( ))kS t s t s t , ,…1( ) ( )ks t s t ( )'A t



2076

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 60  № 12  2020

КУРИНА, ХОАЙ

ствующими собственным значениям , . Следуя [10, с. 32], будем считать, что
собственные векторы  выбраны таким образом, что  является  единичной матри-
цей. Объяснение возможности такого выбора  дано, например, в [11].

Из условия 2 легко следует, что  матрицы  и  обратимы. Нетрудно прове-
рить, что  и  являются ортогональными проек-
торами пространства  на подпространства  и , соответствующими разложению
пространства  в ортогональные суммы (см. также [16], с. 241).

Оператор  имеет обратный оператор, который
будет обозначаться через .

Нетрудно доказать, что оператор  обратим. Действительно,
возьмем вектор  из , тогда , где , а , , неко-
торые скалярные функции. Рассмотрим уравнение . Отсюда следует, что

. Поскольку  является  единичной матрицей, то
, что означает доказываемую обратимость.

Дифференцируя тождество , получаем

Следовательно,

(3.1)

В дополнение к условиям 1 и 2 предположим, что выполняются следующие условия.
Условие 3. Для каждого  оператор  устойчив,

т.е. все собственные значения этого оператора имеют отрицательные вещественные части.
Условие 4. Уравнение  имеет единственное достаточно гладкое изолирован-

ное решение .
Условие 5. Для каждого  оператор

(3.2)

где , устойчив.

4. АСИМПТОТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ НУЛЕВОГО ПОРЯДКА

Из (2.2) следует уравнение для :

Следовательно,

(4.1)

Из (2.3) получаем уравнение для :

Отсюда имеем

(4.2)
Ввиду (4.1) и (4.2) мы находим из (2.5) начальное значение

(4.3)

Из (2.4) получаем уравнение для :
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Это уравнение эквивалентно двум уравнениям:

(4.4)

(4.5)

В силу условия 3 получаем единственное решение начальной задачи (4.4), (4.3), удовлетворя-
ющее неравенству

с некоторыми положительными постоянными  и , не зависящими от  (см., например, [17,
с. 106]). В этой оценке может быть использована любая норма, поскольку все нормы в конечно-
мерном пространстве эквивалентны. Функции, удовлетворяющие последнему неравенству, на-
зываются пограничными функциями экспоненциального типа.

Применим рассуждения из [18, с. 53]. Из (4.5) следует равенство

Поскольку  при , то

Используя экспоненциальную оценку для , мы однозначно определяем погра-
ничную функцию экспоненциального типа :

(4.6)

Следовательно, пограничная функция экспоненциального типа  найдена.
Из (2.2) при  получаем следующее равенство:

Принимая во внимание (4.1), отсюда имеем

(4.7)

С учетом условия 4 из последнего равенства получаем функцию . Таким образом,
функция  найдена.

Поскольку  и  уже найдены, то мы можем получить из (2.5) начальное значение

(4.8)

Из (2.3) при  следует уравнение

Принимая во внимание (4.2), (3.1), (4.1) и (4.7), отсюда имеем

Значит,

(4.9)
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Ввиду (4.7) функция  является точкой покоя системы (4.9). Предположим, что
выполнено следующее

Условие 6. Начальное значение (4.8) для  принадлежит области влияния точки по-
коя .

В силу условия 6 решение  начальной задачи (4.9), (4.8) является пограничной
функцией экспоненциального типа (см. [18, Лемму 3.1]).

Таким образом, функция  определена и, следовательно, найдена асимптотика нулево-
го порядка для решения задачи (1.1), (1.2).

В табл. 1 показана последовательность нахождения членов асимптотики нулевого порядка.
Замечание 1. Условия 3–6 в этой статье аналогичны соответствующим предположениям в [9].
Докажем здесь справедливость этого утверждения для условия 5.
Предположение из [9], соответствующее условию 5 в этой статье, означает в наших обозначе-

ниях, что для каждого  оператор

(4.10)

является устойчивым.
Докажем, что для каждого  спектры операторов (3.2) и (4.10) совпадают. Из этого ре-

зультата будет следовать доказываемое утверждение. Аргумент  в формулах для краткости будем
опускать.

Итак, пусть  – собственное значение оператора (3.2). Тогда существует ненулевой собствен-
ный вектор , соответствующий . Поскольку  для некоторого ненулевого элемен-
та , то

Отсюда, учитывая выражения для проекторов  и , получаем равенство

Следовательно,

т.е.

Таким образом,  является собственным значением оператора (4.10).
Далее, пусть  – собственное значение оператора (4.10). Тогда существует ненулевой соб-

ственный вектор  такой, что

Отсюда получаем равенства

Π τ ≡10 1(0) ( ) 0P x
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Таблица 1. Алгоритм нахождения членов асимптотики нулевого порядка

Члены асимптотики Формулы

(4.1)
(4.2)

(4.4), (4.3)
(4.6)
(4.7)

(4.9), (4.8)

− =0( ( )) ( ) 0I P t x t
− Π τ =10 1( (0)) ( ) 0I P x
− Π τ20 2( (0)) ( )I P x

Π τ20 2(0) ( )P x

0( ) ( )P t x t
Π τ10 1(0) ( )P x



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 60  № 12  2020

ПРОЕКТОРНЫЙ ПОДХОД К АЛГОРИТМУ БУТУЗОВА–НЕФЕДОВА 2079

и

т.е.

В силу условия 2 вектор  отличен от нуля. Следовательно,  является собственным значением
оператора (3.2) с соответствующим собственным вектором .

Таким образом, мы получили доказываемое утверждение.
Аналогичность других условий доказывается подобным образом.
Для доказательства утверждения из замечания 1, касающегося условия 6, мы используем

представление  в виде равенства , где функция  участвует в фор-
мулировке предположения из [9], соответствующего условию 6 в этой статье.

5. АСИМПТОТИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ ВЫСШЕГО ПОРЯДКА

Предположим, что члены ряда (2.1):  и , , , , уже найдены.
Из уравнения (2.2) при  получаем равенство

где правая часть известна. Применяя к этому уравнению оператор , имеем

Отсюда находим

(5.1)

Уравнение (2.3) при  имеет вид

откуда получаем пограничную функцию экспоненциального типа:

(5.2)

Используя (5.1), (5.2), можно найти из (2.6) при  начальное значение

(5.3)

Из (2.4) при  получаем уравнение для :

Это уравнение эквивалентно двум уравнениям:

(5.4)

(5.5)

Сумма двух последних слагаемых в правой части в (5.4) является известной пограничной
функцией экспоненциального типа. Поэтому с учетом условия 3 из (5.4), (5.3) можно найти по-
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граничную функцию экспоненциального типа . Отметим, что подробное дока-
зательство экспоненциальных оценок для пограничных функций приведено в монографии [18].

Поскольку выражение в правой части в (5.5) теперь является известной пограничной функ-
цией экспоненциального типа, то можно аналогично [18, с. 53], получить из (5.5) пограничную
функцию экспоненциального типа :

(5.6)

Следовательно, пограничная функция экспоненциального типа  определена.
Запишем уравнение (2.2) при :

Из этого уравнения получаем следующее соотношение:

(5.7)

В силу (5.1) функция  имеет вид

где  – известная функция, зависящая от , . Учитывая условие 5, из (5.7) можно од-
нозначно определить функцию . Таким образом, функция  найдена.

Затем можно найти из (2.6) при  начальное значение

(5.8)
Из (2.3) при  получаем

откуда следует уравнение

(5.9)

Ввиду (3.1) и (5.2) функция

является известной пограничной функцией экспоненциального типа.
В силу (5.2) функция  имеет вид

где  является известной пограничной функцией экспоненциального типа, зависящей от
, .

Следовательно, уравнение (5.9) является линейным относительно . В [18, Лемма 3.1]
установлено, что решение задачи вида (5.9), (5.8) при условии 5 является пограничной функцией
экспоненциального типа.

Таким образом, мы нашли члены -го порядка в разложении (2.1).
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В табл. 2 показана последовательность нахождения членов -го порядка в разложении (2.1).
Из предыдущих рассуждений вытекает
Теорема 1. При предположениях 1–6 с помощью ортогональных проекторов  на  и 

на  можно построить асимптотическое решение задачи (1.1), (1.2) в виде (2.1). Порядок
определения членов асимптотики -го порядка, , следующий:

6. ИЛЛЮСТРАТИВНЫЙ ПРИМЕР

Для полноты изложения рассмотрим подробно алгоритм нахождения асимптотического ре-
шения первого порядка для следующей начальной задачи вида (1.1), (1.2) на отрезке [0, 0.3]:

(6.1)

(6.2)

Здесь

Нетрудно проверить, что в рассматриваемом примере имеем

Используя проекторы  и , построим асимптотическое решение первого порядка для
задачи (6.1), (6.2).
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Таблица 2. Алгоритм нахождения членов асимптотики -го порядка, 

Члены асимптотики Формулы

(5.1)
(5.2)

(5.4), (5.3)
(5.6)
(5.7)

(5.9), (5.8)

n ≥ 1n
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Равенство (4.1) в этом случае имеет вид

Следовательно, . Аналогичным образом из (4.2) получаем .
Из (4.4) и (4.3) имеем начальную задачу

с единственным решением .

Пограничная функция  находится из (4.6).

Решая уравнение (4.7), получаем .
Начальная задача (4.9), (4.8) для этого примера имеет вид

Отсюда имеем .

Из (5.1) и (5.2) при  получаем соответственно  и .
Из (5.4) и (5.3) получаем следующую начальную задачу для :

Решением последней задачи является .

Из (5.6) находим .
Из (5.7) следует, что .
Из (5.9) и (5.8) получаем начальную задачу

решением которой является .
Таким образом, мы нашли асимптотическое решение первого порядка вида (2.1) для зада-

чи (6.1), (6.2).
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Результаты вычислений при , полученные с помощью Maple 17, приведены на фиг. 1, 2.
Сплошная линия представляет точное решение, линия, состоящая из кружочков, – решение вы-
рожденной задачи, линия, состоящая из крестиков, – приближение нулевого порядка и штрих-
пунктирная линия – приближение первого порядка. На фигурах видно, что асимптотическое ре-
шение ближе к точному, если мы используем асимптотику более высокого порядка. Если будем
использовать меньшее значение , то получим лучшие приближения асимптотических решений
к точному.

7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В данной статье рассматривается новый подход к алгоритму метода пограничных функций

из [9] для асимптотического решения начальных задач вида (1.1), (1.2) в критическом случае.
А именно, алгоритм формулируется с помощью ортогональных проекторов пространства  на

 и . Такой подход наглядно показывает структуру алгоритма для нахождения ча-
стей членов асимптотики любого порядка в дополнительных подпространствах (см. табл. 1, 2).
Отметим, что приведение к жордановой форме является более сложной процедурoй, чем нахож-
дение ортогональных проекторов, которые используются в этой статье, поскольку для последне-
го достаточно знать только собственные векторы, соответствующие нулевым собственным зна-
чениям. На основе табл. 1, 2 может быть написана вычислительная программа для нахождения
асимптотики решения любого порядка с помощью компьютера.

Некоторые результаты этой статьи были анонсированы в [19].
Авторы выражают глубокую признательность В.Ф. Бутузову за полезное обсуждение данной

работы.
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