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Рассмотрена задача излучения радиального электрического диполя, расположенного на оси
вращения осесимметричного тела, состоящего из однородной диэлектрической сферы и
внешнего неоднородного диэлектрического слоя. Новый численный алгоритм, разработан-
ный для решения задачи, основан на проекционном методе, включающем проектирование
полей на поперечные сферические функции в сочетании с применением одномерного метода
конечных элементов в проекционной форме по радиальной координате. Алгоритм также
обобщен на случай, когда внутренняя сфера является идеально проводящей. Приведены чис-
ленные результаты, характеризующие как эффективность самого метода, так и влияние раз-
личных параметров тела на диаграмму направленности диполя. Библ. 31. Фиг. 6.

Ключевые слова: численные методы, рассеяние электромагнитных волн, диэлектрические те-
ла вращения, неоднородные среды.

DOI: 10.31857/S0044466920120121

1. ВВЕДЕНИЕ
Задача рассеяния электромагнитных волн на неоднородных телах вращения представляет

большой интерес в электродинамике: ее решение имеет ряд важных технических приложений в
радиолокации, антенной технике, метеорологии и медицинской диагностике.

В общем случае указанная задача в строгой постановке может быть решена только численны-
ми методами. Их список включает проекционные методы (см. [1]–[8]); метод конечных элемен-
тов (см. [9], [10]); метод, основанный на замене неоднородного тела многослойным телом с од-
нородными слоями с последующим применением метода интегральных уравнений для эквива-
лентных токов на поверхностях слоев (см. [11]) или метода вспомогательных источников
(см. [12]); а также метод объемных интегральных уравнений (см. [13]–[15]).

Уравнения Максвелла в методах из [1], [2] и [5]–[8] проектируются на поперечные векторные
сферические функции, в результате чего задача сводится к системе обыкновенных дифференци-
альных уравнений для коэффициентов разложений полей, зависящих только от радиальной ко-
ординаты. Указанные работы содержат обоснования сходимости алгоритмов, но сами алгорит-
мы не доведены до численной реализации.

Проекционный метод, предложенный в [3] и реализованный в [4], предназначен для решения
осесимметричных задач рассеяния на проводящих телах вращения с неоднородной диэлектри-
ческой оболочкой. Метод включает преобразование координат, сводящее геометрию задачи к
неоднородному сферическому слою, поле в котором представляется в виде разложения по попе-
речным базисным функциям в виде диаграмм направленности кольцевых вспомогательных то-
ков, радиусы и положения которых учитывают геометрию исходного проводящего тела. Пере-
менные коэффициенты указанного разложения, а также постоянные коэффициенты разложе-
ния поля вне слоя по сферическим волнам, определяются путем численного решения системы
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обыкновенных дифференциальных уравнений, полученных в результате проектирования соот-
ветствующего уравнения в частных производных на введенные базисные функции.

Электромагнитные поля в проекционном методе из [9], [10] представляются в виде разложе-
ний по системам векторных собственных функций сферических резонаторов с электрическими
и магнитными стенками. Последующее проектирование уравнений Максвелла на указанные
собственные функции сводит задачу к системе линейных алгебраических уравнений. Такой под-
ход был реализован в [10] для случая возбуждения диэлектрического тела плоской волной, рас-
пространяющейся вдоль оси вращения. Алгебраическая система в этом методе характеризуется
полностью заполненной матрицей, элементы которой приходится вычислять численными мето-
дами. Результаты, приведенные в [10], показывают заметные отличия от данных, полученных
строгим методом для частного случая диэлектрической сферы.

Трехмерный метод конечных элементов (см. [11], [12]) является наиболее мощным средством
для численного решения задачи. Однако при его реализации требуется формировать простран-
ственную сетку, использовать довольно сложные векторные конечные элементы, а также решать
проблему сопряжения конечных элементов в ограниченной области с полем вне указанной об-
ласти, для чего приходится использовать либо искусственный идеально поглощающий слой,
окружающий ограниченную область, либо дополнительные поверхностные интегральные урав-
нения.

Методы из [13], [14] сводят задачу к алгебраическим системам с блочно-трехдиагональными
матрицами, элементы которых, однако, определяются громоздкими формулами для полей коль-
цевых токов и требуют трудоемких численных расчетов.

Применение метода объемных интегральных уравнений (см. [15]–[17]) сводит задачу к алгеб-
раическим системам с полностью заполненными матрицами, элементы которых также требуют
трудоемких расчетов с применением численных методов.

Цель настоящей работы – исследовать возможность применения так называемого гибридно-
го проекционного метода (ГПМ) к электродинамическому анализу неоднородных тел вращения.
ГПМ ранее применялся для анализа волноводно-диэлектрических антенных решеток (см. [18],
[19]), согласующих и поглощающих периодических диэлектрических структур (см. [20]–[22]),
продольно неоднородных диэлектрических переходов в круглых волноводах (см. [23]–[25]) и не-
однородных диэлектрических цилиндров произвольного поперечного сечения (см. [26]–[28]).
Применение ГПМ представляет здесь интерес по нескольким причинам. В отличие от [11], [12],
в нем используются одномерная сетка и простые треугольные конечные элементы в радиальном
направлении. Кроме того, как и в [1], [2], [5]–[8], но в отличие от [3], [4], в нем используются од-
ни те же поперечные функции для представления полей в ограниченной неоднородной области
и в свободном пространстве, что обеспечивает естественный переход от одной области к другой,
благодаря парциальным условиям излучения (см. [1]). Как и в [13], [14], задача здесь также сво-
дится к уравнениям с блочно-трехдиагональными матрицами, но матричные элементы опреде-
ляются простыми выражениями, не требующими трудоемких вычислений. Указанные особен-
ности обеспечивают потенциальные преимущества ГПМ и по сравнению с проекционным ме-
тодом (см. [9], [10]) и методом объемных интегральных уравнений (см. [15]–[17]).

Разработка и исследования алгоритмов, основанных на указанном подходе, здесь ограничи-
ваются случаем осесимметричного возбуждения неоднородного тела вращения радиальным
электрическим диполем, расположенным на оси вращения тела. Этот случай представляет инте-
рес для исследования влияния осесимметричных неоднородных объектов на характеристики из-
лучения антенн, расположенных вблизи них.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И МЕТОД РЕШЕНИЯ
Продольное сечение диэлектрического тела вращения, расположенного в свободном про-

странстве в декартовых координатах x, y, z и сферических координатах r, θ, ϕ, показано на фиг. 1.
Тело содержит однородную сферу радиуса a1 и относительной диэлектрической проницаемости ε1 с
центром, расположенным в начале координат. Указанная сфера окружена неоднородным внеш-
ним слоем с относительной диэлектрической проницаемостью ε(r, θ). Неоднородность слоя мо-
жет проявляться также и отличием его внешней поверхности от сферической поверхности. От-
носительная магнитная проницаемость сферы и неоднородного слоя считается равной единице.

Мы предполагаем, что рассматриваемое тело возбуждается элементарным радиальным элек-
трическим диполем, расположенным на оси вращения z вблизи тела на расстоянии r0 от начала
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координат (фиг. 1). Цель задачи – определить поле, излученное диполем в присутствии тела,
включая диаграмму направленности (ДН) диполя, и поле внутри тела.

Электромагнитное поле, соответствующее возбуждению, указанному выше, содержит азиму-
тальную составляющую напряженности магнитного поля Hϕ, радиальную составляющую напря-
женности электрического поля Er и меридиональную составляющую напряженности электриче-
ского поля Eθ. Указанные составляющие должны удовлетворять уравнениям Максвелла

(1)

(2)

(3)

где ε0 и μ0 – электрическая и магнитная постоянные свободного пространства соответственно,
 – относительная диэлектрическая проницаемость соответствующей области,

(4)

есть плотность тока диполя с дипольным моментом, определяемым электрическим током  и
длиной l, и ω – круговая частота в гармонической зависимости полей от времени, взятой в
виде e–iωt.

Определяя Er и Eθ из (2) и (3) и подставляя их в (1), получаем уравнение

(5)

для магнитного поля Hϕ, где  – волновое число и λ – длина волны в свободном
пространстве.

Введем в рассмотрение сферу радиуса a с центром, расположенным в начале координат, ко-
торая охватывает рассматриваемое тело и диполь, как показано на фиг. 1, и рассмотрим уравне-
ние (5) в областях ,  и . Уравнение (5) для первой области, где  и пра-
вая часть равна нулю, решается хорошо известным методом разделения переменных. Применяя
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этот метод, можно записать решение в виде суперпозиции сферических волн, расходящихся от
рассеивателя

(6)

где Rq – коэффициенты, подлежащие определению, ζq(kr) – функции Риккати–Ханкеля I рода,

(7)

суть ортонормированные поперечные функции, определяемые присоединенными функциями
Лежандра , и

(8)

есть множитель, через который поле диполя в дальней зоне в отсутствиe тела можно определить
формулой

(9)

Решение уравнения (5) для поля в центральной сферической области, не содержащей источ-
ников и где , может быть записано в виде разложения

(10)

с неизвестными коэффициентами Bq, функциями Риккати–Бесселя ψq(k1r) и волновым числом
.

Решение уравнения (5) для поля в области , где  внутри слоя и  вне слоя,
будем искать в виде разложения

(11)

по поперечным функциям (7) с неизвестными коэффициентами Hq(r), зависящими от радиаль-
ной координаты r.
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Магнитное поле (11) должно удовлетворять уравнению (5). Подставляя (11) в (5), проек-
тируя (5) на поперечные функции (7) и учитывая свойства функций Лежандра 
в (7) и

(17)

при интегрировании второго слагаемого в (5) по частям, мы получаем следующую систему обык-
новенных дифференциальных уравнений:

(18)

где ,

(19)

(20)

(21)

суть нормированные полиномы Лежандра и .
Решение дифференциальных уравнений (18) осуществляется с использованием одномерного

метода конечных элементов в проекционной форме, как это делалось в [18]–[28]. Согласно это-
му подходу, решение для Vq(r) ищем в виде разложения

(22)

где Vnq – неизвестные, но уже постоянные, коэффициенты, N – число узлов с координатами
,  и  – треугольные функции (см., например, [18], [19]) с

вершинами, расположенными в указанных узловых точках. Следующая операция – проектиро-
вание уравнений (18) на треугольную функцию . Интегрирование первого слагаемого в (18)
по частям и подстановка (13) и (15) в слагаемые, образующиеся вне интеграла, сводят (18) к ли-
нейным алгебраическим уравнениям

(23)

где  – символ Кронекера и

(24)

суть матричные элементы, определяемые следущими интегралами:
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Уравнение (12), где ka1Hp(a1) = V1p, уравнения (23) и уравнение (14), где kaHp(a) = VNp, об-
разуют полную систему линейных алгебраических уравнений. Ее размер после усечения ра-
вен (N + 2)L, где L – число поперечных функций, учтенных в (6), (10) и (11). Матрица системы
имеет блочно-трехдиагональную структуру, пример которой показан на фиг. 2. Решив получен-
ную систему, мы можем рассчитать поля в центральной сфере и неоднородном слое, а также по-
ле, излученное в свободное пространство. В частности, используя асимптотическое выражение
ζq(kr) ≈ (–1)q+1eikr для функций Риккати–Ханкеля для больших kr и представление поля (6) в виде
(9), мы можем рассчитать ДН диполя в присутствии тела:

(28)

как множитель, стоящий после произведения H0eikr/(kr).

3. МОДИФИКАЦИИ МЕТОДА

Если сфера, введенная для решения задачи, не охватывает электрический диполь, т.е. если
, то алгоритм, описанный выше, может быть модифицирован следующим образом. Полное

поле в свободном пространстве вне указанной сферы при  представляется в виде

(29)

где  соответствует разложению поля диполя, падающего на сферу.

Соотношения (14) и (15), следующие из граничных условий, должны быть заменены форму-
лами

(30)

(31)

правая часть в уравнении (18) должна быть равна нулю, а правые части в уравнениях (23), кото-
рые должны решаться совместно с (12) и (30), должны быть равны .
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Фиг. 2. Пример структуры матрицы системы линейных алгебраических уравнений для N = 6 и L = 5.
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Наконец, ДН (28) должна быть модифицирована в виде

(32)

где первое слагаемое в правой части равно ДН диполя в отсутствиe тела.
Вторая модификация соответствует случаю, когда центральная сфера является не диэлектри-

ческой, а идеально проводящей. Этот случай представляет интерес не только сам по себе, но и
потому, что к нему могут быть сведены задачи рассеяния на несферических проводящих телах
вращения путем соответствующего преобразования координат, как это сделано в [3], [4]. Алго-
ритм решения, описанный в разд. 2, может быть модифицирован для этого случая следующим
образом. Так как поле внутри центральной сферы теперь равно нулю, то поле (10) и соотношение
(12) должны быть исключены из рассмотрения, а левая часть соотношения (13) должна быть рав-
на нулю. Последнее условие исключает первое слагаемое из уравнения (23). В результате размер
усеченной системы уравнений (23) и (14) становится равным (N + 1)L вместо (N + 2)L, имевшим
место в предыдущем случае. После решения системы характеристики излучения диполя могут
быть рассчитаны с использованием (6) и (28) при  или по формулам

(33)

где  и (32) при .

4. РЕАЛИЗАЦИЯ АЛГОРИТМОВ И ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
Алгоритмы, описанные выше, были реализованы в нескольких программах в среде МАТЛАБ.

Интеграл (25) для различных сочетаний n и n' определяется элементарными выражениями
(см. [19, с. 251]). Вычисление интегралов (26) и (27) проводилось с использованием разложения
функций  и  по треугольным функциям, как в (22), с последующим аналитическим
интегрированием произведений указанных функций и их производных. Работа программ кон-
тролировалась несколькими способами, включая сравнение результатов с данными, полученны-
ми другими методами, применимыми к случаю слоя из однородного диэлектрика. Некоторые
примеры и численные результаты, характеризующие возможности метода, приводятся ниже.

Первый пример соответствует однородной диэлектрической сфере радиуса a0 и относитель-
ной проницаемости ε, возбуждаемой диполем, расположенным на расстоянии h от ее поверхно-
сти. Задача в этом случае имеет строгое аналитическое решение. В частности, ДН диполя может
быть рассчитана, согласно (32), где  и

(34)

 и . Сместим теперь эту сферу вниз из начала координат на расстояние , как по-
казано на вставке фиг. 3, и применим ГПМ для решения задачи. Входные параметры задачи
определяются следующим образом: , ,  и . Интегралы
(16) и (19) в этом случае определяются формулами

(35)

(36)

где N1q и N0q – нормировочные коэффициенты, стоящие перед  в (7) и перед Pq в (21), и
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есть косинус угловой координаты точки на поверхности смещенной сферы. Интегралы от про-
изведений присоединенных функций Лежандра в (35) и полиномов Лежандра в (36) вычисля-
лись с использованием соотношения, которое мы вывели для неопределенных интегралов,

(38)

для  и рекуррентного соотношения

(39)

для , причем (39) вычисляется с использованием (38) и явных выражений  и
.

Результаты расчетов амплитудной ДН диполя |F(θ)| при a0 = 0.5λ, ε = 3 и h = 0.3λ приведены
на фиг. 3. Кружочки 1 соответствуют ДН, рассчитанной с использованием строгой формулы (34)
при учете L = 15 членов ряда (32). Указанное значение L обеспечивает стабилизацию первых че-
тырех значащих цифр амплитудной ДН диполя. Кривые 2, 3 и 4 соответствуют применению
ГПМ для сферы, смещенной вниз на расстояние z0 = 0.2λ. Результаты получены при учете L = 19
членов рядов (6), (10), (11) и (28) при различном числе треугольных функций N. Мы видим, что
результаты сходятся к точному решению при увеличении N.

Амплитудные ДН диполя в задаче с геометрическими параметрами, указанными выше, но для
однородной сферы с проницаемостью ε = ε1 = 0.4 + 0.2i, соответствующей плазме на частоте,
превышающей плазменную частоту (см. [29]), приведены на фиг. 4. Здесь мы также наблюдаем
сходимость результатов, полученных предлагаемым методом, к результатам точного решения.
Расчеты, проведенные для других значений параметров сферы, показали, что с увеличением раз-
меров и проницаемости сферы требуется учитывать большее число членов разложения по сфе-
рическим функциям L и по треугольным функциям N для достижения высокой точности, что яв-
ляется ожидаемым результатом. В качестве начальных значений выбирались L = [2ka] и N =
= [(a – a1)/50], где [x] означает целую часть числа x. Уточнение указанных значений далее осу-
ществлялось в ходе численного эксперимента при проверке сходимости результатов.

Второй пример соответствует электрическому диполю, расположенному над идеально прово-
дящей сферой радиуса a1, расположенной внутри диэлектрического сфероида, один из фокусов
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Фиг. 3. Амплитудная ДН диполя в присутствии однородной сферы радиуса 0.5λ и относительной проницаемо-
сти 3: 1 – аналитическое решение, L = 15; 2, 3 и 4 – ГПМ, L = 19, N = 5 (2), 11 (3) и 41 (4).
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которого совпадает с центром сферы, как показано на вставке фиг. 5. Размеры сфероида задают-
ся его апофокусным расстоянием, совпадающим с радиусом внешней сферы a, и перифокусным
расстоянием b. Указанные параметры определяют размер большой полуоси ae = (a + b)/2 и фо-
кусное расстояние fe = (a – b)/2, через которые можно определить размер малой полуоси

. Будем считать, что проницаемость сфероида зависит только от радиальной
координаты и зададим эту зависимость линейной функцией

(40)

где  и . Функции (16) и (19) в этом случае определяются формулами
 для  и формулами (35) и (36) для , где ε следует заме-

нить на ε(r), а косинус угловой координаты точки на поверхности тела теперь определяется вы-
ражением

(41)

полученным с использованием уравнения эллипса , записанного в поляр-
ных координатах с полюсом в фокусе, где  – фокальный параметр и

 – эксцентриситет.
Амплитудные ДН диполя, соответствующие геометрическим параметрам a1 = 0.4λ, a = 1.5λ,

b = 0.5λ и r0 = 0.7λ, приведены на фиг. 5. ДН 1 и 2 получены для случая однородного сфероида с
проницаемостью εa1 = εa = 3. В этом случае задача также была решена методом вспомогательных
источников (см. [30]) с использованием осесимметричных кольцевых азимутальных магнитных
токов. Две системы по 160 источников располагались на софокусных сфероидальных вспомога-
тельных поверхностях с размерами больших полуосей, равных , и 40 источников рас-
полагались на сферической вспомогательной поверхности радиуса  внутри централь-
ной сферы. Угловые координаты источников на сфероидах задавались параметрически (см.
[31]), что обеспечило наиболее быстрое уменьшение невязки выполнения граничных условий, а
на сфере – равномерное. Указанные параметры обеспечивают выполнение граничных условий
на поверхности диэлектрического сфероида и на поверхности внутренней сферы с погрешно-
стью, не превышающей 10–6. ДН диполя, соответствующая МВИ, показана кривой 1, которую
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Фиг. 4. Амплитудная ДН диполя в присутствии однородной сферы радиуса 0.5λ и относительной проницаемо-
сти 0.4 + 0.2i: 1 – аналитическое решение, L = 15; 2, 3 и 4 – ГПМ, L = 19, N = 5 (2), 11 (3) и 21 (4).
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мы используем в качестве эталона. ДН 2 соответствует ГПМ, примененному с использованием
L = 41 поперечных функций и N = 100 треугольных функций. ДН 3, полученная ГПМ с исполь-
зованием указанного количества поперечных и треугольных функций, соответствует неоднород-
ному сфероиду без потерь с εa1 = 3 и εa = 1, а ДН 4 – сфероиду с потерями при εa1 = 3 + 0.4i и εa = 1.
Мы видим, что и неоднородный диэлектрик, и наличие потерь в этом случае могут заметно вли-
ять на форму ДН диполя.

Фиг. 5. Амплитудная ДН диполя в присутствии идеально проводящей сферы, расположенной внутри диэлек-
трического сфероида: 1 – МВИ, ε = 3; 2, 3 и 4 – ГПМ, L = 41, N = 101, εa1 = εa = 3 (2), εa1 = 3 и εa = 1 (3) и εa1 =
= 3 + 0.4i и εa = 1 (4).
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Фиг. 6. Амплитудная ДН диполя в присутствии идеально проводящей сферы, расположенной внутри плазмен-
ного сфероида: 1 – МВИ, ε = 0.4; 2, 3 и 4 – ГПМ, L = 41, N = 101, εa1 = εa = 0.4 (2), εa1 = 0.4 и εa = 1 (3) и εa1 =
= 0.4 + 0.4i и εa = 1 (4).
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Амплитудные ДН диполя, соответствующие геометрическим параметрам, указанным выше,
но со сферой, находящейся внутри плазменного сфероида, приведены на фиг. 6. ДН 1 и 2, соот-
ветствующие однородному сфероиду с εa1 = εa = 0.4, получены с использованием МВИ и ГПМ с
входными параметрами, такими же, как и в предыдущем случае. Здесь мы снова наблюдаем хо-
рошее совпадение результатов, полученных разными методами. ДН 3, полученная с использова-
нием ГПМ, соответствует неоднородному плазменному сфероиду без потерь при εa1 = 0.4 и εa = 1, а
ДН 4 – неоднородному плазменному сфероиду с потерями при εa1 = 0.4 + 0.4i и εa = 1. Мы видим,
что радиальная неоднородность сфероида и наличие потерь в нем приводят к изменениям фор-
мы ДН диполя. Однако влияние указанных факторов здесь не столь значительно по сравнению
со случаем обычного диэлектрика, рассмотренного выше (фиг. 5). Это различие объясняется бо-
лее слабым проникновением поля диполя внутрь сфероида в случае плазмы, и поэтому более
слабыми эффектами переотражения волн между внутренними поверхностями.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В статье рассмотрена задача возбуждения неоднородного диэлектрического тела вращения в

виде однородной диэлектрической или идеально проводящей сферы, окруженной неоднород-
ной диэлектрической оболочкой, радиальным электрическим диполем, расположенным на оси
вращения. Для решения задачи были разработаны несколько алгоритмов, основанных на ГПМ,
включающем проектирование электромагнитных полей на поперечные сферические функции и
применение одномерного метода конечных элементов для решения полученной системы обык-
новенных дифференциальных уравнений.

Разработанные алгоритмы реализованы в соответствующих программах на языке МАТЛАБ,
работа которых была проверена несколькими способами. Проверки включали рассмотрение од-
нородной диэлектрической сферы, задача возбуждения которой допускает строгое аналитиче-
ское решение. ГПМ в этом случае был применен для сферы с центром, смещенным из начала ко-
ординат, и продемонстрирована сходимость результатов к точному решению при увеличении
числа функций, учитываемых в разложении искомых полей. Вторым объектом, использованным
для проверки, была идеально проводящая сфера, расположенная внутри однородного вытянуто-
го диэлектрического сфероида. Результаты решения задачи с использованием ГПМ в этом слу-
чае сравнивались с результатами, полученными методом вспомогательных источников с контро-
лируемой точностью выполнения граничных условий на поверхностях сферы и сфероида.

В работе также получены новые результаты для ДН диполя в присутствии проводящей сферы,
окруженной неоднородной диэлектрической оболочкой в форме вытянутого сфероида с зависи-
мостью проницаемости сфероида от радиальной координаты по линейному закону. Показано,
что ДН диполя в случае оболочки из обычного диэлектрика заметно отличается от ДН диполя
для случая однородной оболочки. Результаты также показывают заметное влияние потерь в обо-
лочке на форму ДН, что объясняется проникновением поля диполя внутрь сфероида и переот-
ражениями между поверхностью последнего и поверхностью внутренней сферы.

Аналогичные результаты были получены также для случая плазменного сфероида на частоте,
превышающей плазменную частоту. В этом случае влияние неоднородности оболочки и наличие
потерь в ней на форму ДН диполя оказываются слабее, чем для случая обычного диэлектрика,
что объясняется более слабым проникновением поля диполя внутрь сфероида.
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