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ВВЕДЕНИЕ

Рассмотрим гильбертово пространство  измеримых и интегрируемых с квадратом на от-
резке  комплексных функций. Через  обозначим пространство

 со скалярным произведением

где . Таким образом, норма, порождаемая этим скалярным произведением,
задается следующим образом:

Целью настоящей работы является изучение спектральных характеристик оператора четвер-
того порядка , который определяется дифференциальным выраже-
нием

где  и  – матрицы размера , причем элементы этих матриц
 и  принадлежат пространству .

1)Работа выполнена при финансовой поддержке гранта Президента РФ для молодых ученых-кандидатов наук
(МК-1056.2018.1, соглашения 075-02-2018-433 и 075-15-2019-848).
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ПОЛЯКОВ

Через  обозначим матрицу , где , . Всюду в дальней-

шем будем предполагать, что матрица  подобна диагональной матрице, т.е. является матрицей
простой структуры (см. [1, Гл. III, § 8]). Область определения 
оператора  задается квазипериодическими краевыми условиями вида

где , .
Перейдем к описанию истории исследования введенного класса операторов. Изучение

асимптотических формул собственных значений для дифференциальных операторов высших
порядков с матричными коэффициентами и интегрируемыми элементами, по-видимому, нача-
лось со статьи Д. Биркгофа и Р. Лангера [2]. В [2] были выделены регулярные краевые условия и
доказаны теоремы о разложении функций из области определения регулярных операторов в ря-
ды по их корневым функциям. Эти результаты в модифицированном виде представлены в книге
М.А. Наймарка [3, Гл. III]. В классе регулярных краевых условий выделяется подкласс усиленно
регулярных условий. В скалярном случае Н. Данфорд [4] показал, что корневые функции уси-
ленно регулярного обыкновенного дифференциального оператора образуют безусловный базис.
А.А. Шкаликов в [5] показал, что для регулярных операторов можно гарантировать только без-
условную базисность со скобками. Причем в скобки нужно объединять только члены, отвечаю-
щие асимптотически сближающимся собственным значениям. Общие результаты о базисности
Рисса обыкновенных дифференциальных операторов высших порядков и более сложных крае-
вых задач с нелинейным вхождением спектрального параметра в уравнение и краевые условия
были получены А.А. Шкаликовым в [6]. Им же было отмечено [7], что метод [6] позволяет дока-
зать безусловную базисность со скобками корневых функций регулярных обыкновенных диф-
ференциальных операторов и в матричном случае. Кроме того, для усиленно регулярного случая
гарантируется безусловная базисность без скобок. Обобщение этих результатов выполнено
Л.М. Лужиной в [8].

Конечно, наиболее популярным объектом для исследований в спектральной теории диффе-
ренциальных операторов является несамосопряженный оператор Штурма–Лиувилля. В мат-
ричном случае для этого оператора О.А. Велиев в работе [9] рассмотрел квазипериодические кра-
евые условия и нашел достаточные условия на матричные коэффициенты, гарантирующие уси-
ленную регулярность. В этой же работе он получил асимптотические формулы для собственных
значений в случае негладких (интегрируемых) матричных коэффициентов и доказал базисность
Рисса корневых функций в пространстве  для усиленно регулярных операторов. Позднее,
Н.Б. Усковой в [10] для случая квадратично интегрируемых матричных коэффициентов удалось
усилить результаты [9] по оценке остатка в асимптотических формулах для собственных значе-
ний. Дальнейшие уточнения и обобщения результатов по асимптотикам собственных значений
и безусловной базисности корневых функций были проведены в работах О.А. Велиева [11], [12],
[13], Ф. Шерефа и О.А. Велиева [14].

В настоящей статье мы получим асимптотические формулы для собственных значений диф-
ференциального оператора  при , , а также сравним эти результаты с ранее извест-
ными. Отдельный интерес будет представлять случай . Основным методом исследования
данной работы является один из вариантов метода подобных операторов (см. [15]–[17], а также
[10]). Однако здесь будет развита новая адаптированная схема этого метода, отличающаяся от
схемы в упомянутых работах. Данная модификация позволит усилить известные ранее результаты.

Прежде чем перейти к формулировке основных результатов настоящей работы, мы введем не-
которые обозначения. Напомним, что , . Представим оператор  в виде

, где , , и ,
. Оператор  будет играть роль невозмущенного оператора, а опера-

тор  – роль возмущения. Спектр оператора  дискретный и его собственные значения имеют
вид , , . Соответствующими собственными векторами являются

функции , , , , где векторы , , образуют ор-
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тонормированный базис в . Кроме этого, для любого  определим проектор Рисса ,
, следующим образом:

(0.1)

Определение 1. Для любой ограниченной матрицы , действующей в , ее среднее арифме-
тическое собственных значений определяется в виде

где  – собственные значения матрицы .
Отметим, что в некоторых работах (см., например, [10]) приводимое понятие называлось

взвешенным средним собственных значений. Однако в статье мы будем употреблять, на наш
взгляд, более корректный термин.

Теорема 1. Существует такое число , для которого спектр оператора  представим в виде

(0.2)

где  – конечное множество и  – не более чем -точечное множество. Кроме того, каждое из
множеств  совпадает со спектром сужения оператора  на подпространство , .

Тогда для  справедливо следующее асимптотическое представление:

(0.3)

где , , – собственные значения матрицы .

В связи с тем, что собственные значения матрицы  могут быть кратными, то в данном слу-
чае мы можем говорить только об асимптотических формулах для среднего арифметического
собственных значений.

Так как сформулированная теорема описывает наиболее общую ситуацию, то далее мы изучим
различные частные случаи.

Теорема 2. Существует такое число , для которого спектр оператора  представим в ви-
де (0.2). Если собственные значения , , матрицы  являются простыми, то имеет ме-
сто следующая асимптотика:

Асимптотические формулы, полученные в теоремах 1 и 2, уточняют соответствующие резуль-
таты из [11, теоремы 1, 2].

Всюду далее единым символом  обозначаются различные положительные постоянные.

Теперь пусть матрицы  и  оператора  имеют размер , т.е. каждая матрица состоит из
одного элемента. Эти элементы мы будем обозначать через  и . Каждый из них принадлежит
пространству  и, следовательно, имеют место следующие разложения:

где  и  – коэффициенты Фурье функций  и  соответственно. Таким образом, в этом случае
оператор  является обыкновенным дифференциальным оператором четвертого порядка с не-
гладкими комплексными коэффициентами. Для него имеют место следующие результаты.
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Теорема 3. Пусть элементы  и  принадлежат пространству . Тогда оператор  являет-
ся оператором с дискретным спектром и существует такое число , что его спектр предста-
вим в виде (0.2). Для собственных значений , , имеет место следующая оценка:

(0.4)

где  – некоторая суммируемая последовательность.
Замечание 1. Асимптотический член со знаком суммы в формуле (0.4) допускает следующую оценку

где  – некоторая суммируемая с квадратом последовательность. Конкретный вид этой последователь-
ности будет приведен при доказательстве теоремы 3. Таким образом, приведенный член асимптотики яв-
ляется вторым приближением.

Теорема 4. Пусть коэффициенты  и  являются функциями с ограниченной вариацией. Тогда
оператор  является оператором с дискретным спектром, причем для некоторого числа  его
спектр представим в виде (0.2). Собственные значения , , допускают асимптотическое
представление вида

Наконец, перейдем к рассмотрению важного, но не описанного выше случая. Если в краевых
условиях положить  и , то оператор  становится оператором с периодическими и ан-
типериодическими краевыми условиями. Поскольку изучение асимптотики собственных значе-
ний в этом случае сопряжено с определенными сложностями (см. [13]), то мы ограничимся здесь
только одномерным случаем. При исследовании мы возьмем за основу разрабатываемую в этой
статье схему (также с некоторыми модификациями). Чтобы упростить изложение, мы сохраним
принятые ранее обозначения. Тогда матрицы  и  также имеют размер  и элементы этих
матриц есть функции ,  из пространства . Оператор  является дифференциальным опе-
ратором четвертого порядка с негладкими коэффициентами с периодическими или антиперио-
дическими краевыми условиями. Исследование спектральных свойств этого оператора пред-
ставляет самостоятельный интерес, который вызван интересными приложениями в различных
задачах механики (см. [18, Гл. I, § 2.3]), в оптике и акустике (см. [19]), а также при исследовании
проводимости нанотрубок (см. [20]). Кроме того, рассматриваемый оператор описывает колеба-
ния балок, пластин, оболочек и сжатого стержня на упругом основании (см. [21], [22]).

Спектральный анализ самосопряженного дифференциального оператора четвертого порядка
с негладкими периодическими коэффициентами был проведен в ряде статей А.В. Баданина и
Е.Л. Коротяева. В работе [23] были исследованы спектральные зоны, характеристики спектра, а
также выписывалась асимптотика собственных значений. Последний результат был позднее
уточнен в [24]. Автором в [25] и [26] были исследованы различные спектральные характеристики
оператора , , в том числе и асимптотика собственных значений. В работе [27] О.А. Ве-
лиев рассмотрел дифференциальный оператор произвольного порядка, область определения ко-
торого задается периодическими и антипериодическими краевыми условиями. В этой работе
были выписаны асимптотические формулы для собственных значений, а также условия, при ко-
торых собственные и присоединенные функции этого оператора образуют базис Рисса в .
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Теперь приведем основные результаты этой части. Первая теорема посвящена асимптотике
собственных значений оператора , . По сравнению с [25, теорема 1], [26, теорема 1] и
[27, теоремы 1, 2], в формулируемой далее теореме уточняется формула второго приближения, а
также формула остаточного члена.

Теорема 5. Оператор , , является оператором с дискретным спектром и существует
такое число , что его спектр представим в виде (0.2). При этом  – конечное множество

с числом точек, не превосходящим , а множество  определяется в виде . Соб-
ственные значения , , допускают следующую асимптотическую оценку:

(0.5)

где  – некоторая суммируемая последовательность.
Замечание 2. Подробные оценки на асимптотические члены будут приведены при доказательстве этой

теоремы.
Как и ранее, рассмотрим несколько частных случаев.
Следствие 1. Пусть элементы  и  являются вещественными. Тогда имеем

где ( ) – суммируемая последовательность.
Теорема 6. Пусть элементы  и  являются функциями с ограниченной вариацией. Тогда спектр

 оператора , , представим в виде (0.2) и для , , справедливо следующее со-
отношение:
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Результат теоремы 6 усиливает соответствующий результат из [25, теорема 2], [26, теорема 2].
Известно (см. [26, теорема 8]), что оператор ,  является секториальным и генери-

рует аналитическую полугруппу операторов. Там же было выписано асимптотическое представ-
ление этой полугруппы. Однако приведенное представление было очень громоздким. На основе
уточненной асимптотики собственных значений из теоремы 5, а также вида полугруппы из [28,
Гл. 1, разд. 6], в теореме 14 будет выписано более точное и компактное представление указанной
полугруппы.

Статья организована следующим образом. В разд. 1 мы проведем исследование абстрактных
операторов, которые по своим спектральным свойствам близки к рассматриваемому оператору .
В частности, будет выписана базовая теорема для асимптотики собственных значений. В разд. 2
будет проведено предварительное преобразование подобия оператора  к оператору, спектраль-
ные свойства которого были изучены в разд. 1. В разд. 3 будут доказаны основные результаты на-
стоящей работы для , . Последний разд. 4 посвящен доказательству результатов для
оператора  в одномерном случае для периодических и антипериодических краевых условий.

Результаты настоящей работы частично анонсированы в заметке [29].

1. АБСТРАКТНЫЕ ОПЕРАТОРЫ, БЛИЗКИЕ К ОПЕРАТОРУ , И ИХ СВОЙСТВА
В настоящем разделе мы будем изучать спектральные свойства абстрактного оператора, кото-

рый имеет схожую с оператором  структуру. Здесь мы построим адаптированную схему ис-
пользуемого метода, которую ниже непосредственно применим к оператору . Однако начнем
с формулировок основных положений.

Пусть  – комплексное сепарабельное гильбертово пространство,  – банахова алгебра
линейных ограниченных операторов, действующих в , с нормой .

Определение 2. Два линейных оператора , , называются подобными,
если существует непрерывно обратимый оператор  такой, что , ,

. Оператор  называется оператором преобразования оператора  в .
Интерес к изучению подобных операторов связан с тем, что они обладают рядом совпадаю-

щих спектральных свойств (см. [17, лемма 1]). В частности, у подобных операторов совпадают их
спектры.

Рассмотрим некоторый замкнутый линейный оператор . Через  и 
обозначим спектр и резольвентное множество оператора  соответственно. Символом 
обозначим банахово пространство операторов, действующих в  и подчиненных оператору .
Некоторый линейный оператор  принадлежит пространству , если

 и конечна величина . Эта величина
принимается за норму в .

Далее мы перейдем к исследованию оператора . Как правило, интересующие нас спек-
тральные свойства оператора  хорошо изучены для оператора , но между  и  нет по-
добия. Метод подобных операторов предлагает решить эту проблему следующим образом. По-
средством подобия оператор  сводится к изучению оператора , где  имеет неслож-
ную структуру, а сам оператор  достаточно прост для исследования интересующих нас
спектральных свойств. Тогда согласно определению 2 теми же свойствами будет обладать и опе-
ратор . Для того чтобы осуществить указанное подобие операторов, необходим некоторый
технический аппарат.

Определение 3 (см. [15], [16]). Пусть  – линейное подпространство операторов из  и
,  – трансформаторы (т.е. линейные операторы в пространстве линей-

ных операторов). Тройка  называется допустимой тройкой для оператора , а  – про-
странством допустимых возмущений, если выполнены следующие условия:

1)  – банахово пространство со своей нормой , непрерывно вложенное в ;

2)  и  – непрерывные трансформаторы, причем  – проектор;
3) ,  для любого  и  – единственное ре-

шение уравнения , удовлетворяющее условию ;
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4) ,  для всех  и существует такая постоянная , что  и
;

5) для любого  и любого  существует  такое, что .

Поясним введенные здесь объекты. Обычно в качестве пространства  выбирается удобное
банахово или гильбертово пространство. Оператор  отвечает за оператор, получаемый при по-
добии (аналог оператора ). Введение оператора  тесно связано с построением оператора пре-
образования  из определения 2. Более детально это прояснится после формулировки основной
теоремы о подобии. Стоит отметить, что построение допустимой тройки осуществляется не
единственным образом. Мы руководствуемся исключительно удобством ее использования, на-
личием тех или иных свойств у входящих в нее трансформаторов, а также характером итоговых
результатов.

Теорема 7 (см. [15], [16]). Пусть  – допустимая тройка для оператора  и оператор 
принадлежит . Если выполняется условие

(1.1)

то оператор  подобен оператору , где оператор  есть решение нелинейного опе-
раторного уравнения

(1.2)

Это решение можно найти методом простых итераций, полагая ,  и т.д. При этом
оператор  является сжимающим в шаре . Преобразование по-
добия оператора  в оператор  осуществляет обратимый оператор .

Доказательство этой теоремы можно найти в [15, теорема 1.5] или в [16, теорема 19.2]. Условие (1.1)
служит условием существования решения у нелинейного уравнения (1.2). Вид указанного урав-
нения непосредственно связан с оператором преобразования . При этом выполнение
условий 3)–5) определения 3 гарантируют его обратимость, а также инвариантность относитель-
но области определения . Таким образом, выполняются все свойства подобных операторов
из определения 2.

Отметим, что поскольку  является проектором, то теорему 7 можно рассматривать как тео-
рему о подобии оператора  оператору  блочно-диагонального вида относительно
“базиса” , в котором оператор  имеет диагональный вид. Таким образом, указанная схема поз-
воляет значительно упростить изучение необходимых нам спектральных свойств у исходного
оператора .

Теперь мы применим описанную выше схему метода к операторам, спектральные свойства
которого схожи с оператором . До конца раздела мы будем считать, что , . В роли
невозмущенного оператора рассмотрим нормальный линейный оператор  с
дискретным спектром. Предположим, что собственные значения этого оператора -кратны и
имеют вид

Таким образом, спектр  оператора  допускает представление вида , где
, , , и , , – конечные множества. Соответствующие собственные

функции обозначим через , , . Предположим, что они образуют ортонормиро-
ванный базис в . Символом , , обозначим проектор Рисса, построенный по спектраль-
ному множеству . Для любого  этот проектор определяется формулой (0.1). Следователь-
но, , , .

Замечание 3. Как мы уже отмечали выше, оператор  обладает точно такими же спектральными свой-

ствами, как и оператор  для , . При этом для собственных значений, собственных функ-

ций и проекторов будут использоваться те же обозначения, что и для оператора .
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Через  мы обозначим идеал операторов Гильберта–Шмидта с нормой  (см. [30, Гл. 3,
разд. 9]). Каждому оператору  поставим в соответствие блочную матрицу ,
составленную из операторов , . Так как проекторы , , являются орто-

проекторами, то норма в  задается формулой .

Для любого  рассмотрим нормальный оператор  следую-
щего вида:

с областью определения

Теперь у нас есть все необходимые объекты, чтобы перейти к построению допустимой трой-
ки. Согласно определению 3 она будет состоять из пространства допустимых возмущений , а
также двух трансформаторов.

Банахово пространство допустимых возмущений  будет состоять из операторов ,
представимых в виде

В качестве нормы оператора  в пространстве  принимается величина .
Теперь перейдем к построению необходимых трансформаторов, которые мы будем обозна-

чать через  и . Для этого определим более общие трансформаторы  и , которые будут иг-
рать вспомогательную роль. Пусть

(1.3)

Для  зададим оператор  на операторных блоках
. Для каждого , , определим трансформатор  как

, где  – решение уравнения , , и  для любого . Заме-
тим, что последнее уравнение переписывается в виде

(1.4)

где  – сужение оператора  на подпространство  для любого . Так как
, , то каждое из уравнений (1.4) разрешимо, а также

Корректность определения операторов  и , а также их ограниченность устанавливаются
по схеме [26, лемма 1].

Продолжения трансформаторов  и  на пространство , которые в дальнейшем будут
обозначаться теми же символами, для любого оператора  будут задаваться в виде

(1.5)

Для любого  определим семейство трансформаторов  и  следующим образом:

(1.6)

(1.7)

где . В силу принадлежности  пространству  ряды в (1.3), (1.6) и (1.7) являются
сходящимися в равномерной операторной топологии.
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Поскольку трансформаторы  и  строятся по трансформаторам  и , то продолжения
трансформаторов  и  на пространства  и  также осуществляются формулами (1.5).

Замечание 4. По сути трансформаторы  и  образуются “вырезанием” из соответствующих транс-
форматоров  и  конечномерного блока. Таким образом,  и  отличаются от трансформаторов  и

 на операторы конечного ранга. Зависимость от  в трансформаторах  и  вводится для двух целей.
Во-первых, для того чтобы можно было проконтролировать величину , которая должна быть доста-
точно малой. Это требование станет более понятным при проведении предварительного преобразования
подобия в следующем разделе (см. лемму 5). Во-вторых, для снятия некоторых ограничений на оператор . Ес-
ли продолжать работать с трансформатором , то несложно доказать оценку . Согласно теореме 7
подобие возможно при выполнении условия (1.1). Следовательно, чтобы осуществлять дальнейшие по-
строения, необходима малость . Соответственно, вводя трансформатор  и выбирая число  доста-
точно большим, можно снять это ограничение.

Выпишем некоторые свойства построенных трансформаторов. Непосредственно из (1.6) и
(1.7) для любых операторов  и при  справедливы равенства:

(1.8)

Таким образом, тройка  построена. Для применения теоремы 7 необходимо, чтобы
эта тройка была допустимой. Этот результат будет сформулирован в следующей лемме.

Лемма 1. Для любого  тройка  является допустимой для оператора  и имеет
место оценка

Доказательство проводится аналогичным образом как и [26, лемма 4].
Далее до конца этого раздела мы будем предполагать, что возмущение  принадлежит постро-

енному выше пространству . Тогда на основе абстрактной теоремы 7 мы можем сформулиро-
вать основную теорему о подобии уже для рассматриваемого оператора .

Теорема 8. Пусть число  таково, что выполнено условие

(1.9)

Тогда оператор  подобен оператору , где  является решением нелинейного
уравнения

(1.10)

которое можно найти методом простых итераций, полагая , , … . При этом оператор
 является сжимающим в шаре . Оператором преобразования 

является оператор .
Доказательство непосредственно следует из леммы 1 и теоремы 7.
Используя эту теорему, мы перейдем к анализу спектра оператора .
Теорема 9. Пусть выполнено условие (1.9). Тогда оператор  имеет дискретный спектр, ко-

торый совпадает со спектром оператора

(1.11)

Кроме того, справедливы следующие равенства:

(1.12)

где  – сужение оператора  на инвариантное подпространство  и  –
сужение оператора  на подпространство , .

Доказательство. Поскольку оператор  является оператором с дискретным спектром, а опе-
ратор  – ограничен, то оператор  также является оператором с дискретным спек-
тром. По теореме 8 оператор  подобен оператору . Тогда из их подобия следует, что
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 также является оператором с дискретным спектром и имеет место равенство
.

Непосредственно из формулы (1.6) следует формула (1.11). Кроме того, из теоремы 8 и [17,
лемма 1] следует, что оператор  вида (1.11) перестановочен со всеми проекторами ,

, . Следовательно, подпространства , , , являются
инвариантными для оператора . Если , то существует собственный век-
тор  такой, что . Таким образом, из вида оператора  следуют ра-
венства

(1.13)

где  – сужение оператора  на ,  – сужение оператора  на ,
. Так как , т.е. система проекторов образует разложение единицы,

то из (1.13) следует, что хотя бы один из векторов , ,  ненулевой. Следователь-
но,  – собственное значение соответствующего оператора из семейства операторов ,

, . Таким образом, имеет место вложение

Обратное вложение очевидно. Следовательно, установлено равенство (1.12). Теорема доказана.
Таким образом, теоремы 8 и 9 позволили свести изучение спектральных характеристик опе-

ратора  к исследованию характеристик оператора . Следующая теорема посвяще-
на описанию алгоритма нахождения асимптотических формул для среднего арифметического
собственных значений оператора .

Теорема 10. Пусть выполнено условие (1.9) и спектр оператора  представим в виде (1.12).
Тогда множества , , не более чем -точечны. При этом среднее арифметическое соб-
ственных значений каждого из этих множеств совпадает со средним арифметическим собственных
значений матрицы , которая допускает представление вида

(1.14)

где  – единичная матрица,  – матрица размером , состоящая из элементов ,

. Кроме того, для числа  норма матриц  удовле-
творяет оценкам

(1.15)

Доказательство. Отметим, что при доказательстве мы часто будем использовать равенства (1.8).
Применим к уравнению (1.10) с  слева и справа проектор . Тогда

(1.16)

Представим оператор , , в следующем виде:

Умножим справа обе части последнего равенства на оператор . Тогда

(1.17)

Оценим второй множитель в правой части (1.17). Используя соотношения (1.8), получаем
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где

Теперь перейдем к оценке величины . Вновь применим к уравнению (1.10)
проекторы . Тогда

Оценивая обе части последнего равенства, получаем

Таким образом, если выполнено условие , то имеет место неравенство
. Следовательно,

(1.18)

Из неравенств (1.17) и (1.18) следует оценка

(1.19)

где . Отметим, что первое значение в  отвечает за пред-
ставление спектра (1.12), а второе – за выполнение неравенства .

Рассмотрим сужения операторов из равенства (1.16) на подпространства , . Матри-
цы, отвечающие этим операторам, обозначим соответственно через ,  и . Тогда, учиты-
вая принадлежность оператора  пространству , из формулы (1.16) следует представ-
ление (1.14). Кроме того, для матрицы , которая соответствует оператору , в силу
(1.19) имеет место неравенство (1.15).

2. ПРЕДВАРИТЕЛЬНОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ПОДОБИЯ

Возвращаемся к изучению оператора , где , . Всюду в дальнейшем в
качестве пространства  мы возьмем пространство . Для исследования оператора  мы
применим схему, построенную в разд. 1. В качестве оператора  будет выступать невозмущен-
ный оператор . Далее используем построенную выше допустимую тройку. Для применения
описанной ранее схемы необходимо (см. теорему 8), чтобы оператор  принадлежал простран-
ству . Однако непосредственный подсчет показывает, что это не так. Оператор  принадлежит
только пространству . В связи с этим осуществим предварительное преобразование подо-
бия (см. [17, Предположение]). Оно заключается в том, чтобы посредством подобия свести изучение
оператора  к оператору , где оператор  уже принадлежит пространству , а оператор 
строится по оператору . Конкретный вид этого оператора будет уточнен ниже. Тогда к опера-
тору  мы сможем применить схему, построенную в разд. 1.

Технически предварительное преобразование подобия заключается в проверке пяти свойств
(см. [17, Предположение] и лемму 5 настоящей работы), частично похожих на свойства допусти-
мой тройки. Поэтому построение оператора преобразования и конкретный вид оператора  по
сути затрагивает те же вопросы разрешимости нелинейных уравнений, что и раньше.

/
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Итак, за основу мы берем допустимую тройку, построенную в разд. 1. Поскольку оператор 
принадлежит пространству , то операторы  и  корректно определены формулами (1.6)

и (1.7) с помощью продолжений вида (1.5). Напомним, что спектр оператора  дискретный и его
собственные значения имеют вид

Соответствующими собственными векторами являются функции

где векторы , , образуют ортонормированный базис в . Следовательно, собствен-
ное подпространство  является -мерным. Как и ранее, через  обознача-
ется проектор Рисса, который для любого  определяется формулой (0.1).

Предварительное преобразование подобия мы начнем с изучения свойств оператора . Пред-
ставим его в виде

Так как элементы  и , , матриц  и  принадлежат пространству , то име-
ют место разложения

где  и  – коэффициенты Фурье функций  и  соответственно. Кроме того, в силу равен-
ства Парсеваля имеем

Используя приведенные разложения, оценим элементы ,  блоков матричного пред-
ставления операторов  и  соответственно. Справедливы следующие равенства:

Аналогичным образом получаются соотношения для элементов . Таким образом, имеют ме-
сто оценки:

(2.1)

Далее, используя полученные неравенства, переходим к исследованию операторов, участву-
ющих в предварительном преобразовании подобия.

Лемма 2. Для любого  операторы  принадлежат пространству  и для достаточно
большого  выполняется неравенство . Кроме того, для  имеют место оценки

(2.2)
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Доказательство. Поскольку , то в силу линейности трансформатора , получим
. Установим, что оператор  принадлежит пространству . Для этого снача-

ла покажем, что . Воспользуемся первым неравенством из (2.1). Тогда имеем

(2.4)

Следовательно, . Согласно формуле (1.7) оператор  отличается от оператора  на
оператор конечного ранга. Таким образом, . С учетом второго неравенства из (2.1) ана-
логичным образом показывается, что . Следовательно,  принадлежит пространству
допустимых возмущений. Кроме того,

Значит, всегда можно подобрать такое достаточно большое , для которого выполнено неравен-
ство .

Вновь применим соотношение (1.7), а также свойства оператора . Тогда

Используя эту оценку и полагая  в неравенствах (2.4), получим (2.2). Неравенство (2.3) уста-
навливается по той же схеме, полагая  в указанных неравенствах. Лемма доказана.

Непосредственной проверкой легко убедиться в справедливости следующей леммы.

Лемма 3. Для любого  оператор  является ограниченным оператором.

Лемма 4. Для любого  операторы  принадлежат пространству  и имеют место сле-
дующие оценки:

(2.5)

(2.6)

где  и  – суммируемые с квадратом последовательности.
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Доказательство. Будем рассуждать таким же образом, как и при доказательстве леммы 2. Сна-
чала докажем утверждение леммы для оператора . Используя первое неравенство из (2.1),
получим следующие соотношения:

(2.7)

Величина в последнем неравенстве конечна. Доказательство этого факта устанавливается анало-
гичным образом как [26, лемма 7]. Следовательно, оператор  принадлежит пространству .
Поскольку оператор  является оператором умножения на функцию , то операторы ,

 и  также принадлежат . Таким образом, . В силу того, что оператор 
отличается от оператора  на оператор конечного ранга, то  также принадлежит про-
странству допустимых возмущений .

Для окончательного доказательства леммы осталось получить оценки (2.5) и (2.6). В фор-
мулах (2.7) положим  и применим неравенство Гёльдера. Тогда имеем

Рассмотрим суммируемую последовательность  вида , если , и
, если . Тогда

(2.8)
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где ,  и  – суммируемая с квадратом последова-
тельность. Учитывая равенства (1.7) и полученные соотношения, имеем

(2.9)

Что и доказывает первое неравенство из (2.5).
Далее, положим  в неравенствах (2.7). Рассмотрим суммируемую с квадратом последова-

тельность вида

(2.10)

где , , .

Применяя неравенство Гёльдера, мы получаем

(2.11)

Рассуждая аналогичным образом, как и в (2.9), для оператора , получаем вторую оценку
из (2.5).

Осталось установить оценку (2.6). Рассмотрим матрицу сужения оператора  на подпро-
странство  в базисе , , . Ее элементы имеют вид

(2.12)

Положим  в формулах (2.7). Применяя те же рассуждения, что и при выводе (2.11), мы
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Пользуясь оценкой (2.9) для оператора , получим окончательную оценку (2.6). Лемма
доказана.

Итак, теперь сформулируем окончательную лемму, в условиях которой будет возможно пред-
варительное преобразование подобия.

Лемма 5. Существует такое число , что операторы , ,  удовлетворяют следую-

щим условиям: (а) , ; (б) ; (в) , ;

(г) , ; (д) для любого  существует  такое,

что .

Доказательство. По лемме 2 оператор  принадлежит , причем суще-
ствует такое , что . Таким образом, выполнено свойство (a).

Докажем свойство (в). Первая часть леммы выполнена в силу леммы 4. По лемме 3 оператор
 является ограниченным оператором. Тогда, используя лемму 2, получим, что оператор

 принадлежит .
Свойства (б), (г) и (д) доказываются аналогичным образом как [26, лемма 4]. Лемма доказана.
На основании этой леммы, а также [17, теорема 9], мы можем сформулировать первую теоре-

му о подобии.

Теорема 11. Существует число  такое, что . Тогда оператор  подо-

бен оператору  и имеет место равенство

где оператор  принадлежит пространству  и представим в виде

(2.13)

В этой теореме вид оператора  можно уточнить. Из формулы (2.13) заключаем, что

(2.14)

Последним равенством мы и будем пользоваться в дальнейшем.

Теорема 11 позволяет свести исследование оператора  к оператору , где опера-
тор  уже принадлежит пространству . Поэтому для этого оператора можно применить основ-
ную схему из разд. 1. В частности, появляется возможность использовать теорему 10. Отметим,
что далее в качестве невозмущенного оператора будет выступать оператор , кото-
рый уже не является самосопряженным, но является нормальным (см. [31, Гл. 1, § 6]).

Перейдем к формулировке основной теоремы о подобии, которая непосредственно следует из
теорем 8 и 11. По существу эта теорема сводит изучение оператора  к оператору блочно-диаго-
нального вида.
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Теорема 12. Существует такое число , что , для которого выполнено неравен-
ство . Тогда оператор  подобен оператору вида , где  – решение
нелинейного уравнения

(2.15)

и оператор  определен формулой (2.14).
Как было отмечено выше, для дальнейшего исследования мы можем применить схему из

разд. 1 и, в частности, использовать теорему 10. Теперь мы получим необходимые оценки, ис-
пользуемые в этой теореме. Применим к равенству (2.14) слева и справа проекторы . Как и ра-
нее, будем учитывать соотношения (1.8). Тогда

Далее к обеим частям полученных равенств применим справа оператор  и перейдем к их
оценкам. Справедливы следующие неравенства:

(2.16)

(2.17)

Отметим, что из теоремы 11 следует, что , а из формулы (1.6) оценка .
Учитывая это, подставим в (2.16) и (2.17) оценки (2.2), (2.3), (2.5) и (2.6). Тогда

(2.18)

где величины  и  определяются формулами (2.8) и (2.10).

3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ОСНОВНЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ ДЛЯ , 
Перейдем к доказательству основных результатов работы анонсированных во введении. В ос-

нове доказательств будет лежать полученная теорема 12 о подобии.
Доказательство теоремы 1. Мы предполагаем, что матрица  подобна диагональной матрице.

Таким образом, без ограничения общности мы будем считать, что матрица  изначально диа-
гональная с собственными значениями , . В качестве базиса удобно взять собствен-
ные нормированные векторы , .

По теореме 12 оператор  подобен оператору , где  – решение уравнения (2.15).
Тогда из теоремы 9 следует, что спектр оператора  представим в виде

где  – сужение оператора  на пространство , , и  – сужение

оператора  на пространство , . Поскольку размерность пространства
 конечна, то  – конечное множество. Следовательно, имеет место представление (0.2).
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Представим оператор  в следующем виде:

(3.1)

Оператор  принадлежит пространству  в силу принадлежности  и  простран-
ству . Оператор  имеет конечный ранг, а сле-
довательно, принадлежит . Используя это представление, перейдем к вычислению асимптоти-
ки среднего арифметического собственных значений оператора .

Поскольку в конечномерном пространстве спектральный след совпадает с матричным, то
среднее арифметическое собственных значений оператора  определяется как

. Тогда из оценок (1.15), (2.6), (2.18), а также равенства

 (см. (1.16)) следует формула (0.3). Теорема доказана.

Доказательство теоремы 2. Предположим, что собственные значения , , матри-
цы  являются простыми. В этом случае уже можно говорить об асимптотике собственных зна-
чений для оператора . Повторяя доказательство теоремы 1, мы получим утверждение теоремы 2.

Вид остаточного члена, полученный в теоремах 1 и 2, уточняет соответствующий результат из
[11, теоремы 1 и 2].

Доказательство теоремы 3. Пусть матричные коэффициенты  и  имеют размер . Эле-
менты этих матриц будем обозначать через  и , причем . Поскольку в этом случае
проекторы , , имеют ранг один, то операторы  представимы в виде

, . По теореме 12 оператор  подобен оператору , где
 – решение уравнения (2.15). В этом случае спектр  оператора  может быть представлен

в виде

где  – спектр сужения оператора  на подпространство  и  – спектр опе-

ратора . Вычислим собственные значения , , оператора . Имеют ме-
сто равенства

Далее, используя (2.14), а также теорему 10, представим  в следующем виде:

Поскольку основной вклад в асимптотику собственных значений вносит оператор , то послед-
нее равенство достаточно рассмотреть для оператора  (асимптотические члены для остальных
слагаемых войдут в остаточный член). С учетом формулы (2.12), имеем

(3.2)

θ − ∗�

0
mL J X

θ θ

θ θ

− = − − − + =∗ ∗
= − − − − = − − + − + .∗ ∗

� � �

� � � �

0 0

0 0

( )

( ) ( )
m m m

m m m

L J X L J B J X B B

L J B J B J X B L JB JB J X B T

−∗ �( )J X B U ∗X �B
U = − + − + − − −∗ ∗� � � �( ) ( )m m mT JB J B JB J B J X B J X B

U

θ − ∗�

0
mL J X

θ θ= −�

0 0L L JB

=
π + θ + π + θ μ4 4 2 2

1
(2 ) ( (2 ) / )

k
jj

n n k

Γ = −∗ ∗� �( ) ( )n m n n nP B X P P X B P

μ j = , ,…1j k
A0

θL

A B ×1 1
a b , ∈ ,2[0 1]a b L

nP ≥ + 1n m ∗n nP X P

, ,= ,∗ ∗ 1 1( )n n n n nP X P X e e P ≥ + 1n m θL θ − ∗�

0
mL J X

∗X θσ( )L θL

θ θ θ , ,
| |≥ +

 
σ = σ − = σ ∪ σ − , , ∗ ∗

 

� �∪
0 0

( ) 1 1
1

( ) ( ) { ( ) ( )}m m n n
n m

L L J X L X e e

σ( )m θ − ∗�

0
mL J X ( )Im mP θσ �

0( )L

θ θ= −�

0 0
mL L J B ,λ� 1n ≥ + 1n m θ

�

0L

, , , , , , ,λ = π + θ − , = π + θ − , − , =

= π + θ + π + θ − = π + θ + π + θ − . 

� 4 4 4 4
1 1 1 1 1 1 2 1 1

1 1
4 4 2 2 4 4 2 2

0 0
0 0

(2 ) ( ) (2 ) ( ) ( )

(2 ) (2 ) ( ) ( ) (2 ) (2 )

n n n n n n nn Be e n B e e B e e

n n a t dt b t dt n n a b

, ,,∗ 1 1( )n nX e e

, , , , , , , ,, = , + − , = Γ , + π + θ η .∗ ∗� �

2 2
1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) (( ) ) ( ) (2 ) ( )n n n n n n m n nX e e Be e X B e e B Be e n n

1B
1B

− −
, ,

∈
≠

+ θΓ , = + θ , ≥ + .
+ θ − + θ

�

2
2

1 1 1 1 4 4
(2 )( ) (2 ) 1

(2 ) (2 )
n s s n

m n n
s
s n

s a aB B e e n n m
s n



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 60  № 7  2020

СПЕКТРАЛЬНЫЕ ОЦЕНКИ ДЛЯ ОПЕРАТОРА ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА 1219

Перейдем к оценке величины . Применим теорему 10. Из формулы (1.15) теоремы 10 и нера-
венств (2.18) следует, что

где  и  – суммируемая последовательность (как произведение
двух суммируемых с квадратом последовательностей).

Из неравенства (2.6) следует, что выражение (3.2) будет вторым приближением в асимптотике
собственных значений и не входит в остаточный член. Таким образом, имеет место оценка (0.4).
Теорема доказана.

Доказательство теоремы 4. Пусть в условиях предыдущей теоремы функции  и  являются
функциями ограниченной вариации. Тогда для коэффициентов Фурье функций  и  имеют ме-
сто следующие неравенства (см. [32, Гл. 2, теорема 4.12]):

Из формул (2.8) и (2.10) следует, что , , . Применяя теорему 3,
получим необходимое утверждение. Теорема доказана.

Очевидно, что утверждение теоремы 4 имеет место и в случае, если функции  и  являются
гладкими (с любой степенью).

4. ОДНОМЕРНЫЙ ПЕРИОДИЧЕСКИЙ СЛУЧАЙ

Настоящий раздел посвящен изучению случая . Поскольку исследование многомер-
ной ситуации представляет значительную трудность, то мы ограничимся только одномерным
случаем. Здесь мы будем использовать с некоторыми дополнениями абстрактную схему из
разд. 1. Однако прежде опишем рассматриваемую ситуацию. Чтобы не нагромождать обозначе-
ний, мы будем использовать одни и те же символы для обозначения собственных значений, соб-
ственных функций и проекторов, что и выше.

Всюду ниже до конца статьи матрицы  и  будут матрицами размера  с элементами  и
 из пространства . Рассмотрим дифференциальный оператор ,

который задается дифференциальным выражением

Область определения  этого оператора задается либо периодическими
краевыми условиями (при ), либо антипериодическими краевыми условиями (при ).
Как и ранее, оператор  представим в виде . Спектр оператора  дискретный, его
собственные значения двукратны (за исключением простого собственного значения ) и
имеют вид , . Соответствующими собственными векторами явля-
ются функции , , , которые образуют ортонормированный базис в

. Через  обозначим проектор Рисса, который для любого вектора  определяется
следующим образом:

Основная схема исследований в одномерном случае будет совпадать со схемой из разд. 1 и 2.
Некоторые общие построения были ранее проведены в работе [26]. В связи с этим мы кратко
прокомментируем проведенные исследования.
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В качестве допустимой тройки мы возьмем тройку , построенную в разд. 1. При этом
трансформаторы  и  имеют вид

Как и ранее, для некоторого  трансформаторы  и  задаются формулами (1.6) и (1.7).
Сформулируем следующую известную лемму (см. [26, лемма 4]).

Лемма 6. Тройка  для оператора , , является допустимой.
Далее для оператора  необходимо сделать предварительное преобразование подобия, т.е.

получить аналог теоремы 11. Эта часть была проделана в [26, теорема 6]. После этого можно при-
менить теорему 7. Таким образом, имеет место

Теорема 13. Существует такое число , для которого  и оператор  подобен

оператору вида , где  – решение нелинейного уравнения (2.15). В этом уравнении
оператор  принадлежит пространству  и задается формулой (2.14). Кроме того, для некоторых
суммируемых с квадратом последовательностей  и  имеют место следующие оценки:

(4.1)

Доказательство. Первая часть теоремы доказана в [26, теорема 7]. Необходимые оценки (4.1)
устанавливаются аналогичным образом, как и неравенства (2.18).

Замечание 5. Последовательности из предыдущей теоремы имеют вполне конкретный вид. Последова-
тельность , по существу, это частный случай формулы (2.8) для , а последовательность 
определяется по формуле

где , .

Теперь у нас имеются все необходимые построения и оценки. Перейдем к доказательству ос-
новной теоремы настоящего раздела.

Доказательство теоремы 5. По теореме 13 для некоторого  оператор , , подобен
оператору . Так как оператор  является нормальным с дискретным спек-
тром, а оператор  – ограниченный, то оператор  является оператором с дис-
кретным спектром. Таким образом, подобный ему оператор  также является оператором с дис-
кретным спектром. Кроме того, из теоремы 9 следуют равенства

где  – сужение оператора  на подпространство  и  – сужение операто-

ра  на подпространство . Здесь .

Для того чтобы выписать асимптотику собственных значений оператора , необходимо опи-
сать множества , . Подобно рассуждениям, которые мы проводили при доказатель-
стве теоремы 1, получим, что оператор  представим в виде (3.1). Рассмотрим
сужения операторов из правой части представления (3.1) на пространство , . Тогда
операторы  представимы в виде
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где ,  и  – сужения операторов ,  и  на пространство  соответ-
ственно. Матрицы этих операторов удовлетворяют следующему соотношению:

(4.2)

где

и  – матрица оператора . Через ,  обозначаются элементы матрицы , ,
и для  и  мы имеем

(4.3)

(4.4)

(4.5)

(4.6)

Очевидно, что .
Для дальнейшего исследования нам понадобятся следующие соотношения. Для последова-

тельностей комплексных чисел , , , с , определим матрицы вида

Заметим, что

Теперь применим эти соотношения к рассматриваемой ситуации. Положим
 и . Умножая обе части равенства (4.2) слева на

 и справа на , получаем

(4.7)

Перейдем к оценке последнего члена в (4.7). Мы будем использовать теорему 10 для случая
. В этом случае непосредственными вычислениями заключаем, что .

Кроме того, мы будем пользоваться следующим равенством:
(4.8)

которое непосредственно следует из (1.16) для оператора . Применяя формулы (1.15), (4.1)
и (4.8), для  мы получим

(4.9)

где  и  – суммируемая последовательность (как про-
изведение двух суммируемых с квадратом последовательностей).
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Далее, действуя аналогичным образом как при доказательстве формулы (2.11) леммы 4, имеем
, . Напомним, что последовательность

 является суммируемой с квадратом. Аналогичным образом оцениваются элементы 
и . В силу того, что коэффициенты Фурье , , также суммируемы с квадратом, то  и 
имеют тот же порядок, что и элемент . Таким образом, из оценки (4.9) следует, что 
выделяется в отдельное асимптотическое слагаемое.

Наконец, из формул (4.2), (4.7) и (4.9), мы имеем

где  и . Это доказывает формулу (0.5). Теорема
доказана.

Следствие 1 непосредственно следует из теоремы 5.
Доказательство теоремы 6 проводится аналогичным образом, как и доказательство теоремы 4.
Перейдем к последнему результату, который посвящен асимптотическому представлению

полугруппы операторов с генератором , . Все необходимые понятия теории полугрупп
можно найти в [33].

Теорема 14. Оператор , , является секториальным и генерирует аналитическую полугруп-
пу операторов . Эта полугруппа подобна полугруппе вида ,

, действующей в , где , . При этом полу-

группа  допускает следующее асимптотическое представление:

(4.10)

где ,  и .
Кроме того, , , определяются формулами (4.3)–(4.6) и , , являются суммируе-
мыми последовательностями.

Доказательство. Первая часть теоремы была установлена в [26, теорема 8]. Докажем асимпто-
тическое представление (4.10). Для этого мы будем использовать следующую формулу для полу-
группы, генератором которой является матрица размером  (см. [28, Гл. 1, разд. 6]):

где .
Непосредственно применяя это представление к формуле (4.7), мы получаем асимптотиче-

ское представление (4.10). Теорема доказана.
Замечание 6. Теорема 14 имеет место и в случае , , и . В этой ситуации представление

полугруппы  имеет вид

где  и собственные значения  допускают оценку (0.4).
Автор выражает благодарность А.В. Баданину, С.Е. Пастуховой и А.А. Шкаликову за полез-

ные обсуждения и ценные замечания. Кроме того, автор очень благодарен рецензенту за суще-
ственные замечания, позволившие улучшить содержание работы.
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