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Получена асимптотика полиномов Лежандра  по обратным степеням индекса  в
окрестности  Показано, что коэффициент асимптотического разложения при  пред-
ставляет собой линейную комбинацию членов вида , . Продемонстрировано
совпадение первых членов полученного разложения с известным разложением полиномов
Лежандра вне окрестностей концов интервала  в промежуточном пределе. Полу-
ченный результат позволяет записать равномерное разложение полиномов Лежандра по ин-
дексу во всем промежутке . Библ. 8.
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ВВЕДЕНИЕ

Полиномы Лежандра  представляют собой важный класс ортогональных систем функ-
ций, часто используемый в приложениях. Поведение этих полиномов при представляет
значительный интерес. Асимптотическое разложение полиномов Лежандра при больших значе-
ниях индекса приведено в монографии Гобсона (см. [1]), первый член разложения дан в книге
Н.Н. Лебедева [2]. Однако эти разложения не являются равномерно пригодными на интервале

. Они справедливы лишь вне окрестностей концов этого интервала, т.е. при
, где  – произвольное малое число. Равномерное разложение функций Ле-

жандра ,  при , , получено в [3], однако эти ре-
зультаты справедливы лишь при . Поведение полинома Лежандра в окрестности края
промежутка ортогональности было рассмотрено Мелером в [4], и позднее, независимо от него,
Рэлеем в [5]. Они показали, что

где  – функция Бесселя порядка 0. В [6] отмечено, что полученная Мелером–Рэлеем формула
следует из связи между группой движений плоскости  и группой вращений сферы .
Поскольку плоскость можно рассматривать как сферу бесконечного радиуса, то группу

можно рассматривать как предел группы , и функции Бесселя, являющиеся матрич-
ными элементами представлений группы , должны возникать в результате предельного
перехода из матричных элементов  представлений группы :

Частным случаем этого равенства при  и является формула Мелера–Рэлея.
Исследование поведения ортогональных полиномов вблизи края промежутка ортогонально-

сти было предпринято в ряде последующих работ. Так, в [7] результат Мелера–Рэлея был рас-
пространен на полиномы Якоби и там же было показано, что похожие асимптотические форму-
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лы справедливы для полиномов Лагерра вблизи нуля. В работе [8] формулы похожего типа были
получены для полиномов совместной ортогональности. Тем не менее дальнейшие члены асимп-
тотики полиномов Лежандра вблизи края, насколько нам известно, в литературе не приводятся.

В настоящей работе получены следующие члены асимптотики полиномов Лежандра в окрест-
ности , т.е. внутреннее разложение. Показано, что в промежуточном пределе первые два
члена асимптотики внутреннего и внешнего разложений совпадают. Найденный результат поз-
воляет записать равномерное разложение  во всем промежутке .

1. ПЕРВЫЕ ЧЛЕНЫ ВНУТРЕННЕГО РАЗЛОЖЕНИЯ

Первые члены асимптотического разложения полиномов Лежандра в окрестности  при
больших значениях индекса  можно получить с помощью интегрального представления
(см., например, [2])

Для этого представим  в виде

положим , и заменим ,  их разложениями. В результате достаточно гро-
моздких выкладок получим

Раскладывая в ряд второй сомножитель, получаем

где

Это дает

Пользуясь интегральным представлением для функции Бесселя
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(1.3)

Коэффициент  можно представить в виде

(1.4)

Здесь использовано свойство

следующее из рекуррентных соотношений для функций Бесселя. Наконец, для  с учетом (1.1)
найдем

Выполняя дифференцирование и пользуясь свойствами функций Бесселя, можно показать, что

(1.5)

Таким образом, формулы (1.2)–(1.5) дают явные выражения для первых коэффициентов раз-
ложения полиномов Лежандра по обратным степеням индекса  в окрестности . Видно, что
коэффициент  совпадает с найденным ранее в работах [4], [5].

2. ОБЩИЙ ВИД КОЭФФИЦИЕНТОВ ВНУТРЕННЕГО РАЗЛОЖЕНИЯ

Для исследования общего вида коэффициентов асимптотического разложения воспользуем-
ся уравнением для полиномов Лежандра, которое имеет вид

Перейдем в этом уравнении к переменной  и представим решение в виде ряда по обратным
степеням индекса 

(2.1)

Раскладывая  в ряд, получаем

(2.2)

Из (2.2) видно, что коэффициенты разложения  удовлетворяют цепочке уравнений
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Граничные условия для  находятся из условий

и имеют вид

(2.4)
Легко проверить, что найденные выражения (1.2)–(1.4) удовлетворяют уравнениям (2.3) с гра-
ничными условиями (2.4) для . Полученные результаты позволяют утверждать, что ко-
эффициенты , , представляют собой линейные комбинации произведений ,
т.е.

(2.5)

Предположим, что этот факт верен для всех , , и докажем, что представление (2.5)
справедливо и для .

Как видно из (2.3), правая часть является функцией , . Покажем, что  представ-

ляет собой линейную комбинацию членов вида , .
Вычислим правую часть (2.3), используя предположение (2.5). Прежде всего легко показать,

что

(2.6)

т.е.  содержат члены вида . В свою очередь  могут быть пред-
ставлены в виде линейной комбинации

(2.7)

Докажем это по индукции. Для  это очевидно, при этом . Пусть равенство (2.7) верно
для . Покажем, что оно будет верно и для . Действительно,

Здесь использовано равенство

Меняя индексы суммирования в полученных суммах, получаем

(2.8)
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Таким образом, равенство (2.7) справедливо и для , а следовательно, и для любого зна-
чения . Коэффициенты  могут быть найдены по рекуррентному соотношению (2.8).

Используем (2.7) для дальнейшего преобразования соотношений (2.6). Подстановка (2.7) в
(2.6) дает

Меняя порядок суммирования, получаем

Правая часть  содержит также произведения , которые можно записать как линей-

ную комбинацию членов вида :

Тогда для  имеем

Покажем теперь, что коэффициент  равен нулю. Действительно, выражение 
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 в выражении (2.6)). Остальные члены содержат  в меньшей степени. Используем фор-

мулу (2.7) для :
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С другой стороны, в выражении

коэффициент при  есть

Поэтому коэффициент  равен нулю, и

Наконец, преобразуем члены вида :

Теперь для вычисления правой части  надо умножить  и

 на  и суммировать в первом случае от 1 до , во втором – от 0 до .

При этом получаем

Отсюда следует, что  представляет собой линейную комбинацию :

Легко показать, что уравнение (2.3) с правой частью  имеет решением функцию

В силу линейности уравнения решение  имеет вид

Таким образом, представление (2.5) справедливо для , и, следовательно, для всех . Заме-
тим, что решение в виде (2.5) удовлетворяет граничным условиям.
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3. ПОСТРОЕНИЕ РАВНОМЕРНОГО АСИМПТОТИЧЕСКОГО РАЗЛОЖЕНИЯ

Продемонстрируем совпадение в промежуточном пределе первых двух членов полученного
асимптотического разложения (2.1) в окрестности ,

с первыми двумя членами разложения, справедливого вне окрестностей концов интервала .
Первые два члена этого разложения приведены в [1] и имеют вид

(3.1)
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легко получить разложение полинома Лежандра в окрестности . При этом  близко к  и
можно ввести . Тогда получим

Наконец, первые два члена равномерного в интервале  разложения можно записать в виде
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