
1268

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ, 2020, том 60, № 7, с. 1268–1280

НЕВЯЗКАЯ НЕУСТОЙЧИВОСТЬ НЕСЖИМАЕМОГО 
ПОГРАНИЧНОГО СЛОЯ НА ПОДАТЛИВОЙ ПОВЕРХНОСТИ

© 2020 г.   И. В. Савенков
119991 Москва, ул. Вавилова, 40, ВЦ ФИЦ ИУ РАН, Россия

e-mail: isavenkov@mail.ru

Поступила в редакцию 19.05.2019 г.
Переработанный вариант 15.12.2019 г.

Принята к публикации 10.03.2020 г.

В рамках асимптотической теории свободного взаимодействия изучена неустойчивость не-
сжимаемого пограничного слоя над податливой пластиной по отношению к невязким возму-
щениям. Показано, что неустойчивые невязкие возмущения могут существовать только при
учете инерционности пластины. Обнаружена важная роль, играемая изгибной жесткостью
пластины: при приближении к некоторому значению изгибной жесткости неустойчивость
может становиться сколь угодно большой, однако при дальнейшем увеличении изгибной
жесткости неустойчивость полностью исчезает, как только изгибная жесткость достигает не-
которой пороговой величины. Библ. 18. Фиг. 10.
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ВВЕДЕНИЕ

Податливые поверхности стали объектом довольно пристального внимания с ранних экспе-
риментов [1], в которых было показано, что значительное затягивание процесса ламинарно-тур-
булентного перехода может быть достигнуто путем замены жесткой поверхности на деформиру-
емую. Последовавшие исследования в рамках линейной теории устойчивости (см., например,
[2]–[5]) показали, что инкременты нарастания неустойчивых волн в пограничном слое на подат-
ливой поверхности действительно могут быть меньше, чем на жесткой поверхности.

Несмотря на прогресс, достигнутый к настоящему времени (см. [6]–[9] и ссылки в них), оста-
ется немало вопросов из-за сложности уравнений, описывающих взаимодействие течения с по-
датливой поверхностью. Первая сложность вызвана тем, что характерные числа Рейнольдса, при
которых происходит ламинарно-турбулентный переход, довольно высоки, так что в уравнениях
движения появляется малый параметр при старшей производной. Вторая сложность связана с
большим числом параметров, характеризующим свойства податливой поверхности, к числу ко-
торых относятся ее инерционность, упругость, продольное натяжение и изгибная жесткость, так
что трудно выявить характерные закономерности при таком обилии параметров.

Первую сложность можно преодолеть, используя концепцию свободно взаимодействующего
пограничного слоя (см. [10]–[12]), справедливую при высоких числах Рейнольдса. Чтобы обойти
вторую сложность, можно зафиксировать все параметры податливой поверхности (или прене-
бречь ими), кроме одного, и смотреть, как течение реагирует на изменение этого параметра.
В рамках такого подхода в ряде работ и изучалась неустойчивость несжимаемого пограничного
слоя на базе концепции свободного взаимодействия: в [13] изучалось влияние упругости, в [14] –
продольного натяжения и изгибной жесткости, в [15] – инерционности.

Во всех перечисленных выше работах (см. [13], [14] и [15]) рассматривались локально-вязкие
возмущения. В настоящей работе рассматриваются локально-невязкие возмущения.
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим двумерное обтекание податливой пластины равномерным потоком несжимае-
мой жидкости плотности  и вязкости  со скоростью . Введем ортогональную систему ко-
ординат, поместив ее начало на некотором расстоянии  от передней кромки и направив ось 
вниз по потоку. Введем малый параметр , считая число Рейнольдса  очень
большим. Здесь и далее звездочками вверху обознаются размерные величины.

Пусть на пластину локально воздействует внешнее давление  на участке

 с характерным временем , вызывая локальные деформации стен-

ки высотой , где малый параметр  таков, что . Тогда возмущенное движе-
ние можно описать с помощью концепции свободного взаимодействия (см. [10]–[12]), развитой
применительно к локально-невязким возмущениям (см., например, [16]). Согласно этой теории,
вся область течения разбивается на следующие четыре характерные области.

1.1. Основная толща пограничного слоя

В основной толще пограничного слоя, т.е. на расстояниях  от стенки
, течение в пограничном слое будет лишь слабовозмущенным:

(1.1)

где  – профиль продольной компоненты скорости основного течения и функции с индек-
сами 1m зависят от безразмерных переменных

Время t и продольная координата x будут “сквозными” для всех областей взаимодействия,
тогда как поперечная координата меняется при переходе между ними.

После подстановки (1.1) в уравнения Навье–Стокса и тривиального интегрирования имеем

(1.2)

где функции  и  пока остаются произвольными. Заметим, что функция  имеет
физический смысл мгновенного смещения линий тока в основной толще пограничного слоя.

1.2. Нелинейный слой

В силу предельного поведения   при  разложения (1.1) нару-
шаются вблизи стенки: при  первые два слагаемых в разложении для  становятся ве-
личинами одного порядка. Поэтому в нижнем подслое с  возмущения
становятся нелинейными, а ряды (1.1) трансформируются в

(1.3)

где все функции с индексом 1a зависят от аргументов . Подстановка (1.3) в уравнения На-
вье–Стокса ведет к системе

(1.4)

в которой, в отличие от классической системы Прандтля, отсутствует член .
Сращивание разложений (1.1) и (1.3) с учетом решения (1.2) ведет к предельному условию

(1.5)
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Если предположить, что пограничный слой был изначально невозмущенным, то можно вы-
писать точное решение системы (1.4), удовлетворяющее граничному условию (1.5):

(1.6)

Учитывая условие непротекания на стенке

преобразующееся в безразмерных переменных в

из (1.6) получаем одно уравнение движения:

(1.7)

связывающее три неизвестные функции: ,  и .

1.3. Вязкий подслой
Нетрудно видеть, что решение (1.6) не удовлетворяет условиям прилипания на стенке (долж-

но быть  при ), из-за чего требуется ввести вязкий подслой со своими асимптотиче-
скими разложениями следующего вида:

где функции с нижним индексом 1l зависят от переменных t, x и . Подста-
новка этого разложения в уравнения Навье–Стокса ведет к классической системе Прандтля

(1.8)

Сращивание разложений (1.3) и (1.8) дает

откуда видно, что в данном случае вязкий подслой играет пассивную роль: решение (1.8) с соот-
ветствующими граничными условиями ( , ) определяется после нахожде-
ния функций  и . Мы оставляем в стороне вопросы существования и единственно-
сти полной нелинейной задачи, формулирующейся на базе уравнений (1.8), поскольку в даль-
нейшем мы будем изучать только линеаризованные уравнения.

1.4. Внешняя область
В этой области течения, примыкающей сверху к пограничному слою, введем следующие

асимптотические разложения:

(1.9)

с функциями, зависящими от t, x и .
Подстановка разложений (1.9) в уравнения Навье–Стокса ведет к уравнению Лапласа для

давления

(1.10)
со следующими зависимостями:

(1.11)
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Сращивание разложений (1.9) и (1.1) с учетом (1.10) и (1.11) дает так называемое условие свобод-
ного взаимодействия, связывающее давление  с функцией :

(1.12)

1.5. Податливая поверхность

Будем считать, что податливая поверхность описывается моделью Крамера (см. [1]), тогда
уравнение движения такой поверхности принимает следующий вид:

(1.13)

где , , , ,  и  – коэффициент упругости, продольное натяжение, изгибная жест-
кость, коэффициент демпфирования, плотность и толщина обтекаемой пластины соответствен-
но, а  – внешнее давление под пластиной. В данной работе мы будем пренебрегать эффектами
демпфирования, положив . С учетом этого уравнение движения пластины в безразмерных
переменных принимает следующий вид:

(1.14)

где безразмерные коэффициенты определяются следующим образом:

В дальнейшем будем считать их величинами порядка единицы.
Таким образом, мы получили три уравнения: (1.7), (1.12) и (1.14) для трех неизвестных функ-

ций ,  и . Сделаем еще аффинное преобразование

позволяющее избавиться от константы , после чего эти уравнения принимают следующий вид:

(1.15)

где параметры ,  и .

2. ДИСПЕРСИОННОЕ СООТНОШЕНИЕ
Изучим собственные малые колебания течения, линеаризовав систему (1.15) по малому ам-

плитудному параметру  и положив внешнее давление 

(2.1)

Выделив в явном виде гармоническую зависимость

получаем следующее уравнение относительно :

где  зависит только от волнового числа  и является параметром, если рассмат-
ривать в качестве параметра. Нетрудно видеть, что решения этого уравнения обладают свой-
ством  (где  означает операцию комплексного сопряжения), в силу чего доста-
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точно ограничиться рассмотрением только диапазона . Полагая далее  и переходя для
удобства к переменной , получаем кубическое уравнение относительно :

(2.2)
При  это уравнение вырождается в линейное с явным решением:

из которого видно, что в этом случае  всегда остается действительной величиной, что отвечает
нейтральным колебаниям.

Следовательно, неустойчивость может появиться только в случае , т.е. инерционность
обтекаемой поверхности существенна для возникновения неустойчивости в несжимаемом по-
граничном слое относительно невязких возмущений. Ранее такой же вывод в рамках теории сво-
бодного взаимодействия был сделан при анализе возмущенного движения в трубе с упругими
стенками [17]. На важность нестационарных членов в уравнении, описывающем поведение по-
датливой пластины, также было указано в работе [18] применительно к сверхзвуковому погра-
ничному слою, где в рамках теории свободного взаимодействия было получено, что неустойчи-
вость может возникать лишь при учете инерционности и/или демпфирования обтекаемой по-
верхности.

Итак, для дальнейшего существенно, что . Далее, путем аффинного преобразования

(2.3)

можно избавиться от коэффициента  в уравнении (2.2), которое тогда принимает вид

(2.4)
В дальнейшем будем считать такое преобразование выполненным и исследовать решения урав-
нения (2.4), представляющего собой кубическое уравнение с вещественными коэффициентами.
Как хорошо известно, все три корня такого уравнения вещественны в том и только в том случае,
если дискриминант  (в случае  два корня совпадают), где в данном случае имеем

(2.5)

В случае  уравнение (2.4) имеет один вещественный и два комплексно сопряженных корня,
один из которых (с ) будет неустойчивым, а второй (с ) – устойчивым. Таким
образом, неустойчивость течения определяется знаком : течение неустойчиво при таких и
только таких значениях волнового числа k, когда .

2.1. Чисто упругая инерционная пластина
Начнем исследование неустойчивости с более простого случая, когда , что соответ-

ствует чисто упругой инерционной пластине. В этом случае , и уравнение (2.4) принимает
вид

(2.6)
Если теперь положить , то (2.6) вырождается в квадратное уравнение с явными решениями:

откуда видно, что неустойчивые колебания существуют только в диапазоне ,
когда

причем в точках функции  (равно как и ) претерпевает излом. И, как по-
казывают расчеты, выполненные по формуле Кардано для кубического уравнения, такой харак-
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тер поведения сохраняется и при : неустойчивость существует только в некотором диапа-
зоне , причем в точках  и  происходит излом функций  и

, что иллюстрирует фиг. 1, на котором представлены зависимости инкремента нараста-
ния  для K = 0, 2, 5 и 10. Отметим также, что с увеличением K область неустойчи-
вости  все время смещается в коротковолновую зону со все большими волновыми
числами k, что иллюстрирует фиг. 2 с рассчитанными зависимостями  и . При этом
наиболее неустойчивые волны из окрестности  остаются примерно посередине области не-
устойчивости (фиг. 2).

Что касается максимального инкремента нарастания ,
то с увеличением K он сначала немного проседает до 0.82 (при ), но затем все время уве-
личивается вплоть до 0.97 при  (см. фиг. 3). Однако вариация  на участке 
составляет не более 15%, следовательно, можно говорить о весьма слабой зависимости неустой-
чивости от коэффициента упругости K в рамках рассматриваемой модели (параметрическая кри-
вая  изображена на фиг. 1 штриховой линией).
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Хотя представленная здесь теория справедлива при значениях всех параметров (в частности,
коэффициента упругости K) порядка единицы, интересно проследить тенденцию неустойчиво-
сти при дальнейшем увеличении  (этот анализ может послужить и базой для других асимп-
тотических теорий). Перейдя к переменной  по формуле

нетрудно получить следующее асимптотическое решение уравнения (2.6) в пределе :

(2.7)

откуда видно, что второй корень является неустойчивым при  и имеют место следую-
щие асимптотические оценки при :

(2.8)

Интересно отметить, что тогда как смещение неустойчивости в сторону все больших k продол-
жает отмеченную ранее тенденцию, зона неустойчивости  все больше сужает-
ся с ростом K. Оценка (2.8) также говорит о том, что с ростом  течение становится все более не-
устойчивым, что соответствует тенденции, прослеживающейся по фиг. 3. Асимптотическая за-
висимость (2.8) для отмечена на фиг. 3 штриховой линией.

На фиг. 4 представлены как точные решения уравнения (2.6) для , так и
асимптотические оценки (2.7),видно, что асимптотика (штриховая линия) выходит на точное
решение (сплошная линия) при , а при  практически сливается с ним. Штрихо-
вая линия, соединяющая вершины парабол на фиг. 4, является асимптотической зависимостью

, следующей из (2.8).
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2.2. Общий случай – предварительные замечания

Перейдем теперь к общему случаю, когда учитываются продольное натяжение и изгибная
жесткость пластины, т.е. коэффициенты  и  могут быть любыми и не обязательно должны об-
ращаться в ноль. Тогда из сравнения уравнений (2.4) и (2.6) легко заключить, что

где , откуда следует, что достаточно иметь зависимость решения от первых
двух параметров , чтобы получить решение, зависящее от всех четырех параметров. Но эту
зависимость от первых двух параметров мы уже изучили в предыдущем разделе (2.1) (где вместо

 фигурировала K), так что можно воспользоваться ранее полученными результатами.

В частности, на фиг. 2 можно провести кривую  с любыми фиксированны-
ми параметрами ,  и . Тогда точки ее пересечения с кривыми ,  и  опре-
делят волновые числа  и  нейтральных колебаний, а также точку , в которой инкремент
нарастания  достигает максимума. Для примера на фиг. 5 штриховой линией

проведена кривая  при ,  и .

2.3. Упругая инерционная пластина с учетом продольного натяжения

Теперь положим  (т.е., не будем учитывать изгибную жесткость). Тогда кривые
 будут представлять собой классические параболы. Вернемся к фиг. 5, зафиксируем

 и будем проводить кривые  со все большим значением параметра . Тогда из
фигуры видно, что пересечения кривой с кривыми ,  и  будут происходить
при все больших величинах k, а при достаточно больших k можно воспользоваться асимптотиче-
скими оценками (2.8).

В частности, оценка  ~  говорит о том, что нейтральные величины  всегда растут слабее
(при ), чем

а значит, кривая  всегда будет пересекаться с кривыми ,  и  при
сколь угодно большом значении . Коме того, легко получить асимптотические оценки  ~
~  и  ~ , говорящие о том, что с ростом  течение становится все более неустойчи-
вым, а область неустойчивости все больше смещается в коротковолновый диапазон.

Наконец, на фиг. 6 приведены расчетные зависимости 
для ряда значений , 2, 5 и 10. Интересно отметить, что все кривые монотонно возрастают,
причем максимальный разброс  (порядка 15%) достигается при  и с ростом он все
больше уменьшается по мере того, как  стремится к своей асимптотике .
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2.4. Упругая инерционная пластина с учетом изгибной жесткости

Теперь положим  (т.е., не будем учитывать продольный изгиб). Опять же, в целях каче-
ственного анализа (как и в п. 2.3) будем проводить кривые  на плоскости  со все
большим значением параметра  при фиксированном (см. фиг. 7, где кривые  проведены
штриховой линией для указанных значений , 0.3, 0.5, 1, 3 и 5 при ). Тогда из фигуры
видно, что точка пересечения кривой

с кривой  с самого начала значительно смещается лишь при небольших увеличениях 
(сравните для примерa случаи , 0.3 и 0.5). Это объясняется одинаковым характером
асимптотического поведения  ~  и  ~  при . Более того, при  эти

асимптотики совпадают, а значит, может случиться так, что кривые  и  во-
обще не пересекутся. И, действительно, с учетом следующих членов асимптотических разложе-
ний мы имеем при  в пределе :

откуда следует, что асимптотически  <  < , а значит, кривая

однажды попав в зону неустойчивости, так и будет оставаться в ней при сколь угодно боль-
ших . А попадает она туда рано или поздно в силу того, что она растет чуть быстрее, чем .

Исходя из (2.8), нетрудно получить следующую асимптотику:

(2.9)

говорящую о том, что инкремент нарастания неустойчивых возмущений может стать сколь угод-
но большим в коротковолновом диапазоне чисел k.

Далее, при дальнейшем увеличении , начиная с , мы видим, что кривая
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растет уже медленнее кривой  при , так как в указанном пределе ~ , а  ~ .
Значит, если кривая

попадет с ростом k в зону неустойчивости, то затем она выйдет из нее рано или поздно. Сказан-
ное иллюстрируют кривые

при  и 5 на фиг. 7. Более того, видно, что если при приближении  к величине  снизу
(т.е.,  при условии ) область неустойчивости  <  <  все время расширяется, а
максимальный инкремент нарастания  все увеличивается, то при дальнейшем удалении от

 в сторону увеличения  область неустойчивости все время сужается, а максимальный ин-
кремент нарастания  все уменьшается, пока не сходит на нет при некотором  (расчеты
показывают, что  при ). Более детально проследить характер зависимости 
можно по фиг. 8, на котором представлены соответствующие кривые для , 0.3, 0.5, 3, 4 и 5
при . Взрывной рост неустойчивости при приближении  к величине  иллюстрирует
фиг. 9 с зависимостями  для , 0.95, 0.97, 0.98, 0.99, 1.01, 1.02, 1.03, 1.05 и 1.1 при .
Интересно отметить, что эти зависимости практически “симметричны” относительно ,

,1*k Λ → ∞ k ( )Λ β 1/4
,2*k Λ1/4

( )= Λ − β4k K
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β = 3 β β =* 1
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т.е. графики функций практически сливаются друг с другом для пар , отличающихся от 
на одну и ту же малую величину: 0.9 и 1.1, 0.95 и 1.05, 0.97 и 1.03, 0.98 и 1.02, 0.99 и 1.01. Кроме того,
на этой же фигуре штриховой линией приведена зависимость  для  с асимптотикой (2.9),
уходящей в бесконечность.

Наконец, для большей наглядности на фиг. 10 приведена расчетная зависимость
 при . На этой фигуре четко прослеживаются критические ве-

личины: (1) , при приближении к которой  уходит в бесконечность; и (2) , по
достижении которой неустойчивость исчезает.

2.5. Общий случай – качественный анализ

Вернемся к общему случаю, когда учитываются продольное натяжение и изгибная жесткость
пластины, т.е. коэффициенты  и  могут быть любыми и не обязательно должны обращаться
в ноль.

β β = 1*

σ( )k β = 1.0

σ β = σ −∞ < < ∞max( ) max ( )k = 1K
β = 1* σmax β = 5.67**

α β
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Асимптотический характер поведения кривой  и в общем случае определя-
ется в первом приближении только коэффициентом :  ~  при , а стало быть, и в
общем случае имеется то же самое критическое значение , при приближении к которому

 уходит в бесконечность. Это подтверждается учетом следующих членов асимптотических
разложений при  в пределе :

откуда следует, что асимптотически  <  < , а значит, кривая , однажды попав в зону
неустойчивости, так и будет оставаться в ней при сколь угодно больших . (А попадает она туда
рано или поздно в силу того, что она растет чуть быстрее, чем .) Более того, остается в силе
прежняя асимптотика (2.9), полученная ранее для случая . Опять же, при дальнейшем уве-
личении  от  область неустойчивости все время сужается, а максимальный инкремент на-
растания  все уменьшается, пока не сходит на нет при некотором , конкретное значе-
ние которого зависит от параметров  и . Так, расчеты показали, что  для  и

, что меньше величины  для  и , что и не удивительно, поскольку

 растет быстрее по k с увеличением .
Если говорить в целом, то можно сказать, что при всех  и  будет оставаться “взрывной” ха-

рактер неустойчивости в окрестности  (т.е., максимальный инкремент нарастаний воз-
мущений стремится к бесконечности при приближении  к критической величине ), а при
достижении параметром  другой пороговой величины  неустойчивость будет полностью
пропадать, причем  уменьшается с увеличением  и .

3. ВЫВОДЫ
Итак, в рамках теории свободного взаимодействия показано, что в пределе высоких чисел

Рейнольдса невязкая неустойчивость может существовать только за счет инерционности пласти-
ны (если инерционность пластины пренебрежимо мала, то течение будет устойчивым по отно-
шению к невязким возмущениям).

Если изгибной жесткостью пластины можно пренебречь, то течение будет неустойчивым в
некотором диапазоне волновых чисел k при любых значениях коэффициента упругости и про-
дольного натяжения, причем наблюдается асимптотическая тенденция повышения максималь-
ного инкремента нарастания возмущений с ростом коэффициента упругости и продольного на-
тяжения.

Если повышать изгибную жесткость от нуля, то при приближению к некоторому критическо-
му значению (не зависящему от коэффициента упругости и продольного натяжения) макси-
мальный инкремент нарастания может стать сколь угодно большим, но при дальнейшем повы-
шении изгибной жесткости (от критического значения) максимальный инкремент нарастания
начинает падать и обращается в ноль при достижении изгибной жесткостью некоторого порого-
вого значения (зависящего от коэффициента упругости и продольного натяжения), после чего
неустойчивость течения пропадает.

Как было найдено в рамках принятой теории, критическое значение изгибной жесткости
, что в исходных размерных единицах приводит к равенству 
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САВЕНКОВ

т.е. данное соотношение параметров пластины и течения является наиболее опасным с точки
зрения неустойчивости. Заметим, что оно не зависит от коэффициента упругости и продольного
натяжения пластины.
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