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1. ВВЕДЕНИЕ
Рассмотрим сильно эллиптическую систему дифференциальных уравнений второго порядка

на плоскости 

(1.1)

относительно вещественнозначных функций  и  с постоянными вещественными
матрицами коэффициентов , ,  размера . Эллиптичность означает, что характеристиче-
ская форма  с вещественными переменными  и  обращается в нуль толь-
ко при . Сильная эллиптичность накладывает дополнительное требование, что

 при  (см. [1]– [4]).
Любую эллиптическую систему вида (1.1) можно с помощью линейной замены координат,

линейной замены искомых функций и линейной комбинации уравнений привести к уравнению

(1.2)

относительно комплекснозначной функции  комплексного переменного  с веще-
ственными параметрами  и  (см. [4], [5]). Здесь

суть операторы Коши–Римана в новой системе координат. При  считаем, что
. В случае сильной эллиптичности будет .

Выделим несколько частных случаев. При  получаем комплексное уравнение Лапла-
са , а при ,  – уравнение Бицадзе [6] . Если , то воз-
никает плоское изотропное уравнение Ламе теории упругости, которое в наших переменных за-

1)Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (код проекта 17-11-01064-П).
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писывается в виде , причем параметр  связан с коэффициентом Пуассона 
соотношением . Поскольку, как известно [7], , а значит, , то со-
ответствующая система (1.1) сильно эллиптическая. Если же , то получаем кососимметри-
ческую систему, которая может быть записана в виде уравнения  с комплекс-
ными коэффициентами , , .

Для дальнейшего понадобятся операторы линейного преобразования координат

(1.3)

с комплексными параметрами  и ; здесь  – тождественный оператор,  –
оператор комплексного сопряжения. Операторам вида (1.3) взаимно однозначно ставятся в со-
ответствие вещественные квадратные матрицы второго порядка. В самом деле, положим

,  и . Тогда легко проверить, что

Умножению матриц соответствует операция композиции операторов вида , а если , то
существует обратный оператор

и можно определить деление операторов по правилу

(1.4)

С помощью введенных обозначений уравнение (1.2) может быть записано в виде

(1.5)

с оператором

(1.6)

Будем считать этот оператор заданным при комплексных значениях параметров  и ; запишем
его в развернутом виде:

(1.7)

С помощью непосредственной подстановки в мультипликативную запись (1.6) оператора 
можно проверить, что решение уравнения (1.5) при  имеет вид

а при  – вид

где , а  и  – голоморфные функции своих аргументов.

Оператор  можно задавать не только на комплекснозначных функциях комплексного пе-
ременного, но и на операторах вида  с функциями . В частности,
если , то вместо оператора  получаем обычную функцию: . Будем использовать за-
пись  для действия оператора , заданного в системе координат , на опера-
тор .
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Предложение 1. Пусть , , , , , , причем  и , , а  и  – операторы вида
. Оператор  обладает следующими свойствами:

Доказательство. Из развернутой записи (1.7) оператора видно, что он инвариантен относи-
тельно сдвига начала координат, а поворот системы координат на угол  приводит к повороту па-
раметров  и  на удвоенный угол. Действительно, пусть  и ,  – операторы Коши–Ри-
мана в системе координат . Тогда имеем

Подставляя эти соотношения в (1.7), получаем, что если , то , где

, . Таким образом, представляя число  в виде , получаем свойство 1.
Свойства 2 и 3 проверяются непосредство с помощью представления (1.7). Свойство 4 следует из
ассоциативности операции умножения матриц. Предложение доказано.

Два логарифмических решения рассматриваемого уравнения (1.5) играют важную роль. Пер-
вым из них является функция-оператор

(1.8)

(действующая на число ) с выбором главной ветви логарифма. Функция  имеет лога-
рифмический полюс в начале координат и однозначно определена вне его, поскольку прираще-
ние аргументов функций  и  при его обходе равно нулю. Она является фундаментальным
решением, т.е. , где  – дельта-функция Дирака с центром в нуле [8]. Другим
примером является функция-оператор

(1.9)

с выбором любой ветви логарифма в плоскости с разрезом по какой-либо гладкой жордановой
кривой в , идущей от начала координат к бесконечно удаленной точке. Функция  представ-
ляет собой пример решения с многозначностью в точке . Отметим, что функции  и  мо-
гут быть определены и при , несмотря на то, что параметр  стоит в знаменателе в фор-
мулах (1.8) и (1.9): для этого случая функции определяются с помощью предельного перехода

.

С использованием функции  в разд. 2 показано, что задача Дирихле для рассматриваемого
уравнения (1.5) в области с кусочно-гладкой границей и кусочно-непрерывными граничными
данными имеет решение, и установлено поведение этого решения вблизи точки, в которой гра-
ничные значения терпят разрыв. В разд. 3 показан характер предельной кривой для такой точки.

2. ЗАДАЧА ДИРИХЛЕ

Рассмотрим задачу Дирихле для оператора  с коэффициентами ,  в следу-
ющей постановке.

Задача. Пусть  – ограниченная односвязная область с кусочно-гладкой границей  без точек
(внутреннего и внешнего) заострения, на которой задана кусочно-непрерывная функция ,
имеющая разрывы I рода в точках , . Найти ограниченную в  функцию , не-
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прерывную в , удовлетворяющую в  уравнению  и совпадающую на

 с .

Обозначим через  и  пределы функции  при стремлении точки  к  вдоль  по ча-
совой и против часовой стрелки соответственно, а через  – скачок  в точке .

Далее, через  и  обозначим односторонние касательные к  в точке  и через  и  их
углы наклона относительно положительного направления горизонтальной прямой, выходящей
из точки , причем выбираем эти углы так, что  (см. фиг. 1). Положим ;
если кривая  гладкая в точке , то . Наконец, введем прямую , проходящую через

точку  и составляющую угол  с полупрямой , отсчитываемый от  в направлении движе-
ния часовой стрелки. Если точка  стремится к точке  вдоль гладкой кривой, то значение
угла  между касательной к этой кривой в  и полупрямой  лежит на отрезке .

Поскольку  – односвязная область, то из точки  можно провести разрез вдоль гладкой
жордановой кривой, лежащей вне  и уходящей на бесконечность. В плоскости с таким разре-
зом можно выделить однозначную ветвь функции , которая будет непрерывна в

. Выделим эту ветвь, задав условие  при . Тогда при  будет
.

В (1.9) положим ,  и рассмотрим функцию
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Из (2.1) и сделанного выбора ветви  видно, что  удовлетворяет уравнению
 в системе координат  с центром в точке  и вещественной осью , на-

правленной по односторонней касательной , см. фиг. 1. Такая система координат  получает-
ся из исходной системы  сдвигом ее в точку  и дальнейшим поворотом на угол , т.е.

. Но тогда в системе координат  функция  будет удовлетворять уравнению

 с параметрами , , см. свойство 1 в предложении 1. Таким обра-
зом, функция

удовлетворяет уравнению  в области  и является непрерывной на . Устра-
ивая дополнительно сдвиг и масштабирование, получаем функцию

(2.2)

где деление операторов вида (1.3) определяется согласно (1.4). Построенная функция удовлетво-
ряет тому же уравнению  (см. свойство 4 в предложении 1) и условиям  и

. Если кривая  является гладкой в точке , т.е. , то формула (2.2)
приобретает более простой вид

(2.3)

Как обычно, при  выражения (2.2) и (2.3) определяются с помощью предельного перехода.
В частности, при , что соответствует уравнению Лапласа, или гармоническим функци-
ям, из (2.3) получаем .

Зададим теперь функцию

(2.4)

которая удовлетворяет уравнению  в , непрерывна в  и имеет в точке  скачок
. Тогда функция

будет непрерывной на . В области  с кусочно-гладкой границей, согласно [8], задача Дирихле
для непрерывной граничной функции  имеет единственное решение, т.е. существует функ-
ция , удовлетворяющая в  уравнению  и совпадающая на  с . Поскольку

все функции  удовлетворяют уравнению  в , то функция 
удовлетворяет тому же уравнению и решает поставленную задачу Дирихле с граничной функци-
ей .

Выясним теперь поведение функции  вблизи любой из точек , в которых граничная
функция  терпит разрыв. Введем функцию

непрерывную в точке , и запишем . Тогда

− ζarg( )kz λ ( )k z
τ ,σ λ =' '( ')[ ] 0kz+ = +' ' 'z x iy ζk 'x

−
kT 'z

= +z x iy ζk
−αk

−α= ζ +' ki
kz ze z λk

τ,σ λ =( )[ ] 0kz+
−ατ = τ 2' kie

−ασ = σ 2' kie

( ) ( )−α−α
,α

σμ := − α + − τ − , ∈ Λ ,
τ

2 ( )( ) 2 log 1 ki
k kz i e z( ( #

τ,σ μ =( )[ ] 0kz+ Ω Ω ζ\{ }k

( )
( )

−

−

−

+

− α

α−α

− α

− α

− τ σα + − τ− τα := , α = − − ζ ,
− τ σΔα + − τ− τ

2

2 ( )

2

2

12 log
1( ) arg( )

12 log
1

k

k

k

k

i

i

k ki

k i

ei
ep z

ei
e

( ( #

( ( #

τ,σ =( )[ ] 0kz p+ =(0) 0kp

Δα =( )k kp ( Γ ζk
− +Δα = α − α = πk k k

( )
−

−

− α

α−α
α − τ σα = + + .
π π τ− τ

2

2 ( )

1 1( ) log
2 1

k

k

i

k i

ep
i e

( ( #

τ = 0
τ = σ = 0

α = α π( ) /kp

:= α Δϕ , α = − − ζ ,( ) ( )[ ] arg( )k k k kf z p z

τ,σ =[ ] 0kf+ Ω Ω ζ\{ }k ζk

Δϕk

=
ψ ζ := ϕ ζ − ζ

1
( ) ( ) ( )

n

k
k

f

Γ Ω
ψ ζ( )

∈ Ω( )g C Ω τ,σ =[ ] 0g+ Γ ψ( )z

( )kf z τ,σ =[ ] 0kf+ Ω
=

= + 1
( ) ( ) ( )

n
kk

f z g z f z

ϕ ζ( )
( )f z ζm

ϕ ζ( )

≠
:= + ,( ) ( ) ( )m k

k m

g z g z f z

ζm = +( ) ( ) ( )m mf z g z f z

,αΛ ∋ →ζ
ζ = − , α ∈ , Δα .( ) lim ( ( ) ( )) (0 )

m m
m m m mz

g f z f z



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 60  № 9  2020

О РЕШЕНИЯХ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ СИСТЕМ 1501

Отсюда при  получим ,  и, следовательно, , так что с учетом
(2.4) находим

(2.5)

Таким образом, множество угловых некасательных пределов в точке  образует кривую

(2.6)

соединяющую точки  и . Итак, доказано следующее.
Предложение 2. Пусть  – ограниченная односвязная область с кусочно-гладкой границей  без

точек (внутреннего и внешнего) заострения, на которой задана кусочно-непрерывная функция ,
имеющая разрывы I рода в точках , . Тогда существует и единственна ограниченная в 

функция , непрерывная в , удовлетворяющая в  уравнению  и совпадающая

на  с . Эта функция  имеет в любой точке  все угловые пределы, которые в
точках непрерывности функции  совпадают с ее значением, а в точках , в которых нарушает-
ся непрерывность , вычисляются по формуле (2.5). Множество угловых пределов образует кри-
вую (2.6).

3. ПРЕДЕЛЬНАЯ КРИВАЯ

Изучим характер предельной кривой  для точки , в которой  гладкая (далее опускаем ин-
декс ). Обозначим ,  и . Согласно (2.6),  задается уравнением

 с параметром  и функцией , определяемой по формуле (2.3).
Устроим замену координаты  на

которая сводится к сдвигу, повороту и растяжению (сжатию), и получим

где . Отсюда

так что при ,  (сильная эллиптичность) имеем , т.е.  – гладкая кривая.
Отметим, что при , т.е. в гармоническом случае, предельная кривая , как известно

[9], представляет собой отрезок прямой. Кроме того, уравнение кривой упрощается, когда один
из параметров  или  равен нулю. Рассмотрим случай, когда , что соответствует системе
Ламе (см. введение). Имеем

Заменим параметр  на  и устроим сдвиг и масштабирование системы коор-
динат по формуле  и получим . Отделяя веществен-
ную и мнимую части  и , приходим к параметрическим уравнениям

где . Эти уравнения задают трохоиду, которая является траекторией точ-
ки, отстоящей от центра окружности радиуса  на расстояние , при движении этой окружности
по горизонтальной прямой, см. фиг. 2. В случае сильной эллиптичности , так что точка,

α → 0 −→ ϕ( ) mf z →( ) 0mf z −ζ = ϕ( )m m mg

,α

− + −
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= ϕ + α ϕ − ϕ .lim ( ) ( )[ ]
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описывающая трохоиду, лежит внутри окружности; такая трохоида называется укороченной
циклоидой (при  удлиненной). Если , то получаем циклоиду [10]. Предельная кривая 
с точностью до сдвига, поворота и растяжения (сжатия) является отрезком одного периода полу-
ченной трохоиды.

Автор выражает благодарность В.И. Власову за полезные советы при подготовке статьи.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1. Петровский И.Г. Об аналитичности решений систем уравнений с частными производными // Матем.

сб. 1939. Т. 5. С. 3–70.
2. Вишик М.И. О сильно эллиптических системах дифференциальных уравнений // Матем. сб. 1951. Т. 29.

С. 615–676.
3. Hua L.K., Lin W., Wu C.Q. On the uniqueness of the solution of the Dirichlet problem of the elliptic system of

differential equations. Acta Math. Sinica. 1965. № 15(2).
4. Hua L.K., Lin W., Wu C.Q. Second-order systems of partial differential equations in the plane. Boston, London,

Melbourne: Pitman Advanced Publishing Program. 1985.

5. Багапш А.О., Федоровский К.Ю. -аппроксимация функций решениями эллиптических систем второ-
го порядка на компактах в  // Тр. МИАН. 2017. Т. 298. С. 42–57.

6. Бицадзе А.В. О единственности задачи Дирихле для эллиптических уравнений с частными производ-
ными // Успехи матем. наук. 1948. Т. 3. № 6(28). С. 211–212.

7. Ландау Л.Д., Лифшиц Е.М. Теоретическая физика. Т. 7. Теория упругости. М.: Наука, 1987.
8. Verchota G.C., Vogel A.L. Nonsymmetric systems on nonsmooth planar domains // Trans. Amer. Math. Soc.

1997. V. 349. № 11. P. 4501–4535.
9. Лаврентьев М.А., Шабат Б.В. Методы теории функций комплексного переменного. М.: Наука, 1965.

10. Савелов А.А. Плоские кривые. Систематика, свойства, применения. М.: Физматлит, 1960.

σ > 1 σ = 1 γ

1C
2R

Фиг. 2.

v

0 	�

0<
<1


 = 0
1 	+

u

� 




<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (Adobe RGB \0501998\051)
  /CalCMYKProfile (Photoshop 5 Default CMYK)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize false
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /BleedOffset [
        14.173230
        14.173230
        14.173230
        14.173230
      ]
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /ClipComplexRegions true
        /ConvertStrokesToOutlines false
        /ConvertTextToOutlines false
        /GradientResolution 300
        /LineArtTextResolution 1200
        /PresetName ([High Resolution])
        /PresetSelector /HighResolution
        /RasterVectorBalance 1
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MarksOffset 14.173230
      /MarksWeight 0.250000
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PageMarksFile /RomanDefault
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.000 842.000]
>> setpagedevice


