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В данной работе рассматривается задача об аналитико-численном исследовании вопроса о
разрушении за конечное время решения начально-краевой задачи для нелинейного уравне-
ния Клейна–Гордона. Из аналитических результатов получена оценка сверху на время разру-
шения решения с произвольной положительной начальной энергией. Данная априорная ин-
формация о времени разрушения решения используется при численном уточнении процесса
разрушения. Показано, что численная диагностика разрушения решения позволяет как уточ-
нить аналитическую оценку времени разрушения решения, так и выявить факт локального
разрушения решения по пространственной переменной. Библ. 17. Фиг. 5.
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ВВЕДЕНИЕ

В работе рассматривается начально-краевая задача для модельного нелинейного уравнения
Клейна–Гордона

(1)

которое описывает механику кристаллов [1].
Структура данной работы следующая. В разд. 1 получено достаточное условие на начальные

функции  и  в начально-краевой задаче (1), при которых время разрушения конечно.
Для получения достаточных условий разрушения решения соответствующей первой смешанной
краевой задачи используется модифицированный метод Х. Левина, изложенный в работе [2].
Также в этом разделе получена аналитическая оценка сверху на время существования решения.
В разд. 2 подробно описаны методы, которые позволяют, используя аналитически полученную
априорную информацию о времени разрушения решения, численно диагностировать факт раз-
рушения решения и уточнить его локализацию как во времени, так и в пространстве.

1)Работа выполнена при поддержке Программы РУДН “5-100” (М.О. Корпусов).
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1. АНАЛИТИЧЕСКАЯ ДИАГНОСТИКА РАЗРУШЕНИЯ РЕШЕНИЯ

Пусть  – это классическое решение задачи (1). Умножим обе части
первого уравнения из (1) на решение  и проинтегрируем обе части равенства по . То-
гда с учетом граничных условий из задачи (1) получим

(2)

где

Теперь умножим обе части уравнения из (1) на функцию  и проинтегрируем по .
В результате получим

(3)

Далее проинтегрируем обе части равенства (3) по времени и с учетом начальных условий из
(1) получим равенство

(4)

где

(5)

Из равенств (2) и (4) вытекает равенство

из которого приходим к неравенству

(6)

Учтем, что из неравенства Коши–Буняковского следует, что

(7)
И, далее, из неравенств (6) и (7) вытекает неравенство

Математический интерес представляет случай  (см. формулу (5)).
Далее заметим, что

Тогда при выполнении условий

из результатов работы [2] на интервале  выполняется следующее неравенство:

(8)
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Имеем

(9)
где

Таким образом, доказана

Теорема 1. Пусть  – классическое решение задачи Коши (1). Тогда для
любых начальных функций  таких, что выполнены неравенства

где величина  определена равенством (5), справедлива оценка снизу (8). Более того, справедлива
оценка сверху (9). Следовательно, , и поэтому классическое решение задачи (1) не существу-
ет глобально во времени.

2. ЧИСЛЕННАЯ ДИАГНОСТИКА РАЗРУШЕНИЯ РЕШЕНИЯ
Детально обсудим методы, которые помогут нам численно диагностировать факт разрушения

решения и уточнить его локализацию как во времени, так и в пространстве. Напомним, что
априорная информация (9), полученная аналитически в теоретической части работы, дает нам
верхнюю оценку  времени разрушения решения, однако не дает точного времени разруше-
ния  (индекс “bl” – сокращение от “blow-up”, “разрушение”) и детального описания процесса
разрушения. Численный же подход, использующий аналитически полученную априорную ин-
формацию, может помочь детализировать процесс разрушения и уточнить момент разрушения.

Будем использовать обозначения  и  вместо  и  в связи с тем, что мы ис-
пользуем подобные индексы для определения сеточных значений функций.

Для начала сведем исходную начально-краевую задачу (1) к системе первого порядка по вре-
мени, который необходим для применения эффективных численных методов, которые будут
описаны ниже:

(10)

Замечание. Мы ставим задачу численного нахождения решения до момента времени  включи-
тельно, хотя знаем, что решение в этот момент времени не существует и, более того, даже может разру-
шиться ранее. В связи с этим может сложиться впечатление, что мы ставим заведомо неразрешимую зада-
чу: построить несуществующее решение. Однако это не так. Поясним основную идею работы. Мы имеем
аналитическую оценку времени разрушения  сверху (9). Реальное время разрушения решения  мы не
знаем. Поэтому мы вынуждены проводить расчеты до момента времени  включительно. Численное ре-
шение, благодаря используемой ниже численной схеме, будет существовать при всех , хотя в ка-
кой-то момент времени  реальное решение разрушается. Возникает вопрос, при каких значениях  мож-
но доверять результату численных расчетов, а при каких нет. Этому и посвящена дальнейшая часть работы.

2.1. Поиск численного решения
C целью численного решения системы (10) мы применим жесткий метод прямых (SMOL) [3],

[4] для того, чтобы свести исходную систему уравнений с двумя уравнениями в частных произ-
водных к системе обыкновенных дифференциальных уравнений.
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Сначала мы введем равномерную сетку  только по пространственной переменной  с
шагом  и содержащую  узлов (что соответствует  интервалам):

. Таким образом, после конечно-разностной аппроксимации
пространственных производных со вторым порядком точности мы получим следующую диффе-
ренциально-алгебраическую систему, из которой требуется определить  неизвестную
функцию  ( ,  и  определяются из соотношений, заданных гра-
ничными условиями) и  вспомогательную функцию  ( ,  и 
не входят в систему):

Эта система может быть сведена к чисто дифференциальной и переписана в следующем виде:

(11)

где ,  и 

. Здесь вектор-функция  имеет следующую струк-
туру:

Для численного решения системы (11) мы будем использовать одностадийную схему Розен-
брока с комплексным коэффициентом CROS1 [5], [6], которая является наилучшим выбором
для решения задач такого рода по той причине, что она не приводит к переполнению даже в том
случае, если решение задачи устремляется к бесконечности [7], [8]. Для ее применения мы вве-
дем равномерную сетку  по времени  с шагом , которая имеет  узлов
(т.е.  интервалов): . После этого запишем схему CROS1 для
решения системы (11):

(12)

Здесь  – единичная матрица, а  – матрица Якоби.

2.2. Численная диагностика разрушения решения

При численных расчетах важно не только получить приближенный численный результат, но
также и выполнить некоторую оценку его точности. Метод вычисления апостериорной асимп-
тотически точной оценки погрешности [7] позволяет это сделать. Но этот метод также может по-
мочь и диагностировать факт разрушения точного решения [8]. Основные формулы и утвержде-
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ния этого пункта впервые были представлены в работах [7]–[9]. Мы развили эти идеи в работах
[10]–[17].

Для начала введем базовую сетку : , , . После этого произве-
дем последовательное сгущение сеток, начиная с базовой, и вычислим набор сеточных значений
решения

на полученных сетках  (  – номер сетки из набора  сеток, ).
В связи с тем, что мы аппроксимировали все пространственные производные в (10) с точно-

стью , а при численном интегрировании системы (11) используем схему CROS1 (12), кото-
рая имеет точность , построенный метод решения системы (10) имеет точность 
или, другими словами, теоретический порядок точности по времени , а по про-
странству . Мы выполняем последовательное сгущение сеток по времени в целое
число раз  и сгущение пространственной сетки в целое число раз  так, чтобы выполнялось
условие  (подробности см. в [9]), т.е. в нашем случае . Наиболее удобно для счета
выбрать . В этом случае каждая последующая сетка  имеет узлы, совпадаю-
щие с узлами  базовой сетки. В этих узлах  мы можем выполнить апостериорную
асимптотически точную оценку погрешности [8], [9]

(13)

и оценить эффективный порядок точности [8], [9] на всем промежутке времени 

(здесь выбрана наиболее удобная из возможных норм – евклидова). В случае, если на всем про-
межутке времени  решение задачи имеет непрерывные производные порядка  по  и

 по , имеет место сходимость [8]

Нарушение этой сходимости говорит о потере гладкости точного решения на промежутке
времени .

С целью локализации конкретного момента времени, в который произошло разрушение ре-
шения, можно оценить эффективный порядок точности и поточечно в каждом узле ,

,

(14)

В точках , в которых решение исходной задачи имеет непрерывные производные порядка 
по времени и порядка  по пространству, имеет место сходимость

и соответствующая оценка погрешности (13) является асимптотически точной при  (или,
что то же самое, ). Нарушение этой сходимости говорит о потере гладкости точного
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решения [7]–[9]. В частности, в случае степенной “сингулярности” , где  –
время разрушения (напомним, что индекс “bl” – сокращение от “blow-up”, “разрушение”), для
любого  эффективный порядок точности . Это позволяет нам найти соот-

ветствующую степень . Если  для любого , мы можем утверждать, что ре-

шение экспоненциально возрастает, т.е. ; если  для любого , то рост
решения в окрестности “сингулярности” является логарифмическим: . Вывод
соответствующих утверждений можно найти в [7], [8]. Момент разрушения решения  может
быть найден с точностью до величины интервала базовой сетки по времени .

После локализации момента времени разрушения  можно локализовать и пространственные
точки разрушения решения по переменной  для каждого конкретного момента времени  в каж-
дом узле , ,

(15)

Если нарушение гладкости решения возникает во всей области по пространственной пере-
менной одновременно, то отклонение сходимости  от 2 возникает во всех точках сетки

 с первого временного слоя  (см., например, пример 1a в [11]). Если разрушение реше-
ния возникает в одной-единственной точке , то описанный метод позволяет оценить локали-
зацию этой точки (см., пример 1 ниже). Такая диагностика процесса разрушения решения воз-
можна в связи с тем, что схема CROS1 не приводит к переполнению даже в том случае, если ре-
шение задачи устремляется к бесконечности [7], [8].

Пример 1. Для начала рассмотрим пример для следующего набора входных данных:

(16)

(17)
К сожалению, точное решение уравнения (1) не может быть получено аналитически, однако

в теоретической части работы была получена априорная оценка сверху  (9) для времени разру-
шения решения . В случае набора параметров (16) мы получим

(18)

что дает для (17): .
Применим численный алгоритм диагностики момента и места разрушения решения. Для

численного решения задачи (1) с входными данными (16), (17) мы возьмем следующий набор па-
раметров: , , , , ,  (число последовательно используемых

для вычислений сеток, включая начальную). Численное решение  представлено на
фиг. 1 (отмечены только узлы, совпадающие с узлами базовой сетки ).

Получив приближенное численное решение на разных сетках, мы можем проверить сходи-
мость эффективного порядка точности к теоретическому для каждого временного слоя по фор-
муле (14). После вычислений на  вложенных сетках эффективный порядок точности  для

каждого временного слоя  сходится к  (см. фиг. 2) за исключением временных слоев,
соответствующих моментам времени , : , что означает, что

 является временем разрушения решения и что в точке  решение

имеет особенность типа полюса . Таким образом, численный алгоритм позво-
лил уточнить аналитическую оценку времени разрушения.

Мы также можем оценить эффективный порядок точности для каждой пространственной
точки выбранного временного слоя, соответствующего моменту времени , по формуле (14).
Мы можем использовать эту формулу, например, для временного слоя, соответствующего мо-
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менту времени , в котором было диагностировано разрушение решения изначально, с целью
определить, возникло ли разрушение на всем временном слое или только в отдельных точках по
пространственной переменной. Исходя из фиг. 3 мы можем предположить, что решение разру-
шилось сначала только в некоторой подобласти рассматриваемой области .

Также лишний раз отметим, что данная методика позволяет сделать вывод о том, при каких ,
, мы можем доверять численному решению, а при каких нет (см. фиг. 1).

21t

∈ , π[0 ]x

mt
≤ ≤0 m M

Фиг. 1. Пример 1: численное решение задачи в разные моменты времени. Красным цветом отмечено численное
решение в те моменты времени, при которых ему нельзя доверять.
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Фиг. 2. Пример 1: эффективный порядок точности численной схемы в каждый момент времени. Разрушение
решения диагностировано в момент времени .
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Пример 2. В данном численном эксперименте мы рассматриваем серию задач из примера 1 с
набором входных данных (16) для различных значений параметров  и . В этом случае по-преж-
нему верна аналитическая оценка времени разрушения (18) (отметим, что она не зависит от па-
раметра ), из которой следует, что условия применимости теоремы 1 выполнены при

, т.е. при . При меньших значениях параметра  аналитический ответ
на вопрос о наличии факта разрушения решения остается открытым. Однако численные методы
могут помочь дополнить информацию, полученную аналитически. На фиг. 4 представлены гра-
фики зависимости времени разрушения  (оцененного численно) решения задачи (1) с набо-
ром входных данных (16) от амплитуды  начальной функции  при фиксированных зна-
чениях параметра  (  и ).

a b

b

− >
4 23 5 0

8
a a > .�

40 3 65
3

a a

blT
b init 1( )u x

a = .0 25a = .0 5a

Фиг. 3. Пример 1: эффективный порядок точности в каждой точке по пространству в моменты времени  и .
Разрушение решения диагностировано на некоторой подобласти области .
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Фиг. 4. Пример 3: график зависимости времени разрушения  решения задачи (1) с набором входных данных (16)
от амплитуды  начальной функции  при фиксированных значениях параметра .
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Из характера соответствующих графиков можно предположить, что они имеют вертикальные
асимптоты, в окрестностях которых реальное время разрушения  уходит на бесконечность.
Это означает, что можно оценить предполагаемую область глобальной разрешимости. Более то-
го, на фиг. 5 представлена зависимость времени разрушения решения задачи (1) с набором вход-
ных данных (16) от амплитуд  и , , начальных функций. В результате мы мо-
жем оценить область определения параметров  и , в которой поставленная задача предположи-
тельно является глобально разрешимой по времени. Отметим, что этот результат не удалось
получить аналитическими методами.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе продемонстрирована возможность эффективного комбинирования анали-
тического и численного подходов при диагностике факта разрушения численного решения не-
линейного уравнения Клейна–Города, которое описывает механику кристаллов. Комбинация
этих подходов позволяет получить качественную информацию о факте и характере разрушения
приближенного численного решения.
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