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Исследована сингулярно возмущенная периодическая задача для параболического уравне-
ния реакция-диффузия в случае разрывного источника – нелинейности, описывающей реак-
цию (взаимодействие). Рассмотрен случай существования внутреннего переходного слоя в
условиях несбалансированной и сбалансированной реакции. Построено асимптотическое
приближение и исследована асимптотическая устойчивость по Ляпунову периодических ре-
шений в каждом из рассмотренных случаев. Для доказательства существования решения и
его асимптотической устойчивости используется асимптотический метод дифференциаль-
ных неравенств. Приведен пример и проведены численные расчеты, иллюстрирующие теоре-
тический результат. Библ. 21. Фиг. 4.
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Рассматривается сингулярно возмущенное уравнение реакция-диффузия, естественно воз-

никающее в математических моделях с быстрой реакцией:

(1)

где , производная  берется по внутренней нормали к гладкой границе  заданной

двумерной односвязной области , а  – малый параметр.
Интерес к различным классам периодических задач связан как с различными приложениями,

так и новыми математическими задачами, возникающими при их рассмотрении (см., например,
[1], [2]). Настоящая работа развивает асимптотический метод дифференциальных неравенств на
новый класс задач (см. [3] и ссылки в этой работе).

Исследуется новый класс сингулярно возмущенных периодических задач в случае разрывно-
го источника – нелинейности, описывающей реакцию (взаимодействие). Рассмотрение таких
задач инициировано работами по изучению внутренних слоев в задачах, где коэффициенты ад-

1)Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ, проект 18-11-00042.
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векции или реакции претерпевают разрывы и их называют нелинейностями модульного типа
(см. [4]–[7] и ссылки в этих работах). Ряд приложений такого типа уравнений можно найти в [8].

Задача (1) рассматривается при условии, что функция  имеет вид:

где ,  – достаточно гладкие функции. Очевидно, что замена
 приводит к задаче с правой частью, разрывной при . Поэтому, не

ограничивая общности, будем предполагать выполненными следующие условия:

(A1) Пусть функция  имеет вид:

Здесь ,  – достаточно гладкие T-периодические функции. Такие раз-
рывные нелинейности принято называть нелинейностями модульного типа. Предположим так-
же следующее.

(A2) Пусть уравнение  имеет единственное -периодическое решение

, а уравнение  имеет единственное -периодическое решение

, причем выполнены неравенства

Для этих корней выполняются неравенства

(A3) , , , .

Поскольку решение задачи (1) при выполнении условий (A1)–(A3) в значительной мере ана-
логично решению в случае нелинейностей (источников) кубического типа (см. [9] и ссылки в
этой работе), то мы называем рассматриваемую в работе нелинейность источником модульно-
кубического типа. Отметим, что настоящая работа развивает результаты работы [10].

Будем исследовать вопрос о существовании задачи (1) гладкого периодического решения, ко-
торое для любого момента времени  при  внутри области, ограниченной некоторой глад-
кой замкнутой кривой , стремится к корню , а снаружи – к другому корню

, и резко изменяется от  до  в окрестности кривой . Кривую
 называют кривой переходного слоя. Отметим, что положение этой кривой заранее не из-

вестно и определяется в процессе построения асимптотики решения. Это отличает рассматрива-
емую задачу от задач с разрывом источника в некоторой точке или на гиперповерхности, в
окрестности которых локализован внутренний слой (такие задачи рассматривались в [11], [12]).

Нам понадобятся и другие предположения, которые мы сформулируем ниже.

Определим положение кривой переходного слоя из условия равенства нулю решения задачи (1)
на этой кривой:  Кривая  разделяет область  на подоб-
ласти  и  – соответственно внешнюю и внутреннюю относительно этой кривой.

Решение задачи (1) определяется следующим образом.

Определение. -периодическая по  функция  называет-
ся решением задачи (1), если она удовлетворяет уравнению (1) в каждой из областей  а также
граничному условию.
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2. ПОСТРОЕНИЕ АСИМПТОТИКИ
2.1. Асимптотическое разложение решения

Для построения формальной асимптотики используется схема асимптотической теории кон-
трастных структур, достаточно подробно описанная в [13]. Для этого задача (1) разбивается на
две. В области  рассматривается задача

а в области  рассматривается задача

Для описания внутреннего переходного слоя (аналогично [14]) рассмотрим однопарамет-
рическое семейство кривых  – достаточно гладкая простая замкнутая
кривая; . Для каждой кривой  определим -окрестность

, . Далее, стандартным образом введем в -окрест-
ности кривой  локальную систему координат , где  – это координа-
та точки , ; , , где  – соот-
ветственно внутренняя и внешняя области, на которые разбивает область  кривая . Пусть
при каждом фиксированном  кривая  определена в параметрической форме: ,

, a  – внутренняя нормаль (  и  – направляющие ко-
синусы нормали) к кривой  в точке . При достаточно малом  в -окрестности кривой

 существует взаимно однозначное соответствие между координатами  и :

Аналогично для описания пограничного слоя в достаточно малой окрестности кривой  вво-
дятся локальные координаты .

Пусть нам известна кривая , являющаяся нулевым приближением для кривой
, и в ее окрестности введена локальная система координат . Уравнение для кривой пе-

реходного слоя  будем искать в следующем виде:

(2)
где правая часть представляется в виде ряда по степеням  с неизвестными коэффициентами

. Ниже мы покажем, как найти .

Далее для функций асимптотики в области  используем обозначение , в области  – .
Построим асимптотику в виде ряда по степеням , не раскладывая в такой ряд функцию :

(3)
где регулярная часть имеет вид:
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есть регулярная часть асимптотики,

погранслойная часть асимптотики, служащая для приближения решения вблизи границы ,

есть часть асимптотики, служащая для приближения внутреннего переходного слоя в окрестно-
сти  ( ), члены которой, как будет показано ниже, определяются из урав-
нений, в которые входят функция  и ее частные производные, этим и объясняется зави-
симость функций  от аргумента . Если включить  и ее частные производные в аргу-

менты функций , то при действии на них оператор  будет выглядеть уже иным
образом.

Метод пограничных функций (см. [9], [15]) с учетом особенностей параболического операто-
ра (см. [9], [10]) приводит к последовательности задач для определения коэффициентов асимп-
тотических рядов (3), из которых, в частности, получим ,

. Функции , а также пограничные функции 
строятся стандартным образом, и мы это построение в работе рассматривать не будем.

В дальнейшем, eсли указана конкретная кривая , будем пользоваться обоими на-
борами аргументов  и , сохраняя при этом обозначение функций, которые от них за-
висят, например: .

Остановимся подробнее на построении функций внутреннего переходного слоя. Оператор
Лапласа в локальных координатах  имеет вид (см. [15]):

где  – известные функции  и  ( , аналогично определяются  и ).

Тогда, при действии на часть асимптотики для внутреннего переходного слоя, дифференциаль-

ный оператор  в переменных  приобретает вид:

где ,

Пусть  – радиус-вектор точки кривой  с координатами . Нетрудно
показать, что

что представляет собой нормальную компоненту скорости  точки  кривой .

Также известно (см. [14]), что  – кривизна кривой 
 в точке .
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Действуя по схеме алгоритма А.Б. Васильевой, определим функции .

Члены  определяются из следующих задач:

(4)

Известно (см., например, [13]), что задача (4) имеет единственное, монотонное по  решение,
причем имеют место следующие оценки:

(5)

где  – некоторые положительные константы.

Функции  определяются из следующих задач:

(6)

где символы “ ”, “ ” над и справа от функции означают, что ее значение берется при аргументе

.

Решение задач (6) представляется в явном виде (см., например, [13]):

(7)

где

причем  в рассматриваемой области. Для  справедлива оценка

(8)

где  – некоторые положительные константы.

Функции внутреннего переходного слоя более высоких порядков находятся из задач, анало-

гичных задачам для функций :

(9)
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где  – известные функции. В частности, для  имеем

(10)

Здесь  – коэффициент при , стоящий в разложении выражения

по степеням .

Замечание 1. Заметим, что из вида уравнения (4) следует, что в функциях , ,
считая  параметрами, мы можем перейти к другому набору аргументов . В дальнейшем мы
будем пользоваться обоими наборами аргументов, для каждого конкретного случая выбирая наиболее
удобный.

Заметим, что формально -функции определены для , однако фактически они имеют

смысл только при . Для их гладкого продолжения на всю область  применяется стандарт-
ный прием использования срезающих функций (см., например, [15]).

Таким образом, формальное построение асимптотики решения с внутренним переходным
слоем для задачи завершено. Перейдем к определению локализации внутреннего переходного
слоя.

2.2. Асимптотическое разложение для кривой переходного слоя

Важнейшая проблема построения асимптотики – это нахождение разложения по малым  для
кривой перехода . Нулевой порядок задается кривой , а следующие порядки – функ-
циями  в уравнении (2). Для их нахождения используется условие -сшивания. Непре-
рывность асимптотики  на кривой выполняется за счет согласованности асимптотик  и .
Потребуем также непрерывности первых производных асимптотики на этой кривой (условие

-сшивания):

(11)

Подставляя асимптотическое разложение (3) в условие (11), получаем
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Введем функции

которые, согласно (4) , являются решениями задач

(13)

где символы “ ”, “ ” над и справа от функции означают, что ее значение берется при аргументе
.

Функция  в обозначениях  имеет вид:

(14)
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разложим теперь (11) в ряд по степеням , используя (2):
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Стандартным образом понижая порядок в уравнении (13), можно получить следующие выраже-
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Оказывается, что построение асимптотики для кривой перехода зависит существенным обра-
зом от свойств функции . В данной работе рассматриваются случаи баланса и отсутствия
баланса реакции. О том, какие требования предъявляются при этом для функции , будет сказа-
но ниже. Отметим, что построение асимптотики для решения одинаково для этих обоих случаев.

2.3. Случай несбалансированной реакции
Рассмотрим вначале так называемый случай несбалансированной реакции. Ему отвечает следу-

ющее требование:

(A4) Пусть существует кривая  такая, что , , где  –
это область изменения координаты .

В дальнейшем нам также понадобится условие, накладывающее ограничение на выбор кри-
вой .

(A5) Пусть для кривой  имеет место неравенство

Таким образом, кривая  определена. В силу условия (А4) имеем

(19)

т.е.  – непрерывная по  функция в рассматриваемой области. Поэтому здесь и далее
индекс  в выражениях для  можно опустить.

Определим член  в разложении (2). При  равенство (15) дает

(20)

где символ “ ” над функцией означает, что ее значение берется при аргументе .
Преобразуем выражение при  в (12):

(21)

Здесь и далее выражение, заключенное в скобки вида , представляет собой разность функции,
стоящей внутри скобок, взятой с индексом  и той же функции, но взятой с индексом . Не-
трудно показать, что
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Таким образом, выражение для  принимает вид

Подставляя это равенствo в (20), с учетом (7) получаем уравнение для нахождения :

(22)

где символ “ ” над функцией означает, что ее значение берется при аргументе
.

Уравнение (22) разрешимо в силу условия (A5), таким образом, коэффициент 1-го порядка в
разложении (2) определен.

Выписывая уравнения, определяющие , и следующие приближения в соотношении (15),
по стандартной схеме получаем алгебраические задачи для :

(23)

где  – известные на -м шаге функции.

Таким образом, указан способ определения всех неизвестных функций  для некритиче-
ского случая.

2.4. Случай баланса реакции

Случай баланса реакции имеет место, если выполнено следующее требование тождественно-
го равенства нулю функции :
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сбалансированного, поскольку, как будет видно далее, оно изменяет алгоритм построения
асимптотики и несколько усложняет доказательство существования решения с построенной
асимптотикой.

В отличие от некритического случая, в рассматриваемом критическом случае найти кривую ,
зная лишь , не удается. Действительно, в силу условия (А'4) получаем, что

(24)

Следовательно, уравнения для определения положения кривой переходного слоя будут следо-
вать из равенства нулю коэффициентов при степенях  следующих порядков. Из (24) следует, что

, т.е.  – непрерывная по  функция в рассматриваемой области.
Поэтому здесь и далее индекс  в выражениях для  можно опустить.

Преобразуем выражение при  в (12), используя (10):
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(25)

где  – известная функция.
Разложим теперь (11) в ряд по степеням , используя (2) и учитывая (24):

(26)

Теперь приравнивая к нулю коэффициент при  в разложении (26), с учетом (21), получаем

(27)

где символ “ ” над функцией означает, что ее значение берется при аргументе .
Потребуем выполнение условия
(A'5) Пусть существует кривая , удовлетворяющая уравнению (27).
Таким образом, уравнение для нахождения кривой переходного слоя в нулевом приближении

получено. Теперь определим коэффициент . Для этого приравняем к нулю член при  в разло-
жении (26). Используя (25), получаем уравнение для нахождения :

(28)

где

Разделив уравнение для  (28) на коэффициент при производной по времени , по-
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Пусть функции  и  определяются из уравнений

(30)

где ,  – некоторая константа, значение которой будет определено далее.

Пусть выполнены дополнительные условия: , .
Введем в рассмотрение оператор

Тогда

Функции  и  могут быть найдены в явном виде:

(31)

где

Нам потребуется условие

(A'6) Пусть  для .

Для постановки задачи для нахождения  нам не хватает следующих периодических гра-
ничных условий:

(32)

Уравнение (28) с граничными условиями (32) имеет единственное решение в силу условия (A'6).
В этом легко убедиться, взяв в качестве верхнего решения функцию , а в качестве нижнего ре-
шения . Действительно, в силу условия (A'6) имеем , ,  для .
Выберем константу

В итоге получаем, что , , , а упорядоченность верхнего и нижнего ре-
шения выполнена автоматически. Таким образом, коэффициент  в разложении (2) определен.

Выписывая уравнения, определяющие , и следующие приближения в соотношении (26),
получаем задачи для :

(33)

где -известные на -м шаге Т-периодические функции . Эти задачи с соответствующими
граничными условиями также однозначно разрешимы в силу условия (A'6).

Таким образом, формальная асимптотика для кривой перехода в критическом случае полно-
стью построена.
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Замечание 2. В отличие от случая нелинейности кубического типа (см., например, [10]), в рассматрива-
емом случае разрывной реакции на фазовой плоскости  сепаратриса, соединяющая точки покоя типа

седло  и , оказывается негладкой кривой. Действительно,

(См. далее пример в п. 6.2 и иллюстрацию к нему на фиг. 3б.)

3. ОБОСНОВАНИЕ ПОСТРОЕННОЙ АСИМПТОТИКИ

Обозначим через  частичные суммы порядка  построенных асимптотических ря-
дов, в которых аргумент  у -функций заменен на

а  на

найденные по алгоритму, изложенному в п. 2.3 для некритического и п. 2.4 для критического

случаев. В подобластях  и , на которые область  разделяется кривой , при постро-
ении  используются функции  и  соответственно.

В этом пункте проводится доказательство существования решения задачи (1), близкого к по-
строенной асимптотике . Отметим, что для достижения близости порядка  в
двух рассматриваемых случаях требуется строить верхние и нижние барьеры различных поряд-
ков (см. далее). Но, поскольку они в обоих случаях отвечают асимптотике , за ними
условимся сохранять индекс .

Сформулируем и докажем соответствующие теоремы для каждого случая.

3.1. Несбалансированный случай

Теорема 1. Если выполнены условия (А1)–(А5), то при достаточно малых  существует решение
 задачи (1), причем имеет место оценка

Доказательство. Для доказательства этого утверждения воспользуемся асимптотическим ме-
тодом дифференциальных неравенств. Заметим, что функция  в силу наложенных на нее усло-
вий (A1)–(A3) имеет в точке  скачок определенного знака: 

. Эта функция, очевидно, является каратеодориевой и для нее справедлив
результат работ [16], [17] и их развития на случай разрывного источника в [18]. Верхнее и нижнее
решения задачи (1) будем строить путем модификации членов асимптотического ряда аналогич-
но тому, как это делалось в [10]:

(34)

где , ,  – постоянная, обеспе-
чивающая выполнение необходимого дифференциального неравенства,  – константа,
обеспечивающая неравенства для скачка производных на кривой переходного слоя. Функции
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 определяются из задач (9), где  заменена на . Функции  необходимы для
компенсации изменений, вносимой постоянной , и определяются из задач

(35)

где

(36)

Функции  обеспечивают выполнение необходимых дифференциальных неравенств вблизи
границы  (их построение рассматривается, например, в [13]). Здесь для функций асимптотики
во внутренней относительно кривой  области используем обозначение ,
а во внешней – . Нижнее решение  имеет аналогичную структуру.

Необходимые дифференциальные неравенства проверяются прямым вычислением, анало-
гично работе [19]. Для верхнего решения имеем

где черта над функцией означает, что ее значение берется при аргументе . В силу усло-
вия (А3) при достаточно малом  при любом  имеем .

Аналогичные неравенства вблизи границы выполняются за счет модификации погранслой-
ных функций (см., например, [13]) и их проверка в данной работе не рассматривается.

Доказательство упорядоченности верхнего и нижнего решений, т.е. неравенства
, а также неравенства для скачка производной:

(и аналогичного неравенства для ) проводится так же, как в работе [19], причем для последнего
существенно условие (А5).

Из известных теорем сравнения следует существование решения задачи (1), удовлетворяюще-
го неравенству , причем, как следует из построения,

, откуда и получаем утверждение теоремы.

3.2. Критический случай
Теорема 2. Если выполнены условия (А1)–(А3), (А'4)–(A'6), то при достаточно малых  существу-
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равенств позволяет обосновать построенную асимптотику. Верхнее и нижнее решения задачи (1)
будем строить путем модификации членов асимптотического ряда в виде
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которая будет уточнена ниже. Функции  необходимы для компенсации изменений, вносимой
постоянной  и определяются из задач (35), в которых  заменена на . Функции  обеспе-
чивают выполнение необходимых дифференциальных неравенств вблизи границы , они такие
же, как и в представлении (34). Здесь для функций асимптотики во внутренней относительно за-
мкнутой кривой  области используем обозначение , а во внешней – .
Нижнее решение  имеет аналогичную структуру.

Необходимые дифференциальные неравенства проверяются прямым вычислением:

В силу условия (А3) при достаточно малом  при любом  имеем .
Доказательство упорядоченности выполняется совершенно аналогично тому, как это было

сделано в работе [20].
Для доказательства теоремы остается проверить условие для скачка производной.
Обозначим через

предельные значения производных по разные стороны от кривой . Тогда получим

(37)

Пусть  (функция  определена в (30)). Очевидно, что условие (А'6) обеспечи-
вает отрицательный знак скачка производной в (37).

Все соответствующие неравенства для нижнего решения  проверяются аналогично.
Таким образом, все необходимые условия известных теорем о дифференциальных нера-

венствах выполнены, а значит, существует решение задачи (1), удовлетворяющее неравен-
ству , причем, как следует из построения, 

, что и влечет за собой утверждение теоремы.

4. АСИМПТОТИЧЕСКАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ РЕШЕНИЯ
Периодические решения задачи (1) можно рассматривать как решения соответствующей на-

чально-краевой задачи на полубесконечном промежутке времени:

(38)

Очевидно, что если , где  – решение периодической задачи (1),
то и задача (38) имеет решение . Исследование его устойчивости основано
на асимптотическом методе дифференциальных неравенств. Будем искать верхнее и нижнее ре-
шения задачи (38) в виде , 

, где  будет указана ниже. Очевидно, что ,
и для проверки классических теорем о дифференциальных неравенствах для параболических си-
стем из [21] достаточно показать, что , . Подставляя указанные выше выражения
для функций  и  и учитывая, что  является решением уравнения (1), нетрудно получить тре-
буемые неравенства как для некритического, так и для критического случаев. Например, выра-
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жение для  преобразуется к такому виду (для краткости в следующих формулах все аргументы
у функций  опущены, кроме первого):

Здесь символ “ ” справа от функции означает, что ее значение берется при аргументе
, .

Проведем оценки для каждого случая.
В несбалансированном случае воспользуемся тем, что

где , ,  и выбирая , а  достаточно
большим, получаем

при . Аналогично проверяется неравенство . Таким образом, в некритическом слу-
чае построенное выше периодическое решение устойчиво с областью влияния, по крайней мере,

, ширина этой области составляет величину порядка 
В критическом случае проведем аналогичные оценки:

где , , . Выбирая  достаточно
малым, а  достаточно большим, получаем

при . Аналогично проверяется неравенство . Итак, построенное выше периодиче-
ское решение устойчиво с областью влияния, по крайней мере, , ширина
этой области – величина порядка 

Таким образом, справедливы следующие теоремы.
Теорема 3. Пусть выполнены условия (А1)–(А5). Тогда решение  задачи (1) асимптоти-

чески устойчиво по Ляпунову с областью устойчивости, по крайней мере, , и,
следовательно,  – единственное решение задачи (1) в этой области.

Теорема 4. Пусть выполнены условия (А1)–(А3), (А'4)–(А'6). Тогда решение  задачи (1)
асимптотически устойчиво по Ляпунову с областью устойчивости, по крайней мере,

, и, следовательно,  – единственное решение задачи (1) в этой об-
ласти.

5. ПРИМЕР ПЕРИОДИЧЕСКОЙ КОНТРАСТНОЙ СТРУКТУРЫ ТИПА СТУПЕНЬКИ
5.1. Несбалансированный случай

Рассмотрим задачу:

(39)
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где

 – некоторая T – периодическая функция.

Для задачи (39) получаем, что , , тогда

В этом случае кривая  – это окружность, описываемая уравнением , где  –
ее радиус. В самом деле, в локальной системе координат  для кривой , где  – угол
между вектором  и осью , имеем ,

(40)

откуда следует, что , т.е. условие (А4) выполнено и  – действительно кривая пере-
ходного слоя. Далее, в выбранной локальной системе координат имеем

(41)

т.е. условие (А5) также выполнено. Задачи (13) для определения  примут вид

(42)

и имеют, как нетрудно убедиться, решения . Тогда для функций 
получим выражения .

Тогда для асимптотики решения в нулевом порядке имеем выражение (пограничный слой в
нулевом приближении отсутствует):

где . Согласно теоремам 1 и 3, существует асимптотически устойчивое по

Ляпунову решение  задачи (39) в виде контрастной структуры типа ступенька, для кото-
рого справедлива оценка .

На фиг. 1, 2 и 3 изображены результаты численного эксперимента, проведенного с помощью
программы “Wolfram Mathematica” при ,  и . На фиг. 3а видно,
что решение соответствующей начально-краевой задачи быстро выходит на периодическое ре-
шение.
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5.2. Случай баланса разрывной реакции

Рассмотрим задачу

(43)
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Фиг. 1. Численное решение задачи (39) при .
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Фиг. 2. Асимптотика нулевого порядка (сплошная кривая) и численное решение (штриховая кривая) для зада-
чи (39) в сечении плоскостью  в моменты времени а) , б) . Корни вырожденного урав-
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где

A – положительная константа, а функция

(44)

где  – некоторая T – периодическая функция, например, . Для задачи (43)

получаем, что , , тогда

В этом случае кривая  – это окружность, описываемая уравнением , где  –
ее радиус. В самом деле, в локальной системе координат  для кривой , где  – угол
между вектором  и осью , имеем

(45)

т.е. условие (А'4) выполнено.

Нетрудно убедиться, что . Тогда для функций  получим выражения
.

Далее, переходя к полярным координатам  и  и учитывая, что , полу-
чаем
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Фиг. 3. (a) Численное решение начально-краевой задачи, соответствующей задаче (39), в сечении плоскостью

. Начальное условие выбрано в виде функции . (б) Соединительная сепаратриса на фазовой
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Далее, имеем

откуда получаем равенство (27):

(46)

которое является верным в силу задания функции  по формуле (44), т.е. условие (A'5) выпол-
нено.

Далее, сосчитаем коэффициент :

Таким образом, условие (А'6) выполнено.
Тогда для асимптотики решения в нулевом порядке имеем выражение (пограничный слой в

нулевом приближении отсутствует):

где .

Согласно теоремам 2 и 4, существует асимптотически устойчивое по Ляпунову решение
 задачи (39) в виде контрастной структуры типа ступенька, для которого справедлива

оценка .
На фиг. 4б изображены результаты численного эксперимента, проведенного с помощью про-

граммы “Wolfram Mathematica” при  и .
Авторы благодарны В.Ф. Бутузову за ценные замечания при обсуждении данной работы.
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Фиг. 4. На графиках для момента времени  представлены (а) асимптотика нулевого порядка и (б) асимп-
тотика нулевого порядка (сплошная кривая) и численное решение (штриховая кривая) для задачи (43) в сече-

нии плоскостью  (корни вырожденного уравнения  и  изображены штрихпунктирными линиями).
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