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мятью. Впервые мы находим точные аналитические формулы для оптимального значения па-
раметров. Увеличение порядка сходимости с  до  достигается без каких-либо дополнитель-
ных вычислений. Таким образом, предлагаемые методы с памятью обладают очень высокой
вычислительной эффективностью. Численные примеры и сравнения с некоторыми суще-
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1. ВВЕДЕНИЕ
В численном анализе и инженерных приложениях часто требуется решить нелинейное урав-

нение вида , где  – скалярная функция, определенная на открытом интер-
вале . Основными методами решения такого уравнения являются метод Ньютона, заданный

(см. [1] и так далее) , , и метод Стеффенсена [13], заданный

В последние годы было предложено много итерационных методов более высокого порядка
[1]–[6], в которых была введена концепция увеличения порядка сходимости. Достоинство таких
методов заключается в том, что они быстро сходятся к требуемым решениям. Однако с увеличе-
нием порядка итеративного метода увеличивается количество функциональных вычислений на
каждом шаге. Недавно исследователи предложили несколько двухпараметрических простых
двухшаговых методов с памятью и без памяти [2], [8], [13], [14]. Авторы этих работ использовали
символьные вычисления для получения порядка сходимости и уравнения ошибки. Такая проце-
дура существенно облегчает громоздкие выкладки. Так, в полученном уравнении ошибки при-
сутствуют параметры итерации. Удачные выборы этих параметров позволяют не только повы-
шать порядок сходимости, но и построить новые итерационные методы с памятью. Основная

1)Работа выполнена при частичной финансовой поддержкe фонда науки и технологии Монголии в рамках гранта
SST 18 /2018.
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цель данной работы – найти оптимальный выбор параметров  и ,  в двухточечных итераци-
онных методах. Мы получили аналитические формулы для ,  без использования метода сим-
вольных вычислений.

В разд. 2 мы получаем оптимальные двухточечные итерации Хансена–Патрика без производ-
ных. В разд. 3 мы предлагаем семейство двух параметрических оптимальных итераций и доказы-
ваем теорему о локальной сходимости. В разд. 4 мы предлагаем новые двухточечные итерации
как с памятью, так и без памяти. В разд. 5 мы представляем результаты численных эксперимен-
тов, которые подтверждают теоретический вывод о порядке сходимости и сравнение с другими
известными методами того же порядка сходимости.

2. ОПТИМАЛЬНЫЕ ДВУХТОЧЕЧНЫЕ ИТЕРАЦИИ
Рассмотрим двухточечные итерации вида

(2.1)

где – параметр итерации. Известно, что оптимальный выбор параметра позволяет расширить
область сходимости и увеличить скорость сходимости итераций (2.1). Достаточным условием
сходимости четвертого порядка [3] является

(2.2)
где

(2.3)

Условие (2.2) часто используется не только для проверки порядка сходимости итераций (2.1), но
также для получения новых оптимальных методов. Для ясности мы напомним некоторые опре-
деления, нужные в дальнейшем. Многоточечные методы с порядком сходимости  называем
оптимальным [10], где  – количество вычислений функции на каждом шаге итерации. Еще од-
ним из важных характеристик итерационных методов является их индекс эффективности

, где  – порядок сходимости. В качестве примера рассмотрим известное кубически схо-
дящееся семейство итераций Лагерра (или итерации Хансена–Патрика) (2.1) с параметром ,
заданным в виде

(2.4)

Используя разложение Тейлора функции  в точке , легко показать, что

(2.5)

Тогда (2.4) приводит к

(2.6)

Пренебрегая малым членом  в (2.6), получаем

(2.7)

Кансел и др. в [2] рассматривали итерации (2.1) с параметром, определенным (2.7). Используя
известное отношение

(2.8)
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легко показать, что (2.7) имеет следующую асимптотику:

(2.9)

Сравнение (2.9) с (2.2) показывает, что итерации (2.1) с параметром , заданным (2.7), не явля-
ются оптимальными. Так как здесь требуются три вычисления функции   и  на
каждом шаге итерации и порядок сходимости равен 3. Исключение составляет только , т.е.

(2.10)

который удовлетворяет условию (2.2). Следует отметить, что с помощью ускоряющей процедуры
для  в [4] былa полученa итерация четвертого порядка (2.1) с , заданным (2.10)). По этой при-
чине значение, определенное (2.10), называется оптимальным. Отметим также, что в [6] была
сделана попытка поиска оптимального параметра  семейства Лагерра с точки зрения сходимо-
сти. Как правило, итерация (2.1) с параметром , заданным (2.7), имеет только третий порядок
сходимости. Используя условие (2.2), можно найти оптимальную модификацию семейства Хан-
сена–Патрика четвертого порядка. С этой целью мы ищем  в виде

(2.11)

где – вещественная функция, удовлетворяющая условиям

(2.12)

Находим  и  в (2.12) такими, что (2.11) удовлетворяет условию (2.2). Используя разложение
Тейлора функций  и (2.9) в (2.11), получаем

(2.13)

Сравнение (2.13) с (2.2) дает

Таким образом, получаем оптимальный вариант семейства Хансена–Патрика (2.1) с парамет-
ром, определяемым в виде

(2.14)

Когда , (2.14) приводит к (2.10). Таким образом, показываем, что можно перейти от любых
итераций третьего порядка (2.1) к оптимальным двухточечным итерациям, используя усло-
вие (2.2). Аналогично, легко показать, что итерации Хансена–Патрика имеют оптимальный чет-
вертый порядок сходимости, если

(2.15)

Обратим внимание, что в [1] авторы предложили новую оптимальную модификацию четвертого
порядка семейства Хансена–Патрика (2.1) с параметром, определяемым формулой

(2.16)

Несмотря на то что они оптимальны с индексом эффективности , итерации (2.1)
требуют вычисление производной первого порядка на каждом шаге итерации и поэтому не могут
применяться к уравнениям с негладкими функциями. В [5] было дано правило для перехода ите-
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раций (2.1) в их оптимальный вариант без производных и наоборот. Согласно этому правилу лег-
ко получить вариант (2.1) без производной с помощью (2.16). Это имеет форму

(2.17)

где

а также

(2.18)

(2.19)

(2.20)

Аналогичным образом, используя достаточное условие сходимости четвертого порядка [7]

(2.21)

для (2.17) можно легко построить вариант итераций без производных (2.1), (2.14). Его можно за-
писать как (2.17) с параметром

(2.22)

Таким образом, имеем семейства итераций типа Хансена–Патрика без производных (2.17) с па-
раметром, заданным двумя вариантами (2.19) и (2.22).

Замечание 1. В общем, мы можем рассмотреть следующую весовую функцию:

(2.23)

в итерации (2.1). Мы называем  обобщенной весовой функцией Хансена–Патрика. Функция
 приводит к (2.7). Легко показать, что итерационные методы (2.1) имеют оптимальный четвер-

тый порядок сходимости, когда  удовлетворяет одному из следующих условий:

(2.24)

и

(2.25)

где  – вещественная функция, удовлетворяющая следующим условиям:
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Что касается , можно выбрать, например, следующие функции:

3. СЕМЕЙСТВО ДВУХПАРАМЕТРИЧЕСКИХ ОПТИМАЛЬНЫХ ИТЕРАЦИЙ,
НЕ СОДЕРЖАЩИХ ПРОИЗВОДНЫЕ

Теперь рассмотрим двухпараметрическиe итерации без производных

(3.1)

где   . Наша цель – найти  в (3.1) так, чтобы

итерации (3.1) имели оптимальную сходимость четвертого порядка. Для этого сначала использу-
ем разложение Тейлора функции  в точке . Тогда мы получим

(3.2)

где

(3.3)

Пусть  Тогда, используя (3.2), получаем

(3.4)

Разложение Тейлора  в точке  дает

(3.5)

Согласно (3.3), имеем . Аналогично, из второго шага в (3.1) получаем

(3.6)

Из (3.5) и (3.6) ясно, что получим

(3.7)
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Разложение Тейлора  в точке  дает

Используя (3.3) и (3.4) в последнем соотношении, мы получаем

(3.9)

Подставляя (3.2) и (3.9) в (3.8), получаем

(3.10)

Согласно (3.3) и (3.4) имеем . Следовательно, можно заменить  через  в (3.10)
без потери точности. В результате имеем

(3.11)

Далее, используя разложение Тейлора  и (3.4), легко получить

(3.12)

Отсюда мы находим

(3.13)

Подставляя (3.13) в (3.11), получаем

(3.14)

Таким образом, мы можем сформулировать полученные результаты.
Теорема 1. Предположим, что функция  достаточно дифференцируема и имеет

простой ноль . Пусть начальное приближение  достаточно близко к , а параметр  удо-
влетворяет условию (3.14). Тогда итерационные методы (3.1) имеют оптимальную сходимость чет-
вертого порядка.

Кансал и соавт. в [2] предложили новое трехпараметрическое оптимальное семейство итера-
ций типа Хансена–Патрика без производных

(3.15)
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(3.16)
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Здесь  – вещественная весовая функция, удовлетворяющая условию

(3.17)

Обратим внимание, что итерации (3.15) имеют различие в знаменателе во втором этапе по срав-
нению с (3.1). Используя легко проверяемое соотношение

(3.18)

второй шаг в (3.15) можно переписать в виде

где

(3.19)

Нетрудно показать, что , заданный по формуле (3.19), удовлетворяет условию (3.14). То есть,
доказываем, что итерации (3.15)–(3.17) имеют сходимость четвертого порядка без использования
символических вычислений, используемых в [2]. Двухпараметрическая итерация (3.1) с , за-
данным (3.19), представляет новый вариант семейства итераций типа Хансена–Патрика без про-
изводной. Аналогично, используя формулу (3.18), легко показать, что двухпараметрические ме-
тоды четвертого порядка без производных, приведенные в [8], [10], [13], удовлетворяют усло-
вию (3.14).

Пусть  в (3.1). Тогда (3.1) приводит к итерациям с одним параметром

(3.20)

По теореме 1 итерации (3.20) имеют оптимальную сходимость четвертого порядка, когда  опре-
деляется в виде

(3.21)

Итерации (3.20) требуют трех функциональных вычислений: ,  и . Индекс эф-
фективности итераций составляет  Теперь попробуем найти оптимальное значе-
ние свободного параметра . Для этого сначала используем разложение Тейлора  в точке 
и соотношение (2.8). В результате имеем

(3.22)

Это означает, что  для любого . Если выбираем

(3.23)

в (3.22), то получаем . Назовем значение , заданное по формуле (3.23), оптималь-
ным в том смысле, что оно увеличивает порядок сходимости последовательности  с двух до
трех. При выборе (3.23) выражение (3.22) можно записать в виде

(3.24)
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Отсюда следует, что

что подразумeвает

(3.25)

Теперь рассмотрим разложение Тейлора  в точке :

(3.26)

Выше было показано, что  при выборе (3.23). Следовательно, из (3.26) ясно, что

(3.27)

если мы выберем  такой, что

или

(3.28)

Используя разложение Тейлора  в точке , легко показать, что

Учитывая (3.25), получаем

(3.29)

Подставив (3.23) и (3.29) в (3.28), получим

(3.30)

Это означает, что соотношение (3.27) выполняется при выборах (3.30) и (3.23). Таким образом,
верна

Теорема 2. Предположим, что функция  достаточно дифференцируема и имеет
простой ноль . Пусть начальное приближение  достаточно близко к , а параметры  и

 удовлетворяют условиям (3.23) и (3.30). Тогда итерационные методы (3.20) имеют сходимость
шестого порядка.

На основе оптимального выбора параметров  и  можно построить новые сходящиеся ите-
рации шестого порядка с памятью:
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(3.31)

гдe

Видно, что .
Замечание 2. Уравнение ошибки, полученное с помощью символьных вычислений, играет важную

роль в создании новых методов (без производных) с памятью [1], [2], [8]–[13]. Например, с выбором

порядок сходимости методов увеличивается, в то время как на каждом шаге итерации мы имеем точную
аналитическую формулу (3.23).

Аналогично, легко показать, что

(3.32)

Следует отметить, что подобные с (3.20) методы были рассмотрены Вангом и соавт. в [8], где рас-
сматривается

(3.33)

и показано, что (3.33) имеет сходимость четвертого порядка, когда
(3.34)

В [8] использовался самоускоряющийся параметр

(3.35)

в (3.33) и доказано, что порядок сходимости  – итерационных методов (3.33) с параметром
(3.35) с памятью составляет не менее   и  соответствен-
но. Здесь  – интерполяционный полином Эрмита со степенью , удовлетворяю-
щий условию . Итерации (3.33) и (3.34) можно переписать как (3.20) с  вида

т.е.  удовлетворяет условию (3.32). Если мы выберем  как в (3.31), тогда получим итерации с
памятью:

(3.36)
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имеющие пятый порядок сходимости.
Замечание 3. Как уже упоминалось выше, при рассмотрении итераций типа Хансена–Патрика  опре-

деляется как (3.19).

4. НОВЫЕ ИТЕРАЦИОННЫЕ МЕТОДЫ С ПАМЯТЬЮ
Теперь мы приступим к созданию новых итерационных методов с памятью из (3.1), используя

два самоускоряющихся параметра  и . Легко показать, что
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Из (4.7) ясно, что
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Используя (4.2) и (4.4) в (4.10), получаем
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Таким образом, можно сформулировать полученные результаты в виде теоремы.

Теорема 3. Предположим, что функция  достаточно дифференцируема и имеет
простой ноль . Пусть начальное приближение  достаточно близко к , а параметры  и 
в (3.1) выбираются как

и  определяется формулой (3.14) (либо (4.18)). Тогда итерационные методы (3.1) имеют порядок
сходимости семь.

Таким образом, оптимальный выбор параметров позволяет увеличить порядок сходимости с
 до . Однако значения  и  на практике недоступны, и такое ускорение сходимости

не может быть реализовано. Но мы бы приблизили параметры  и . Они могут быть вычисле-
ны с использованием информации, доступной из текущей и предыдущей итераций. На основе
вариантов (4.3) и (4.11) можно построить двухточечные итерации (без производных) с памятью и
имеющие седьмой порядок сходимости:

(4.20)

где  удовлетворяет условию (3.14). Здесь  и – ин-
терполяционные полиномы Ньютона третьей и четвертой степени, построенные через доступ-
ные узловые точки  и  соответственно. Заметим, что в [13]
получено вышеуказанное свойство при выборе

5. ЧИСЛЕННЫЕ ЭКСПЕРИМЕНТЫ

Чтобы продемонстрировать поведение сходимости и эффективность методов (3.1), (3.20),
(3.36), (4.20), мы рассмотрим несколько числовых примеров и сделаем сравнения с существую-
щими методами того же порядка. Расчеты были выполнены в Maple 18 с использованием ариф-
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Таблица 1. ,   [14]

Методы

(3.1) ( , ) 4 (3.14) 0.1014e–217 4.00
(3.1) ( , ) 4 (3.19) 0.1544e–224 4.00
(3.20) ( ) 4 (3.21) 0.6919e–229 4.00
Dzunic [13] ( , , ) 4 0.4682e–222 4.00
Wang-Zhang [8] ( , , ) 4 0.1974e–192 4.00
Kung-Traub [11] 4 0.9297e–173 4.00
Chebyshev-Halley [11] 4 0.5980e–175 4.00

−= − − + +
3 2 3

1 cos( 1) 1x xf e x x = − .0 1 5,x = −* 1x

n τn − *nx x ρ

λ = − .0 1 γ = − .0 01
α = 1 γ = − .0 01

λ = − .0 1
= − .0 1p γ = − .0 01 θ = + θ( ) 1n ng

= 8t λ = − .0 1 θ = + ∗ θ + ∗ θ2( ) 1 2n n nG t
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метики с кратной точностью и с 1000 цифрами. Для численных расчетов мы использовали сле-
дующие функции [12], [13] и [14]:

−

−

−

= − − + + , = −

= + + , =
= + + − , = ,

3

3

2 3
1

3 2
2

6 6 2
3

cos( 1) 1 * 1,

sin log( 1) * 0,

( 4)( 1)sin * 1

x x

x x

f e x x x

f e x x x

f x x x x x

Таблица 3. , ,  [12]

Методы

(3.1) ( , ) 4 (3.14) 0.1469e–82 4.00
(3.1) ( , ) 4 (3.19) 0.6589e–68 3.99
(3.20) ( ) 4 (3.21) 0.3650e–83 4.00
Dzunic [13] ( , , ) 4 0.7008e–66 4.00
Wang-Zhang [8] ( , , ) 5 0.7447e–204 4.00
Kung-Traub [11] 4 0.1469e–82 4.00
Chebyshev-Halley [11] 4 0.1975e–88 4.00

−= + +
3 3 2

2 sin log( 1)x xf e x x =0 1x =* 0x

n τn − *nx x ρ

λ = − .0 1 γ = − .0 01
α = 1 γ = − .0 01

λ = − .0 1
= − .0 1p γ = − .0 01 θ = + θ( ) 1n ng

= 8t λ = − .0 1 θ = + ∗ θ + ∗ θ2( ) 1 2n n nG t

Таблица 4. , ,  [12]

Методы

(3.20) ( ) 4 (3.21) 0.2170e–217 5.00
(3.20) ( , ) 4 (3.32) 0.3916e–220 5.00
(3.36) ( , ) 4 0.2326e–136 5.00
(3.33)–(3.35) [8] ( , ) 4 0.2069e–122 5.00
(3.20)  ( , ) 4 (3.30) 0.3111e–233 6.00
(3.31) ( , ) 4 0.2699e–291 6.00
(3.1) ( , ) 4 (4.18) 0.1560e–119 7.00
(4.20) ( , , ) 4 (3.21) 0.3134e–416 7.00
Dzunic [13] ( , ), 4 0.3892e–330 6.99
Cordero [14] ( , ) 4 0.5524e–284 6.99
Kansal [2] ( , ), 4 0.8391e–293 6.98

−= + +
3 3 2

2 sin log( 1)x xf e x x =0 1x =* 0x

n τn − *nx x ρ

λ = − '' '/2n n nf f
λ = − '' '/2n n nf f λ = − .0 0 1
λ = −Δ '/2n n nf λ = − .0 0 1

λ = − 4'' '/2n nH f λ = − .0 0 1
λ = − '' '/2n n nf f λ = − .0 0 1

λ = −Δ '/2n n nf λ = − .0 0 1
λ = − '' '/2n n nf f λ = − .0 0 1

λ = − 4 4'' '( )/2 ( )n n nN x N x λ = − .0 0 1 γ = − .0 0 01
= − .0 0 1p γ = − .0 0 01 θ = + θ( ) 1n ng

λ = − .0 0 1 γ = − .0 0 01
λ = − .0 0 1 γ = − .0 0 01 α = β = 1/2

Таблица 2. , ,  [14]

Методы

(3.20) ( ) 3 (3.21) 0.1735e–56 5.00
(3.20) ( , ) 3 (3.32) 0.7578e–99 5.00
(3.36) ( , ) 3 0.4079e–85 5.02
(3.33)–(3.35) [8] ( , ) 3 0.2404e–89 5.09
(3.20)  ( , ) 3 (3.30) 0.6559e–176 6.00
(3.31) ( , ) 3 0.4538e–125 6.00
(3.1) ( , ) 3 (4.18) 0.3128e–93 7.00
(4.20) ( , , ) 3 (3.21) 0.4294e–162 7.06
Dzunic [13] ( , ), 3 0.1404e–157 7.06
Cordero [14] ( , ) 3 0.1114e–157 7.06
Kansal [2] ( , ), 3 0.1095e–100 7.08

−= − − + +
3 2 3

1 cos( 1) 1x xf e x x = − .0 1 5x = −* 1x

n τn − *nx x ρ

λ = − '' '/2n n nf f
λ = − '' '/2n n nf f λ = − .0 0 1
λ = −Δ '/2n n nf λ = − .0 0 1

λ = − 4'' '/2n nH f λ = − .0 0 1
λ = − '' '/2n n nf f λ = − .0 0 1

λ = −Δ '/2n n nf λ = − .0 0 1
λ = − '' '/2n n nf f λ = − .0 0 1

λ = − 4 4'' '( )/2 ( )n n nN x N x λ = − .0 0 1 γ = − .0 0 01
= − .0 0 1p γ = − .0 0 01 θ = + θ( ) 1n ng

λ = − .0 0 1 γ = − .0 0 01
λ = − .0 0 1 γ = − .0 0 01 α = β = 1/2
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и критерий остановки . Результаты расчетов приведены в табл. 1–6, где указаны
числа итераций , абсолютные погрешности  и вычислительный порядок сходимости ,
заданный по формуле

Из табл. 1–6 видно, что результаты расчетов полностью подтверждают теоретический поря-
док сходимости, полученный в предыдущих разделах.

6. ВЫВОДЫ

Мы предлагаем новый класс оптимальных двухточечных итерационных методов, не содержа-
щих производные, которые включают в себя два свободных параметра. Впервые мы нашли точ-
ные аналитические формулы для оптимальных значений этих параметров, что позволяет повы-
шать порядок сходимости. На этой основе мы предлагаем новые итерационные методы с высо-
ким порядком сходимости как с памятью, так и без памяти.
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Методы
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(3.1) ( , ) 4 (3.19) 0.9036e–111 4.00
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Методы
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