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1. ВВЕДЕНИЕ
В геофизических пограничных слоях на фоне мелкомасштабной турбулентности часто на-

блюдаются крупномасштабные структуры. Они вносят существенный вклад в обмены импуль-
сом, теплом и влагой между свободной атмосферой и подстилающей поверхностью (см. [1]).
Примером таких структур являются слоистые структуры в поле температуры, наблюдаемые в
природе и при прямом (DNS) или вихреразрешающем (LES) численном моделировании устой-
чиво-стратифицированной атмосферной турбулентности (см. [2]–[4]).

В [3], [5] было проведено DNS-моделирование стратифицированного турбулентного течения
Куэтта. Это модельное течение близко к турбулентным течениям в пограничных слоях атмосфе-
ры и океана. Установлено, что при больших числах Рейнольдса, в широком диапазоне статиче-
ской устойчивости, характеризуемой различными значениями числа Ричардсона, наряду с хао-
тической турбулентностью течение Куэтта содержит крупные структуры, которые могут быть
выделены из результатов DNS-моделирования путем разложения мгновенных полей в ряды Фу-
рье по горизонтальным переменным и отбора крупномасштабных гармоник. В случаях, близких
к нейтральной стратификации, эти структуры представляют собой крупномасштабные вихри
приблизительно круглой формы в поперечном сечении канала, а в случае устойчивой стратифи-
кации – крупномасштабные наклонные слои в поле температуры в продольном сечении канала.

Иногда возникновение крупномасштабных структур удается объяснить гидродинамической
неустойчивостью осредненного течения (см. [6], [7]). Однако в случае течения Куэтта среднее те-
чение устойчиво. В [8]–[10] образование крупномасштабных структур связывается с возникно-
вением и развитием в мелкомасштабном турбулентном потоке оптимальных возмущений. Опти-

1) Работа выполнена при финансовой поддержке Московского Центра фундаментальной и прикладной математики
(соглашение с Минобрнауки России № 075-15-2019-1624). 
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мальные возмущения вычислялись с помощью технологии, предложенной в [11], [12], на основе
уравнений турбулентного течения, осредненных по горизонтальным пространственным пере-
менным и линеаризованных относительно стационарного состояния. Качественное и количе-
ственное сравнение крупномасштабных структур с соответствующими им по волновым числам
оптимальными возмущениями показало совпадение их пространственных масштабов и конфи-
гураций.

Данная работа посвящена численному исследованию собственных мод и оптимальных возму-
щений уравнений турбулентного течения, осредненных по горизонтальным пространственным
переменным и линеаризованных относительно стационарного состояния. Установлено, что
спектр таких уравнений симметричен относительно вещественной оси и лежит строго в левой
полуплоскости, т.е. все собственные моды устойчивые, а глобальные оптимальные возмущения
представляют собой линейную комбинацию большого числа собственных мод, отвечающих соб-
ственным значениям из ведущей части спектра. Причем число значимых мод в этой линейной
комбинации растет с ростом числа Рейнольдса.

2. ОСРЕДНЕННЫЕ УРАВНЕНИЯ ТУРБУЛЕНТНОГО ТЕЧЕНИЯ

Рассмотрим в декартовых координатах  (продольная),  (вертикальная),  (поперечная) тур-
булентное течение вязкой несжимаемой жидкости в поле силы тяжести в бесконечном трехмер-
ном канале

полувысоты , верхняя стенка которого движется со скоростью , нижняя – со скоро-
стью . На стенках поддерживаются постоянные значения температуры  и  со-
ответственно. Определим числа Рейнольдса, Ричардсона и Прандтля как

где  – ускорение свободного падения,  и  – кинематическая вязкость и теплопроводность со-
ответственно.

Следуя [8]–[10], будем считать, что эволюция крупномасштабных составляющих течения в
нормированных переменных определяется следующей системой уравнений:

(2.1)

где взаимодействие с мелкомасштабной турбулентностью параметризовано с помощью коэффи-
циентов турбулентной вязкости  и теплопроводности , зависящих только от вертикальной ко-
ординаты . Здесь , ,  – нормированные декартовы координаты; , , , ,  – нормиро-
ванные компоненты вектора скорости, температура и удельное давление соответственно. Верх-
няя и нижняя стенки канала движутся со скоростями  и  в направлении , и на них
поддерживаются постоянные значения температуры  и  соответственно.

Система уравнений (2.1) имеет стационарное решение вида

(2.2)
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с профилями продольной компоненты скорости, давления и температуры, удовлетворяющими
соотношениям

(2.3)

Это течение мы далее будем называть основным.
Представим произвольное решение системы (2.2) в окрестности основного течения в виде

(2.4)

где  – малый параметр. Требуя, чтобы для любого сколь угодно малого  (2.4) было решением
системы (2.2), получаем следующие уравнения распространения малых возмущений:

(2.5)

Уравнения (2.5) рассматриваются с нулевыми граничными условиями для , , ,  при
.

Нас будут интересовать периодические по  и  возмущения вида

(2.6)

где  и  – вещественные продольное и поперечное волновые числа соответственно, а  – ком-
плексные амплитуды, зависящие только от  и . Амплитуды таких возмущений удовлетворяют
системе уравнений

(2.7)

3. СОБСТВЕННЫЕ МОДЫ И ОПТИМАЛЬНЫЕ ВОЗМУЩЕНИЯ
Решение вида

(3.1)
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системы (2.7), где  – комплексное число, а  – комплексные амплитуды, зависящие только
от , называется ее собственной модой, отвечающей собственному значению . Подставляя (3.1)
в (2.7), получаем следующую проблему собственных значений:

(3.2)

Теорема 1. Пусть , , ,  удовлетворяют соотношениям (2.3), причем профили ско-
рости и температуры являются нечетными функциями. Тогда спектр проблемы собственных значе-
ний (3.2) симметричен относительно вещественной оси, и если

является решением проблемы (3.2), то

также является решением проблемы (3.2), где  означает комплексное сопряжение.
Отметим, что приведенная теорема доказывается комплексным сопряжением уравнений (3.2)

и заменой переменных . Она является непосредственным обобщением соответствующего
утверждения, справедливого для классического течения Куэтта (см. [13]), т.е. ламинарного тече-
ния с  и . Классическое течение Куэтта имеет линейный профиль про-
дольной компоненты скорости . Известно, что оно устойчиво при любом числе Рей-
нольдса, т.е. спектр, соответствующий проблеме (3.2), лежит строго в левой полуплоскости [14].
Доказательством последнего утверждения для проблемы (3.2) в условиях теоремы 1 мы не распо-
лагаем, но, как показывают приведенные ниже результаты расчетов, оно по-видимому верно.

Обозначим через  максимальную вещественную часть собственных значений проблемы (3.2)
при фиксированных значениях волновых чисел , , а через

глобальную максимальную вещественную часть соответственно, где максимум берется по всем
вещественным  и . Собственную моду вида (3.1), на которой достигается , будем далее на-
зывать глобальной ведущей.

Определим среднюю плотность полной энергии возмущения вида (2.6) в момент времени 
как
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средней плотности полной энергии возмущения, где максимум берется по всем решениям систе-
мы (2.7), будем называть максимальной амплификацией средней плотности полной энергии при
фиксированных значениях ,  и . Введем обозначения

для максимальной амплификации средней плотности полной энергии при фиксированных вол-
новых числах, глобальной максимальной амплификации и оптимальных значений волновых чи-
сел и оптимального момента времени соответственно. Начальное возмущение, на котором до-
стигается , будем называть глобальным оптимальным возмущением.

Для классического течения Куэтта известно (см. [15]), что глобальная максимальная ампли-
фикация достигается при значении продольного волнового числа , близкого к нулю, а глобаль-
ное оптимальное возмущение представляет собой крупномасштабные чередующиеся по направ-
лению вращения вихри в поперечном сечении канала.

4. ЧИСЛЕННАЯ МОДЕЛЬ
Следуя работам [8]–[10], пространственную аппроксимацию по  системы уравнений (2.7)

будем выполнять методом Галеркина-коллокаций, описанным в [16], [17]. В качестве узлов сетки
для давления выберем корни  производной  многочлена Лежандра степени ,
а в качестве узлов сетки для компонент скорости и температуры – те же узлы вместе с точками

 и  (узлы Гаусса–Лобатто). В качестве базисных функций для компонент скорости
и температуры с учетом нулевых граничных условий будем использовать элементарные интерпо-
ляционные многочлены Лагранжа, представимые в виде

а для давления – элементарные интерполяционные многочлены Лагранжа, представимые в виде

Таким образом, компоненты амплитуд возмущения будем аппроксимировать как

где  означает , ,  или . Коэффициенты ,  при такой аппроксимации являются
значениями аппроксимантов в узле .

В качестве пробных функций для каждого из первых четырех уравнений в (2.7) будем исполь-
зовать функции , а для уравнения неразрывности – . Для расчета фигурирующих в сла-
бой постановке скалярных произведений будем использовать квадратурную формулу с узлами и
весами Гаусса–Лобатто (см. [16]):

точную для многочленов от  степени не выше .
Обозначим через  положительно определенную диагональную матрицу порядка  квад-

ратурных коэффициентов, а через  – ее подматрицу порядка , отвечающую внутренним уз-
лам. Введем также следующие диагональные матрицы порядка : , , ,  и , составленные
соответственно из значений профиля  и производной  профиля продольной компонен-
ты скорости основного течения, значений коэффициентов турбулентной вязкости  и диффузии 
и значений производной  профиля температуры основного течения в узлах , а
также диагональные матрицы ,  порядка , составленные из значений коэффициентов
турбулентной вязкости и диффузии в узлах сетки . Для вычисления значений в узлах
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 производной функции, заданной в узлах  и удовлетворяющей нулевым
граничным условиям, будем использовать матрицу дифференцирования  размера .
Так же нам потребуется матрица проектирования  размера , восстанавливающая по
значениям функции в узлах  ее значения в узлах . Эффективные методы
вычисления матриц  и  на основе интерполяционных многочленов Лагранжа описаны в [18].

Выполнив дискретизацию системы уравнений (2.7) методом галеркина-коллокаций, полу-
чим систему обыкновенных дифференциальных и алгебраических уравнений, которую можно
привести к следующему виду:

(4.1)

где

а , , , ,  суть -компонентные векторные функции, компонентами которых являются со-
ответственно значения амплитуд , , , ,  в узлах . Отметим, что при вы-
бранной нормировке дискретным аналогом функционала (3.3) средней плотности полной энер-
гии будет .

Матрицы в (4.1) устроены следующим образом:

где  – единичная матрица порядка , ,

Отметим, что матрицы  и  являются дискретными аналогами оператора  в градиенте
давления и уравнении неразрывности соответственно,  и  – соответственно дискретные ана-
логи операторов

а .
Из второго уравнения системы (4.1) следует, что ее решение принадлежит ядру матрицы .

После замены переменных , где  – прямоугольная матрица, столбцы которой образуют
ортонормированный базис в ядре матрицы , и умножения полученного уравнения слева на ,
а также с учетом того, что , мы получим следующую систему обыкновенных дифферен-
циальных уравнений:

(4.2)

где  – квадратная комплексная матрица порядка  при  и порядка  в
остальных случаях. Подробное обоснование такого типа редукций линейных дифференциально-
алгебраических систем дано в [19].

Для вычисления вектора значений амплитуды  возмущения вида (2.6) в узлах
расчетной сетки необходимо сделать обратную замену переменных

(4.3)
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5. ВЫЧИСЛЕНИЕ СОБСТВЕННЫХ МОД И ОПТИМАЛЬНЫХ ВОЗМУЩЕНИЙ

Каждой собственной паре  матрицы  системы (4.2) соответствует (с точностью до по-
грешности аппроксимации) собственная мода (3.1) исходной системы (2.7). Ее амплитуда в узлах
расчетной сетки может быть вычислена по формуле (4.3) с .

В силу унитарной инвариантности второй нормы . Следовательно,  являет-
ся дискретным аналогом средней плотности полной энергии соответствующего возмущения ви-
да (2.6). Поскольку произвольное решение системы (4.2) представимо в виде

с точностью до погрешности аппроксимации

Таким образом, вычисление максимальной амплификации средней плотности полной энер-
гии возмущений сводится к вычислению для заданной квадратной комплексной матрицы 
максимума функции  при . Для нахождения , дающего максимум  с задан-
ной относительной точностью, будем использовать эффективный алгоритм, предложенный
в [12] и основанный на малоранговой аппроксимации. После того как  найдено, вычисляем
максимальное сингулярное число  и отвечающий ему правый сингулярный вектор  мат-

рицы  Максимальная амплификация  равна , а амплитуда оптимального возму-
щения в узлах расчетной сетки может быть вычислена по формуле (4.3) с .

Пусть  означает некоторое изолированное подмножество спектра матрицы ,  – инвари-
антное подпространство, отвечающее , а  – соответствующий спектральный проектор, т.е.
проектор на , коммутирующий с матрицей . Нас будет интересовать квадрат нормы

проекции глобального оптимального возмущения на подпространство  в моменты времени
 и  и максимальная амплификация

на этом подпространстве. Эти величины мы будем вычислять на основе разложения Шура (см.
[20])

(5.1)

где  и  – верхние треугольные матрицы, причем , а  – унитарная матрица, раз-
битая на два блока в соответствии с разбиением на блоки формы Шура. Максимальная ампли-
фикация на подпространстве  равна

а

где  – решение уравнения Сильвестра

(5.2)

Отметим, что уравнение (5.2) однозначно разрешимо, так как спектры матриц  и  не пересе-
каются.
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6. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ

Профили продольной компоненты скорости  и температуры  основного течения, а
также соответствующие коэффициенты турбулентной вязкости  и теплопроводности 
возьмем из результатов работы [5], где было выполнено прямое численное моделирование стра-
тифицированного турбулентного течения Куэтта в широких диапазонах чисел Рейнольдса

 и Ричардсона . В данной работе мы ограничимся рассмотрением
устойчиво-стратифицированного течения при фиксированном числе Ричардсона  и
значениях числа Рейнольдса ,  и . Профили  и  при указанных
значениях  и  изображены на фиг. 1. Профили  и  выглядят аналогично.

6.1. Сравнение ведущих мод и глобальных оптимальных возмущений

Линии уровня  при рассматриваемых значениях чисел Ричардсона и Рейнольдса изобра-
жены на фиг. 2. Значения глобальной максимальной амплификации , оптимальных волно-
вых чисел и оптимального времени  приведены в табл. 1. Видно, что с увеличением
числа Рейнольдса наблюдается увеличение . Глобальная максимальная амплификация до-
стигется при ненулевом поперечном волновом числе  при всех рассмотренных числах Рей-
нольдса и ненулевом продольном волновом числе  при всех рассмотренных числах Рейнольдса,
кроме минимального. Причем, 

с увеличением числа Рейнольдса наблюдается увеличение оптимального продольного волно-
вого числа , а оптимальное поперечное волновое число  почти не меняется.

( )U y ( )T y
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−≤ × ≤41 Re 10 6 ≤ ≤ .0 Ri 0 12
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= × 4Re 2 10 × 44 10 × 46 10 ( )U y ν( )y
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Фиг. 1. Профили  (а) и  (б) основного течения при  и  (красным),  (синим)

и  (зеленым).
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Таблица 1. Значения ,  и  в зависимости от числа Рейнольдса  при 

Re

2 × 104 24.8383 (0.0000, 1.1165, 57.6) –0.000847
4 × 104 30.4001 (0.3890, 1.1606, 46.6) –0.000683
6 × 104 38.0889 (0.4664, 1.1424, 46.8) –0.000553

Γmax α , γ ,opt opt opt( )t maxr Re = .Ri 0 03

Γmax α , γ ,opt opt opt( )t maxr
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Отметим, что согласно [9], [10], оптимальные возмущения при  представляют собой ро-
лики – крупномасштабные вихри приблизительно круглой формы в поперечном сечении кана-
ла, а оптимальные возмущения при  – крупномасштабные наклонные слоистые структуры.

α = 0

α > 0

Фиг. 2. Линии уровня  в плоскости  при  и  (а),  (б) и  (в).
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Причем ролики развиваются во времени заметно медленнее, чем слоистые структуры, что соот-
ветствует приведенным в табл. 1 оптимальным временам. Таким образом, с увеличением числа
Рейнольдса наблюдается существенное изменение структуры глобального оптимального возму-
щения.

Фиг. 3. Ведущая часть спектра матрицы  при ,  (а),  (б),  (в) и оптимальных
значениях волновых чисел , вычисленная на сетках с  (“+”) и  (“o”). Подмножества  и

 выделены красным и синим цветами соответственно.
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В табл. 1 также представлены результаты вычисления глобальной максимальной веществен-
ной части  собственных значений матрицы , т.е. инкременты нарастания глобальных веду-
щих мод. Видно, что как и глобальная максимальная амплификация, величина  возрастает с
ростом числа Рейнольдса. Однако она остается отрицательной. Отметим, что величина  до-
стигалась при значениях волновых чисел  при всех рассмотренных числах Рейнольдса.
Таким образом, глобальные ведущие моды существенно отличаются от глобальных оптималь-
ных возмущений даже по волновым числам, т.е. глобальные ведущие моды не входят в состав
глобальных оптимальных возмущений. Для сравнения ведущих мод и оптимальных возмущений
при оптимальных значениях волновых чисел обратимся к фиг. 3 и 5.

На фиг. 3 изображена ведущая часть спектра матрицы  при различных числах Рейнольдса и
значениях числа узлов сетки  и . В изображенных ведущих частях спектров кратных
собственных значений обнаружено не было. Видно, что имеется сходимость по шагу сетки при

. Все дальнейшие результаты расчетов мы будем приводить только для , поскольку
расчеты при  давали те же результаты с точностью до приводимых значащих цифр.

На фиг. 3 видно, что при минимальном из рассмотренных чисел Рейнольдса максимальную
вещественную часть имеет вещественное собственное значение, а при больших числах Рей-
нольдса максимальную вещественную часть имеет комплексно-сопряженная пара собственных
значений.

На фиг. 4 при  сравниваются абсолютные величины амплитуд компонент норми-
рованной ведущей вещественной моды и нормированных ведущих комплексно-сопряженных
мод с абсолютными величинами амплитуд компонент нормированного глобального оптималь-
ного возмущения в моменты времени  и . Видно, что как ведущая вещественная, так и ве-
дущие комплексные моды существенно отличаются от оптимального возмущения как при ,
так и при .

maxr H
maxr

maxr
α = γ = 0

H
= 100n 200

= 100n = 100n
= 200n

= × 4Re 4 10

= 0t optt
= 0t

= optt t

Фиг. 4. Результаты при ,  и оптимальных значениях волновых чисел. Слева: абсолютные
величины амплитуд компонент нормированной ведущей вещественной моды (синим) и нормированных веду-
щих комплексно-сопряженных мод (зеленым и красным – моды, отвечающие собственным значениям с по-
ложительными и отрицательными мнимыми частями соответственно); справа: абсолютные величины ампли-
туд компонент нормированного глобального оптимального возмущения в момент времени  (штрихпунк-
тир) и нормированного глобального оптимального возмущения в моменты времени  (сплошная линия).
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Фиг. 5. Абсолютные величины амплитуд компонент нормированного глобального оптимального возмущения
(черным) и оптимального на подпространстве  (красным) в моменты времени  (штриховая) и 

(сплошная линия) при  (слева) и  (справа).
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6.2. Спектральный состав глобальных оптимальных возмущений
Для каждого из рассматриваемых значений числа Рейнольдса и соответствующих оптималь-

ных значений волновых чисел будем рассматривать инваринтные подпространства, отвечающие
изолированным подмножествам спектра  матрицы  следующего вида:

где . Подмножества  и  выделены на фиг. 3 соответственно красным и синим цве-
тами.

Пусть  означает одно из описанных выше подмножеств спектра,  – инвариантное подпро-
странство, отвечающее ,  – его размерность, т.е. суммарная алгебраическая кратность
собственных значений, входящих в . Нас будет интересовать квадрат нормы  проекции
глобального оптимального возмущения на  в моменты времени  и  и максимальная ам-
плификация  на этом подпространстве. Результаты вычисления этих величин для введен-
ных подмножеств спектра приведены в табл. 2.

Из табл. 2 видно, что глобальное оптимальное возмущение лежит главным образом в подпро-
странстве , поскольку квадрат нормы его проекции на дополнительное инвариантное подпро-
странтво  при  равен величине порядка , а при  становится равным величине

порядка  либо меньше. При этом необходимая размерность подпространства  растет (21, 37 и
52) с ростом числа Рейнольдса.

Учитывая, что  примерно равно  для , можно также заключить, что
проекция глобального оптимального возмущения на подпростраство  является в этом под-
пространстве оптимальным возмущением, т.е. имеет наибольшую амплификацию. В то же вре-
мя любой вектор из дополнительного подпространства  не может иметь амплификацию,

λ( )H H
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большую максимальной амплификации на этом подпространстве, которая максимальна в слу-
чае  и равна .

Для более детального спектрального анализа глобального оптимального возмущения мы раз-
лагали инвариантное пространство  в прямую сумму двух инвариантных подпространств 
и  и рассматривали проекции глобального оптимального возмущения на каждое из этих под-
пространств. Результаты некоторых возможных вариантов таких разбиений показаны в осталь-
ной части табл. 2. Видно, что подскок глобального оптимального возмущения достигается за
счет двух различных факторов. Во-первых, величина квадрата нормы его проекции на подпро-
странство  при  больше единицы. Во-вторых, квадрат нормы этой проекции возрастает
при , а проекция глобального оптимального возмущения на подпространство  стано-
вится малозначимой. При максимальном числе Рейнольдса наиболее значим первый фактор,
при минимальном – второй.

Интерес представляет и то, что максимальная амплификация векторов из подпространства
 немногим меньше амплификации глобального оптимального возмущения. Возникает во-

прос, чем отличается глобальное оптимальное возмущение от оптимального возмущения из под-
пространства . Ответ на этот вопрос дает фиг. 5, где сравниваются абсолютные величины
компонент этих оптимальных возмущений при  и . Видно, что абсолютные величины
сравниваемых оптимальных возмущений близки друг к другу в -норме, причем близость уве-
личивается с ростом числа Рейнольдса, но глобальное оптимальное возмущение – значительно
более гладкая функция (кроме его температурной компоненты в пристеночной области) даже
при максимальном из рассмотренных значений числа Рейнольдса.

7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе установлено, что спектр уравнений стратифицированного турбулентного те-
чения Куэтта, осредненных по горизонтальным пространственным переменным и линеаризо-
ванных относительно стационарного состояния, симметричен относительно вещественной оси
и лежит строго в левой полуплоскости, т.е. все собственные моды устойчивые, а главная часть
оптимального возмущения представляет собой линейную комбинацию большого числа мод, от-
вечающих собственным значениям с наибольшими вещественными частями. При этом число
наиболее значимых мод растет с ростом числа Рейнольдса.

Авторы благодарны А.В. Глазунову и Е.В. Мортикову за предоставление данных прямого чис-
ленного моделирования, интерес к данной работе и полезные обсуждения результатов.
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Таблица 2. Размерность инвариантного подпространства , максимальная амплификация  и квад-
рат нормы проекции глобального оптимального возмущения на  в моменты времени  и  в зави-
симости от числа Рейнольдса

Параметры

21 24.6367 1.0133 24.8382
279 1.0000 0.0133 0.0000

9 24.0670 1.0584 24.8702
12 1.6596 0.0685 0.0004
37 30.3495 1.0216 30.4001

263 1.0900 0.0216 0.0000
26 30.0807 3.2660 30.4001
11 1.0000 2.3251 0.0000
52 38.0686 1.0122 38.0889

248 1.1516 0.0122 0.0000
33 37.8930 10.5533 38.0889
19 1.0000 9.5607 0.0000
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