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го уравнения теплопроводности в параллелепипеде. Обратная коэффициентная задача сво-
дится к вариационной задаче и решается численно с помощью градиентных методов мини-
мизации функционала. В качестве целевого функционала выбрано среднеквадратичное от-
клонение рассчитываемого теплового потока на поверхности тела от экспериментально
полученного потока. На примере ряда нелинейных задач, коэффициенты которых зависят
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ВВЕДЕНИЕ
Обратные задачи всегда были в поле внимания исследователей. Однако в последнее время

наблюдается повышенный интерес к этим задачам. Причиной повышенного интереса являет-
ся возросшая потребность в создании новых, современных материалов и изучении их свойств.
Нередко некоторые характеристики вновь созданных материалов оказываются заранее неиз-
вестными. Одним из способов их определения является решение обратных задач (см., напри-
мер, [1], [2]).

Одной из важных и сложных обратных задач является задача определения зависимости коэф-
фициента теплопроводности вещества от температуры по результатам экспериментального на-
блюдения за динамикой температурного поля в исследуемом веществе. Эта обратная коэффици-
ентная задача исследовалась в работах [3]–[9]. В этих работах рассмотрение проводилось на ос-
нове первой краевой задачи для одномерного и двумерного нестационарного уравнения
теплопроводности. В качестве исследуемых объектов там выступали стержень и прямоугольная
пластина. Результаты проведенных исследований показали, что в двумерном случае получить
решение обратной задачи существенно сложнее, чем в одномерном случае. Связано это не толь-
ко с увеличивающимися затратами ресурсов компьютера, но и с особенностями распределения
экспериментальных данных. Для получения решения обратной задачи в двумерном случае при-
шлось модернизировать численный алгоритм.

Однако на практике, при сборе экспериментальных данных, имеют дело с трехмерными объ-
ектами. Поэтому именно трехмерная постановка обратной коэффициентной задачи наиболее
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востребована. Обратная коэффициентная задача для трехмерного нестационарного уравнения
теплопроводности исследовалась в работе [10]. В качестве целевого функционала в работе [10]
выбрано среднеквадратичное отклонение рассчитанного поля температуры от эксперименталь-
но определенного поля. Зависимость возможности идентифицировать коэффициент теплопро-
водности от плотности распределения экспериментальных данных проявилась в трехмерном
случае с особой силой.

Настоящая работа является продолжением исследований, выполненных в [10]. В отличие от
[10], здесь в качестве целевого функционала используется среднеквадратичное отклонение рас-
считанного теплового потока на поверхности трехмерного объекта от экспериментально опреде-
ленного теплового потока. В работе предложен алгоритм численного решения обратной коэф-
фициентной задачи в этом случае. В основе алгоритма решения обратной коэффициентной за-
дачи лежит сведение ее к вариационной задаче, которая решается численно с помощью
градиентных методов минимизации функционала. Для вычисления градиента целевого функци-
онала используется эффективная методология быстрого автоматического дифференцирования
(БАД-методология, см. [11], [12]). Заметим, что при проведении экспериментальных исследова-
ний используют, как правило, образцы материала простой формы (обычно это параллелепипед).
Поэтому возникающую при этом обратную коэффициентную задачу в трехмерном случае разум-
но рассматривать также для объекта-параллелепипеда.

Для успешного численного решения обратной коэффициентной задачи в трехмерном случае
необходимо использовать эффективные разностные схемы, аппроксимирующие прямую и со-
пряженную задачи. В работе [13] проведены исследования, касающиеся выбора разностной схе-
мы для аппроксимации уравнения диффузии тепла при решении обратной коэффициентной за-
дачи в трехмерной постановке. В [13] на примере ряда нелинейных задач для трехмерного урав-
нения теплопроводности, коэффициенты которого зависят от температуры, проводился
сравнительный анализ нескольких схем переменных направлений: локально-одномерной схемы
(см. [14]), схемы Дугласа–Рекфорда (см. [15]) и схемы Писмена–Рекфорда (см. [16]). При срав-
нении методов принимались во внимание точность получаемого решения и время достижения
требуемой точности на компьютере. Результаты проведенных численных экспериментов пока-
зали, что локально-одномерная схема для таких задач является наиболее эффективной и наиме-
нее “капризной”.

В настоящей работе сопряженная задача и формула для вычисления градиента целевого
функционала получены именно для случая использования локально-одномерной схемы. Для
других разностных схем эти формулы можно получить аналогичным образом.

Работоспособность и эффективность предложенного алгоритма проиллюстрированы рядом
примеров решения обратной коэффициентной задачи.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть образец исследуемого вещества имеет форму прямого параллелепипеда длины , ши-
рины  и высоты G. Температура  этого параллелепипеда в начальный момент времени извест-
на. Известно также, как изменяется во времени температура параллелепипеда на его гранях.
Для математического описания процесса теплопроводности в параллелепипеде введем де-
картовы координаты ,  и . Точки  параллелепипеда образуют область

 с границей . Распределение температурного поля в параллеле-
пипеде в каждый момент времени описывается решением следующей начально-краевой (сме-
шанной) задачи:

(1.1)

(1.2)

(1.3)

Здесь  – время;  – температура вещества в точке  с координатами  в мо-
мент времени ;  – объемная теплоемкость материала;  – коэффициент теплопровод-
ности;  – заданная температура параллелепипеда в начальный момент времени ;  –
заданная температура на границе области. Объемная теплоемкость  считается известной
функцией координат. При заданном коэффициенте теплопроводности  можно найти рас-
пределение температуры  в любой точке области , решив прямую задачу (1.1)–(1.3).
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Обратная коэффициентная задача сводится к следующей вариационной задаче: требуется
найти такую зависимость коэффициента теплопроводности вещества  от температуры ,

при которой поток тепла  на границе объекта, полученный в результате реше-

ния прямой задачи (1.1)–(1.3), мало отличается от потока тепла , полученного эксперимен-
тально. В качестве меры отклонения этих функций рассматривается величина

(1.4)

Здесь  – заданная весовая функция;  – заданный тепловой поток на границе 
области ;  является производной от температуры по направлению внешней нормали к
границе области.

Таким образом, обратная задача идентификации функции  сводится к следующей задаче
оптимального управления: определить оптимальное управление  и соответствующее реше-
ние  задачи (1.1)–(1.3), при котором целевой функционал (1.4) достигает минимального
значения.

2. ВЫЧИСЛЕНИЕ ГРАДИЕНТА ЦЕЛЕВОГО ФУНКЦИОНАЛА
Вариационная задача (1.1)–(1.4), к которой сводится обратная коэффициентная задача, ре-

шалась в данной работе градиентными методами минимизации функционала. В работе [17] было
получено аналитическое выражение для градиента целевого функционала в общей, -мерной
постановке сформулированной задачи оптимального управления. Однако использовать анали-
тическое выражение для градиента функционала при численном решении задачи практически
невозможно в силу его сложности. Поэтому в предлагаемом алгоритме, как и ранее, для вычис-
ления градиента функционала использовалась методология быстрого автоматического диффе-
ренцирования.

Дискретная сопряженная задача, построенная с помощью БАД-методологии, базируется на
выбранной аппроксимации прямой задачи и согласованна с ней. В настоящей работе формулы
для вычисления градиента функционала получены для случая использования второго (итераци-
онного) варианта локально-одномерной схемы (см. [13]) при аппроксимации уравнения тепло-
проводности. Эти формулы могут быть использованы и в случае работы с явной локально-одно-
мерной схемой, если полагать, что количество итераций равно единице.

Для дискретизации задачи в области  вводятся временнáя и пространственные сетки.
Временнáя сетка задается набором узловых значений , ,  с равномерным шагом

.
Вводятся также две пространственные сетки: основная и вспомогательная. Для построения

основной пространственной сетки на отрезке  выбирается система “опорных” точек 
так, что ,  и  для всех . При этом  – расстояние между опорными
точками  и , т.е. , . Аналогично на отрезках  и  выбирается

система “опорных” точек  и  так, что , ,  для всех  и ,
,  для всех  соответственно. При этом , ,

, . Точки основной сетки – совокупность точек , где ,
 и .

Вспомогательная сетка , , , , строится похожим обра-
зом. Отличие состоит лишь в выборе опорных точек:
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Плоскости , ,  делят объект на параллелепипеды – так называемые расчет-
ные ячейки. Расчетной ячейке будем приписывать индексы , если вершина этой ячейки,
наиближайшая к началу координат, совпадает с узловой точкой . В каждом узле

 расчетной области  все функции задаются своими значениями в этой точке
(например, ).

Обозначим через  ту часть поверхности , которая принадлежит плоскости , через
 – часть поверхности , принадлежащая плоскости . Аналогично определяются поверх-

ности , ,  и .
Границы отрезка , на котором идентифицируется коэффициент теплопроводности ,

задавались как минимальное и максимальное значения функций  и . Отрезок 
разбивался точками , , , …,  на  частей (они могут быть как равными, так и не-
равными). Каждой из точек , , ставилось в соответствие число . Иско-
мая функция  аппроксимировалась непрерывной кусочно-линейной функцией с узлами в
точках  так, как это показано в [17]. Если в процессе решения задачи температура в
точке выходила за границы отрезка , то для определения функции  использовалась ли-
нейная экстраполяция.

Итерационная локально-одномерная схема (см. [13]), которая использовалась для решения
прямой задачи, является схемой переменных направлений (расщепляется по направлениям , 
и ). Ниже эта схема приводится в так называемом каноническом виде, который требуется для
применения формул быстрого автоматического дифференцирования:
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Целевой функционал (1.4) аппроксимировался функцией  конечного числа
переменных следующим образом:

(2.1)

Здесь через , , , ,  и  обозначены тепловые потоки, вычисленные на
соответствующих гранях параллелепипеда: , , , ,  и . Например,

(2.2)

Дискретная сопряженная задача, которая получается в результате применения БАД-методо-
логии в данном случае, совпадает с соотношениями (2.2)–(2.5), которые представлены в [10], од-

нако формулы для вычисления производных  будут теперь иметь такой вид:
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вычисляются подобным образом.
При вычислении производных, в которых встречаются повторяющиеся пространственные

индексы, такие как:

необходимо учитывать все пересечения по этим индексам. Например,

Компоненты градиента целевой функции, в соответствии с БАД-методологией, вычисляются
по формуле:

(2.3)

Производные  вычисляются по формулам:

Остальные подобные производные вычисляются аналогичным образом.
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Выражения для , , , содержащие сопряженные переменные, приведены в рабо-

те [10], а множители , присутствующие в формуле (2.3), должны вычисляться так:

где индекс  определяется условием , .

Отметим, что значение градиента целевой функции , вычисленное по форму-
ле (2.3), является точным для выбранной аппроксимации задачи оптимального управления, что
является чрезвычайно важным при использовании градиентных методов.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННЫХ РАСЧЕТОВ
Для проверки работоспособности предложенного алгоритма было выполнено большое коли-

чество тестовых расчетов. Наиболее характерные из них представлены здесь в виде нескольких
серий расчетов.

Для получения “экспериментального” потока тепла  на поверхности параллелепи-
педа решалась прямая начально-краевая задача (1.1)–(1.3) с заданным коэффициентом тепло-
проводности, определялось поле температур в объекте, а затем по нему рассчитывались потоки
с помощью формул, аналогичных формулам (2.2).

Сложности, с которыми приходится сталкиваться при решении задачи идентификации коэф-
фициента теплопроводности в трехмерной постановке, связаны не только с выбором схемы дис-
кретизации прямой задачи, но также с выбором подходящей расчетной сетки. Анализ получен-
ных численных результатов показал, что если количество узлов пространственной сетки не
меньше 20 по каждому направлению, то коэффициент теплопроводности восстанавливается с
достаточно высокой точностью при условии, что грамотно выбран временной шаг.

Выбранная в настоящей работе локально-одномерная схема аппроксимации уравнения теп-
лопроводности является устойчивой и позволяет работать с достаточно большим шагом по вре-
мени. Тем не менее для каждой используемой пространственной сетки необходимо проводить
исследования, касающиеся выбора сетки по времени. Представленные здесь результаты числен-
ных расчетов получены при использовании равномерной пространственной сетки с параметра-
ми . Количество интервалов разбиения отрезка  по времени .

Минимизация целевой функции  проводилась численно с помощью гради-
ентного метода. Отрезок , на котором идентифицировался коэффициент теплопроводности,
разбивался на 64 интервала, т.е. . Хочется отметить, что для ускорения итерационного
процесса спуска по градиенту, как и в работе [10], во всех представленных здесь примерах ис-
пользовался подход, предложенный в [6]. Он основан на последовательном увеличении числа 
разбиений отрезка . Начинать процесс желательно с . После получения оптимального
решения его следует использовать в качестве начального приближения для варианта с .
Получив оптимальное решение для , использовать его в качестве начального приближе-
ния для , и т.д.

Для оценки точности получаемых численных решений обратной задачи использовались два
критерия:

(3.1)

и

(3.2)

где  – значения аналитического коэффициента теплопроводности, вычисленные в опор-
ных точках отрезка температур,  – значения коэффициента теплопроводности, получен-
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ные в результате решения оптимизационной задачи, а  – некоторое характерное значение
функции . В работе полагалось, что

 .

Проведенные численные эксперименты показали, что качество восстановления коэффици-
ента теплопроводности сильно зависит от плотности распределения “экспериментальных” дан-
ных. Бывают случаи, когда на некоторых участках отрезка  слишком мало данных, необхо-
димых для идентификации коэффициента теплопроводности. Поэтому в каждом конкретном
случае необходимо проанализировать распределение “экспериментальных” данных по интерва-
лам интересующего нас отрезка температур.

Для анализа распределения экспериментальных данных по интервалам интересующего нас
отрезка температур введем функцию  – относительную меру той подобласти области ,
температура в точках которой меньше , а через  обозначим плотность (производную)
функции  по переменной .

Для надежности все рассмотренные задачи решались численно несколько раз, при этом в ка-
честве начального приближения  выбирались разные функции.

3.1. Первая серия расчетов

В первой серии расчетов рассматривалась задача нахождения коэффициента теплопроводно-
сти вещества при следующих входных данных: в качестве начальной функции  и гранич-
ной функции  выбирались следы функции

(3.3)

на параболической границе области . В этом случае функ-
ция (3.3) является решением смешанной задачи (1.1)–(1.3) при  и . Температура
на параболической границе рассматриваемой области изменяется от  до .

Этот пример – простейший из всех рассмотренных. Целью первой серии расчетов являлась не
только проверка работоспособности предложенного алгоритма, но и проверка корректности со-
зданных машинных кодов, реализующих этот алгоритм.

Все проведенные расчеты первой серии можно разделить на несколько групп. В расчетах пер-
вой группы полагалось, что в целевом функционале весовой параметр  равняется  во всех
точках границы  объекта. На фиг. 1 представлено распределение функции  вдоль отрезка

. Оно напоминает нормальное распределение с центром в точке . Отрезку темпе-
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ратур  соответствует основное количество экспериментальных данных, а в окрестно-
сти концов отрезка  этих данных сравнительно мало.

Проведенные расчеты показали, что предложенный алгоритм приводит к одному и тому же
оптимальному решению независимо от того, какая функция выбрана в качестве начального при-
ближения. Во всех случаях коэффициент теплопроводности идентифицировался с машинной
точностью. В процессе решения оптимизационной задачи целевой функционал изменился от

 на начальном приближении ( ) к коэффициенту теплопроводности до
 на финальном (оптимальном) приближении, при этом максимум модуля градиента

уменьшился от  до .
Отметим, что когда в качестве “экспериментальных” данных использовалось температурное

поле (см. [10]), то обратная задача, рассмотренная в этой серии, имела неединственное решение
и для получения единственного решения требовалось задание дополнительного условия. Отме-
тим также, что неравномерное распределение экспериментальных данных сказалось здесь толь-
ко на сходимости итерационного процесса, но не на качестве полученного решения.

К расчетам второй группы относятся те случаи, когда в качестве “экспериментального” теп-
лового потока использовался поток тепла, вычисленный только на одной из шести граней парал-
лелепипеда. На фиг. 2 представлено распределение функции  вдоль отрезка  для
случая, когда в качестве “экспериментальных” данных использовался поток тепла только на той
грани, для которой , т.е.  для всех ,  (на остальных гранях весовая
функция равна нулю). Качественно функция  здесь похожа на ту, что представлена на
фиг. 1, но на правом конце отрезка вообще отсутствуют экспериментальные данные. Тем не ме-
нее предложенный алгоритм решения обратной задачи позволил восстановить коэффициент
теплопроводности с машинной точностью на всем отрезке . По-видимому, это связано с
линейным характером искомой функции .

Распределение функции , подобное приведенному на фиг. 2, получается и тогда, когда в
качестве “экспериментальных” данных используются потоки тепла на тех гранях параллелепи-
педа, для которых  или . И в случаях использования экспериментальных данных толь-
ко на этих гранях по отдельности удается восстановить коэффициент теплопроводности с ма-
шинной точностью.

3.2. Вторая серия раcчетов

Во второй серии расчетов рассматривалась задача определения коэффициента теплопровод-
ности при таких входных данных: в качестве начальной функции  и граничной функции

 выбирались следы функции

(3.4)
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на параболической границе области . Функция (3.4) является

в этом случае решением смешанной задачи (1.1)–(1.3) при  и . Температура на
параболической границе рассматриваемой области изменяется от  до .

В расчетах первой группы полагалось, что в целевом функционале весовой параметр 
равняется  во всех точках границы  объекта. Распределение экспериментальных данных вдоль
отрезка температур  в этом случае представлено на фиг. 3 в виде зависимости функции

 от температуры. Анализ этого распределения показывает, что правому концу отрезка
 соответствует слишком мало “экспериментальных” данных. Поэтому можно предпо-

ложить, что там возникнут трудности с восстановлением коэффициента теплопроводности.
Проведенные расчеты подтвердили это предположение: при равномерном разбиении отрезка
температур на  интервалов последняя компонента градиента функционала не изменяется
(она равна нулю с машинной точностью).

Процесс построения решения задачи идентификации в том случае, когда в качестве началь-
ного приближения было выбрано управление , проиллюстрирован на фиг. 4. Здесь
представлены функция  (теоретическое значение коэффициента теплопроводности) и
оптимальные управления, полученные при . Видно, что опорные точки кусочно-ли-

нейного оптимального управления, полученного при , почти лежат на линии .
Что касается оптимального управления, полученного при , то оно практически совпадает
с функцией  (  и ). Отклонения полученного при
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 коэффициента теплопроводности  от его аналитического значения  со-

ставляют  и  соответственно.
К расчетам второй группы относятся те случаи, когда в качестве “экспериментального” теп-

лового потока использовался поток тепла, вычисленный на двух гранях параллелепипеда: при
 и , т.е. в (2.1)  и  для всех , , а в остальных точках ве-

совая функция равна нулю.
Распределение функции  вдоль отрезка  близко к тому, которое представлено

на фиг. 3. Поэтому можно ожидать, что в этом случае коэффициент теплопроводности будет вос-
станавливаться с той же точностью, которая была получена при использовании “эксперимен-
тального” теплового потока на всех шести гранях параллелепипеда. Проведенные численные
расчеты подтвердили это предположение. Нельзя не отметить, что в этом случае оптимизацион-
ная задача решается значительно быстрее.

3.3. Третья серия расчетов

В третьей серии расчетов задача нахождения коэффициента теплопроводности решалась при
следующих входных данных: в качестве начальной функции  и граничной функции

 выбирались следы функции

(3.5)

на параболической границе области . Функция (3.5) является

решением смешанной задачи (1.1)–(1.3) при  и . Температура на параболиче-

ской границе рассматриваемой области изменяется от  до .
В расчетах первой группы этой серии полагалось, что в целевом функционале весовой пара-

метр  равняется  во всех точках границы  объекта. На фиг. 5 представлено распределение
“экспериментальных” данных по отрезку температур  (функция ). Анализируя
представленный на этой фигуре график, нетрудно увидеть, что на правом конце отрезка

 практически нет “экспериментальных” данных. Как показали проведенные расчеты
этой серии, коэффициент теплопроводности на подотрезке  не восстанавливается. При
разбиении отрезка температур на  интервала последние 19 компонент градиента функци-
онала всегда оказывались нулевыми (с машинной точностью).

Задача оптимизации, к которой сводится рассматриваемая обратная коэффициентная задача,
решалась при разных начальных приближениях . Процесс построения решения задачи
идентификации в том случае, когда в качестве начального приближения было выбрано управле-
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ние , проиллюстрирован на фиг. 6. Здесь представлены функция  (теорети-

ческое значение коэффициента теплопроводности) и оптимальные управления, полученные
при . График оптимального управления, полученного при  на отрезке

, полностью совпадает с графиком функции . Отклонения полученного коэф-

фициента теплопроводности  от его аналитического значения  на отрезке

 составляют  и  соответственно. Однако на отрезке

 сохранился след от управления, полученного при , не совпадающий с .

Следует отметить, что в случае использования в качестве экспериментальных данных темпе-
ратурного поля мы нередко сталкивались с неединственностью решения этой обратной задачи
(см. [10]). В случае использования функционала-потока предложенный здесь алгоритм, как по-
казал опыт работы с ним, приводит к одному и тому же оптимальному решению независимо от
того, какая функция выбрана в качестве начального приближения.

К расчетам второй группы относятся те случаи, когда в качестве “экспериментального” теп-
лового потока использовался поток тепла, вычисленный только на одной грани параллелепипе-
да, а именно на той, для которой , т.е. в (2.1)  для всех , , а в
остальных точках весовая функция равна нулю. На фиг. 7 представлено распределение функции

 вдоль отрезка . В этом случае на отрезке температур  практически нет
“экспериментальных” данных.

≡( ) 5.0iniK T = 1( )K T
T

= 2, 4, 16M = 64M

[0.33, 6.0] = 1( )K T
T

opt( )K T = 1( )K T
T

[0.33, 6.0] −ε = × 4
1 3.5506 10 −ε = × 4

2 1.5300 10

[6.0, 8.33] = 16M = 1( )K T
T

= 0x β =0 1il = −1, 1i I = −1, 1l L

( )W T [0.33, 8.33] [1.5, 8.33]

Фиг. 6.

1/T
M = 2
M = 4
M = 16

T6 840 2

K(T)

3

2

1

Фиг. 7.

T6 840 2

W(T)

3

2

1



1606

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 61  № 10  2021

АЛБУ, ЗУБОВ

Построение решения задачи идентификации проводилось обычным образом. В качестве на-
чального приближения было выбрано управление . Затем задача решалась последо-
вательно при . График оптимального управления, полученного при , пол-

ностью совпадает с графиком функции  только на отрезке  (см. фиг. 8), т.е. для

тех значений температур, при которых задан тепловой поток. Отклонения полученного коэффи-

циента теплопроводности  от его аналитического значения  на отрезке 

составляют  и  соответственно. На отрезке  сохранил-
ся след управления, полученного при .

Этот пример наглядно показывает, что в некоторых случаях информации о тепловых потоках
только на некоторых поверхностях объекта может быть недостаточно для восстановления коэф-
фициента теплопроводности на всем интересующем отрезке.

3.4. Четвертая серия расчетов
В четвертой серии расчетов рассматривалась задача нахождения коэффициента теплопровод-

ности вещества при следующих входных данных: в качестве начальной функции  и гра-
ничной функции  выбирались следы функции

на параболической границе области .
В качестве “экспериментальных” данных использовался поток тепла, вычисленный по тем-

пературному полю, полученному в результате решения прямой задачи (1.1)–(1.3) при  и с
коэффициентом теплопроводности , где функция  определялась следующим ра-
венством:

Анализ построенного таким образом температурного поля позволил определить диапазон изме-
нения температуры: , .

В первом примере этой серии расчетов полагалось, что в целевом функционале весовой пара-
метр  равняется  во всех точках границы  объекта. На фиг. 9 представлено распределение
функции  вдоль отрезка . В данном случае практически нет “экспериментальных”
данных лишь на небольшом подотрезке на правом конце отрезка температур . Можно
предположить, что здесь возникнут трудности с восстановлением коэффициента теплопровод-
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ности. Проведенные расчеты подтвердили это предположение: при равномерном разбиении от-
резка температур на  интервала последняя компонента градиента функционала не изме-
нялась (она равнялась нулю с машинной точностью).

Процесс построения решения задачи идентификации в том случае, когда в качестве началь-
ного приближения было выбрано управление , проиллюстрирован на фиг. 10. Здесь
представлены функция  и оптимальные управления, полученные при . Видно, что
опорные точки кусочно-линейного оптимального управления, полученного при , почти
лежат на линии .

График оптимального управления, полученного при , совпадает с графиком функ-
ции . Отклонения полученного при  коэффициента теплопроводности  от его

аналитического значения  на отрезке  составляют  и 
соответственно. На последнем интервале сохраняется след значения коэффициента теплопро-
водности, полученного при последнем разбиении отрезка температур, для которого соответству-
ющая компонента градиента целевого функционала ненулевая.

Во втором примере четвертой серии расчетов полагалось, что в качестве “экспериментально-
го” теплового потока использовался поток тепла, вычисленный на двух гранях параллелепипеда:
при  и , т.е. в (2.1)  и  для всех , , а в остальных точках
весовая функция равна нулю.
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Распределение функции  вдоль отрезка  практически совпадает с тем, которое
представлено на фиг. 9. В этом случае можно ожидать, что коэффициент теплопроводности бу-
дет восстанавливаться с той же точностью, которая была получена при использовании “экспери-
ментального” теплового потока на всех шести гранях параллелепипеда. Проведенные числен-
ные расчеты подтвердили это предположение, а также тот факт, что оптимизационная задача ре-
шается быстрее, если использовать тепловые потоки только на этих двух гранях.

Полученные результаты позволяют использовать улучшенную стратегию при решении обрат-
ной коэффициентной задачи. Вначале надо построить распределение функции  на основе
экспериментальных данных на всех гранях параллелепипеда, а затем на каждой грани по отдель-
ности. Если окажется, что распределение функции  на какой-то грани качественно похоже
на ее распределение по всей поверхности, то при решении обратной задачи достаточно исполь-
зовать экспериментальные данные только на этой одной грани. Поиск решения обратной задачи
при этом значительно упростится.

Как и при решении обратной коэффициентной задачи меньшей размерности, предложенный
алгоритм продемонстрировал свою устойчивость: небольшие отклонения в экспериментальных
данных (~10%) приводят к погрешностям в решении того же порядка (∼2–5%). При бóльших от-
клонениях в экспериментальных данных для получения устойчивого решения необходимо вво-
дить регуляризатор (см. [9]).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Проведенные численные эксперименты показали, что качество восстановления коэффици-

ента теплопроводности в трехмерном случае сильно зависит от распределения “эксперименталь-
ных” данных. Поэтому в каждом конкретном случае необходимо проанализировать распределе-
ние данных по интервалам интересующего нас отрезка температур.

Если плотность распределения экспериментальных данных на какой-то грани параллелепипе-
да качественно похожа на плотность их распределения по всем граням, то при решении обратной
задачи рекомендуется использовать экспериментальные данные только на одной этой грани.

Особого внимания заслуживают те значения температуры, которым соответствует малое ко-
личество экспериментальных данных. Коэффициент теплопроводности для таких значений
температуры плохо идентифицируется регулярным способом. Поэтому для его определения в
таких точках требуется проведение дополнительных экспериментальных исследований или вве-
дение дополнительных предположений.

Градиент целевого функционала в трехмерном случае еще сильнее, чем в двумерном случае,
распределен по температуре неравномерно, что приводит к заметному ухудшению сходимости
итерационного процесса. Как и в двумерном случае, эффективно устранить описанную труд-
ность при решении задачи позволяет подход, основанный на последовательном увеличении чис-
ла разбиений отрезка температур.

Особо хочется остановиться на сравнении результатов решения задачи идентификации коэф-
фициента теплопроводности в двух различных постановках: использование в качестве “экспери-
ментальных” данных заданного температурного поля (функционал “поле”) или заданного теп-
лового потока на границе объекта (функционал “поток”). Как следует из работы [10], использо-
вание функционала “поле” может приводить к неединственности решения задачи. При
исследовании большого числа задач с функционалом “поток” никогда не приходилось сталки-
ваться с неединственностью решения. В пользу использования функционала “поток” при реше-
нии задач идентификации коэффициента теплопроводности говорит и то, что тепловой поток на
границе объекта замерить проще, чем температуру в самом объекте.
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