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ВВЕДЕНИЕ
Автомодельная осесимметричная затопленная струя вязкой несжимаемой жидкости впервые

описана Г. Шлихтингом [1] с помощью точного решения уравнений пограничного слоя, и позже
Л.Д. Ландау [2] и Х.Б. Сквайром [3] с помощью точного решения уравнений Навье–Стокса. Дан-
ные решения выражают поле скоростей, порожденное постоянной силой, сосредоточенной в
фиксированной точке жидкости, или, иначе говоря, точечным источником импульса. Расход та-
кого источника равен нулю. Ю.Б. Румер [4] заметил, что решение Ландау является лишь первым
приближением, пригодным для описания движения на больших расстояниях от источника струи
конечного размера, и предпринял попытку построить второе приближение с заданным ненуле-
вым расходом. Разыскивалось решение в виде разложения по целым обратным степеням рассто-
яния до источника, и для определения второго члена разложения получено линейное неодно-
родное обыкновенное дифференциальное уравнение. Для этого уравнения получены однород-
ное решение с неизвестным коэффициентом и неоднородное решение. Л.Г. Лойцянский
построил [5] второе приближение для поля скоростей в незакрученной струе в приближении по-
граничного слоя в виде суммы решения Шлихтинга и малого на больших расстояниях возмуще-
ния с неизвестным коэффициентом. Отмечено [5], что данное решение является пределом реше-
ний Ландау и Румера при переходе к большим числам Рейнольдса. В действительности, постро-
енный Лойцянским второй член разложения есть предел только однородного решения Румера.
Если для однородного решения Румера вычислить расход через произвольную сферу, окружаю-
щую источник, то он окажется нулевым, следовательно, решение Лойцянского не содержит ин-
формацию о расходе источника струи. Между тем, в монографиях [6], [7] неизвестный коэффи-
циент в решении Лойцянского определяется через расход жидкости в отверстии, хотя в работе [5]
отмечена некорректность такого определения этой константы. Неоднородное решение Румера
подверглось критике М.А. Гольдштика и Н.И. Яворского [8], доказавших, что решение в виде
разложения по целым обратным степеням расстояния до источника не может одновременно

1)Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (код проекта 19-01-00163).

УДК 519.635

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ 
ФИЗИКА



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 61  № 10  2021

НЕЛОКАЛЬНЫЙ ЗАКОН СОХРАНЕНИЯ 1647

иметь конечный ненулевой расход и быть регулярным при отличном от нуля числе Рейнольдса.
Показано [8], что если ввести в разложение слагаемое, пропорциональное логарифму расстоя-
ния, до источника, то можно построить регулярное решение с заданным расходом. При этом
член разложения, отвечающий за расход, является решением обыкновенного дифферeнциаль-
ного уравнения, которое отличается от уравнения [4] только неоднородной частью. Таким обра-
зом, однородное решение Румера с неизвестным коэффициентом присутствует и в решении
Гольдштика–Яворского. Также установлено [8], что решение Лойцянского получается из реше-
ния Гольдштика–Яворского в пределе пограничного слоя, причем члены, зависящие от расхода
источника, пропадают при предельном переходе. Кроме того, доказано, что следующие коорди-
натные приближения решения уравнений пограничного слоя являются некорректными, т.е. не
следуют из решения уравнений Навье–Стокса при больших числах Рейнольдса.

Проблеме определения коэффициента при однородном решении Румера в асимптотике струи
посвящены работы [4], [8]–[11]. Данная проблема получила название парадокса скрытых инва-
риантов [9], [10], поскольку сложилось мнение, что за эту константу может отвечать некоторый
неизвестный закон сохранения. Предпринята попытка [8]–[10] построить инвариант струи, ба-
зируясь на сохранении потока боковой компоненты момента импульса через полусферу с плос-
ким дном. Аналогичный подход использовался [12], [13] для построения инварианта закручен-
ной струи. Данный подход неэффективен, поскольку для вычисления таких инвариантов в даль-
нем поле струи требуется знать поле течения во всей области, а не только на больших
расстояниях от источника. Полученные “инварианты” (в отличие от интегралов расхода и им-
пульса) не дают однозначной связи дальнего поля струи с характеристиками источника. Выяс-
нен [4], [11] физический смысл однородного решения Румера. Оказывается, данное решение яв-
ляется вторым членом разложения решения Ландау в ряд по обратным степеням расстояния до
начала координат, которое смещено относительно источника импульса в направлении им-
пульса. При этом коэффициент при решении Румера выражается через величину смещения. В
общем случае неавтомодельной струи всегда можно выбрать начало координат таким образом,
чтобы данный коэффициент был равен нулю [4]. Предлагается [11] связать этот коэффициент с
расходом, эжектируемым струей в начальном поперечном сечении. Данный результат получен
из анализа решения Ландау, но не обоснован в общем случае.

Среди перечисленных решений представляется наиболее продуктивной идея Гольдштика о
существовании скрытого закона сохранения. Под законом сохранения принято понимать дивер-
гентное соотношение, которое равно нулю на решениях исследуемой системы уравнений. Мето-
ды вычисления законов сохранения обсуждаются в ряде монографий (см. [14]–[19]). Для систем
уравнений, следующих из вариационного принципа, законы сохранения эффективно вычисля-
ются с помощью теоремы Э. Нётер, если известна группа симметрий вариационного функцио-
нала [14], [15]. Однако неизвестно, можно ли построить вариационный функционал для уравне-
ний Навье–Стокса. Достаточно трудоемкий метод прямого вычисления законов сохранения
успешно применен в [16], [20], [21] к уравнениям динамики совершенного газа. В монографиях
[17]–[19] описан алгоритм вычисления всех законов сохранения, применимый для широкого
класса уравнений математической физики. Данный алгоритм позволяет получить набор инте-
грирующих множителей, которые приводят рассматриваемую систему к дивергентной форме.

Выше шла речь о локальных законах сохранения, т.е. о таких дивергентных выражениях, ко-
торые включают только независимые и зависимые переменные, входящие в рассматриваемые
уравнения, а также производные любого порядка от зависимых переменных по независимым.
В то же время запас законов сохранения может быть расширен путем интегродифференциальной
замены зависимых переменных в уравнениях. Полученные таким способом законы сохранения
называются нелокальными. Методы отыскания соответствующих замен переменных изложены
в [18], [19]. Примеры построения нелокальных законов сохранения для различных моделей ма-
тематической физики приведены в [19], [22].

Локальные законы сохранения уравнений Навье–Стокса исчерпываются известными зако-
нами сохранения массы, импульса и момента импульса [23]. О нелокальных законах сохранения
этих уравнений ничего не известно. В теории пограничного слоя хорошо известен инвариант
плоской пристенной струи [24], [25], который следует из нелокального закона сохранения, зави-
сящего от функции тока. Данный инвариант не имеет общефизического смысла, поскольку его
размерность соответствует произведению потока импульса на расход. Похожий закон сохране-
ния вычислен [26] для уравнений пограничного слоя, описывающих осесимметричную задачу.
Определен [27] неизвестный коэффициент в решении Лойцянского при помощи нелокального
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закона сохранения [26]. Вопрос о существовании аналогичного закона сохранения в трехмерной
пристенной струе является открытым [28].

В настоящей работе решение Гольдштика–Яворского для дальнего поля струи получено в
элементарных функциях при больших числах Рейнольдса, и в этом решении определена кон-
станта при однородном решении Румера.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Будем рассматривать стационарную осесимметричную незакрученную струю вязкой несжи-
маемой жидкости, которая вытекает из кругового отверстия радиуса  в пространство, затоплен-
ное той же жидкостью. Пусть  – максимальная скорость в отверстии. Определим безразмерные
переменные:

где  – радиус-вектор точки поля течения с координатами ,  соответственно в сфериче-
ской и цилиндрической системах координат с началом в центре отверстия (фиг. 1а);

 – вектор скорости и его компоненты в сферической и цилиндрической систе-
мах координат (фиг. 1а);  – постоянная плотность жидкости;  – давление;  – давление в не-
возмущенной области;  – число Рейнольдса;  – кинематический коэффициент вязкости.
Звездочкой отмечены размерные переменные. Струя распространяется вдоль оси .

Функции ,  удовлетворяют уравнениям Навье–Стокса:

(1)

Граничные условия определяются распределением скорости  в отверстии и затуханием
всех компонент скорости на большом расстоянии от отверстия. На оси симметрии  выполня-
ются условия , .

При больших числах Рейнольдса струю можно рассматривать в приближении пограничного
слоя:

(2)
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Фиг. 1. (a) – Cферическая и цилиндрическая системы координат; (б) – смещение источника импульса.
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Хотя струйное течение зависит от распределения скорости  в отверстии, вдали от отвер-
стия  многие детали начального профиля скорости “забываются”, и течение зависит от не-
которых интегральных характеристик источника струи. Как правило, для дальнего поля струи
удается построить аналитическое решение, в которое входят неизвестные константы. Цель рабо-
ты заключается в выяснении связи неизвестных констант в дальней асимптотике струи с инте-
гральными характеристиками ее источника.

2. АНАЛИТИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ
Уравнение (2) позволяет ввести функцию тока :

(4)
Далее предполагается, что нулевая линия тока, на которой , совпадает с полуосью .

Точное решение [2], [3] уравнений (1) описывает автомодельную струю, порожденную точеч-
ным источником импульса:

(5)

где ; константа  связана с потоком осевого импульса  через произвольную сферу,
окружающую источник, соотношением [29]:

(6)

Объемный расход жидкости  через произвольную сферу, окружающую ис-
точник, равен нулю. Причиной является нулевой размер источника. Действительно, поток им-
пульса и расход являются величинами порядка , . Если  при , то

.
В случае источника конечного размера решение (5) описывает дальнее поле струи, где .

В следующих координатных приближениях появляется решение [4] , где  – неизвестная
константа,

(7)

Физический смысл решения (7) разъясняется в работах [4], [11]. Перепишем решение (5) в
сферических координатах , соответствующих смещению начала координат вдоль оси  в
точку  (см. фиг. 1б):

где , . Разложим полученное выражение в ряд Тейлора по степе-
ням  до линейного члена

(8)

Таким образом, , т.е. в случае точечного источника константа  определяется смещени-
ем  источника относительно начала координат. В случае источника конечного размера величи-
на  неизвестна, и константа  должна определяться из других соображений. Заметим, что ре-
шение (7) имеет нулевой расход: .

Рассмотрим теперь решения (5) и (7) в приближении пограничного слоя. Из (6) следует, что
при  имеем
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Подставим (9) в формулы (5), (7), выполним переход к цилиндрическим координатам ,
где , , затем выделим главные члены в разложениях полученных выражений
по степеням  при фиксированных переменных  и :

(10)

(11)

(12)
Решения (10) и (11) получены соответственно в [1] и [5] с помощью уравнений пограничного
слоя. Дальняя асимптотика струи построена [5] в виде:

(13)

(14)
где

(15)

(16)

В монографиях [6], [7] константа  в решении (13) выражается через расход жидкости в отвер-
стии

(17)

Соотношение (17) базируется на предположении, что разложение (13) справедливо вплоть до от-
верстия , что в общем случае неверно [5].

Решение уравнений Навье–Стокса (1) при  c ненулевым расходом построено [8] в
виде

(18)

где функции  и  описываются формулами (5) и (7),  – неизвестная константа, а  – не-
известная функция.

Подстановка (18) в уравнения (1) приводит к обыкновенному дифференциальному уравне-
нию на функцию :

(19)

где

Зададим конечный расход условием . Линейное неоднородное дифференциаль-
ное уравнение (19) относительно функции , дополненное граничными условиями аналитич-
ности решения в точках , является самосопряженной краевой задачей. По теореме Фред-
гольма об альтернативе данная задача разрешима, если правая часть (19) ортогональна реше-
нию (7) однородной краевой задачи.
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Заданный расход и условие ортогональности образуют систему двух линейных уравнений на
константы  и  [8]:

Сформулированная краевая задача имеет бесконечно много решений в зависимости от :

(20)
где  – частное решение неоднородной краевой задачи, найденное в квадратурах [8].

Построим координатное разложение решения (20) по степеням  при  в виде

(21)

При произвольном значении коэффициента  остальные члены ряда (21) определяются од-
нозначно. Например,

Задание коэффициента  эквивалентно заданию константы .
Анализ полученной в [8] явной формулы для  затруднен ее чрезвычайно сложным видом.

Представляется разумным исследовать асимптотику этого решения в практически важном слу-
чае больших чисел Рейнольдса. Тогда получим

(22)

В выбранных безразмерных переменных , поэтому в области внешнего течения
 функция тока  является величиной порядка  и удовлетворяет уравнению:

Регулярное при  решение этого уравнения имеет вид:

(23)

Рассмотрим теперь внутреннюю область . Функция тока в этой области  подчиняет-
ся уравнению:
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Решение уравнения (24), удовлетворяющее условию  и сращивающееся с внешним ре-
шением (23) при , имеет вид:
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Асимптотические формулы (23), (25) проверены сравнением с численным решением задачи
Коши для уравнения (19) с условием (21).

3. ЗАКОНЫ СОХРАНЕНИЯ УРАВНЕНИЙ ПОГРАНИЧНОГО СЛОЯ

Уравнение (2) выражает закон сохранения массы. Проинтегрируем данное уравнение по :

(26)

Расход  сохраняется, если  при . Это требование нарушается для струи (10),
(15), поэтому расход через поперечное сечение струи не сохраняется: .

Умножим уравнение (3) на  и сложим с уравнением (2), умноженным на ,

(27)

Интегрируя уравнение (27) по , получаем закон изменения потока осевой компоненты импуль-
са через поперечное сечение струи:

(28)

Поток импульса сохраняется, если ,  при , что выполняется для
струи (10), (15).

Умножим уравнение (27) на величину  и приведем полученное выражение к дивер-
гентному виду:

Интегрируя данное уравнение по , получаем закон изменения еще одной величины:
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Интеграл (29) сохраняется, если ,  при . На решении (10), (15) инвари-
ант (29) равен нулю, что позволяет использовать его для определения констант в следующих ко-
ординатных приближениях.

Приведем выражение интеграла (29) в размерных переменных:
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Используя (10), (11), (12), (15), (16), получаем

(30) (30)

При этом инвариант  вычисляется через профиль скорости в отверстии с помощью форму-
лы (29), в которой следует положить .

Полученные результаты без труда обобщаются на случай турбулентной струи, поскольку
усредненное по времени поле скорости в турбулентной струе в рамках модели постоянной тур-
булентной вязкости описывается теми же уравнениями [5], [7], что и ламинарная струя.

5. ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЙ ПОГРАНИЧНОГО СЛОЯ
Аппроксимируем уравнения (2), (3) полностью неявной конечно-разностной схемой второго

порядка точности по обеим координатам:

где , , , .
Аппроксимация уравнения (3) в узлах на оси струи при  имеет вид:

Численное решение приведенных разностных уравнений при граничных условиях ,
,  строится маршевым методом [30]. Начальный профиль скорости задается в уз-

лах при , . Использовались следующие варианты задания начального профиля скоро-
сти при : параболический профиль  и линейный профиль . При

 выполняется . Радиальная скорость в начальном сечении равна нулю. Результаты
получены при , , .

Верификация численного метода проводилась для параболического начального профиля
скорости. Проведено сравнение профиля осевой скорости в сечении , полученного в рас-
чете при , с профилями, полученными при , ,

, . Отличие при  не превосходило значений 0.006, 0.01, 0.01, 0.03% со-
ответственно. Следует ожидать, что погрешность определения продольной скорости при дис-
кретизации  не больше 0.01%.

На каждом шаге по  проверялось сохранение интегралов (28) и (29). Для используемых на-
чальных профилей скорости отклонение интегралов от начального значения не превосходит 2%
вплоть до сечения .

В табл. 1 для используемых начальных профилей скорости приведены значения инвари-
антов , (28), , (29), а также значения константы , определенной двумя способами: традици-
онным (17) и новым (30), основанным на интеграле (29).
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Таблица 1. Зависимость параметров струи от начального профиля скорости

, (28) , (29) , (17) , (30)
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На фиг. 2 приведено сравнение численного и асимптотического (14) решений для профиля
осевой скорости в сечении  и для скорости на оси струи. Из всех решений вычтено реше-
ние (15). Легко видеть, что решение (14), (30) гораздо ближе к численному решению, чем (14), (17).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В свободных осесимметричных затопленных струях в приближении пограничного слоя со-

храняется интеграл, аналогичный инварианту плоской пристенной струи. С помощью этого
интеграла определяется неизвестная константа в дальней асимптотике незакрученной струи.
Полученный результат легко обобщается на турбулентные струи. Предложенный метод
определения константы является решением парадокса скрытых инвариантов, сформулирован-
ного М.А. Гольдштиком, при больших числах Рейнольдса. Остаются открытыми проблемы
определения аналогичной константы в закрученных и неосесимметричных струях, и в струях
при произвольном числе Рейнольдса.
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