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1. ВВЕДЕНИЕ И ОСНОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ
1.1. Введение

Рассмотрим в  задачу

(1)

Для решения задачи (1) в выпуклом случае давно используется метод проекции градиента (далее
МПГ), который появился в [1], [2]. Напомним, что если функция в (1) сильно выпуклая с непре-
рывным по Липшицу градиентом и множество  выпукло и замкнуто, то МПГ сходится со ско-
ростью геометрической прогрессии (или линейной скоростью).

Мы предполагаем, что  – гладкое многообразие без края, а  – функция с непрерывным по
Липшицу градиентом, которая необязательно выпуклая. Пусть  – касательное подпростран-
ство к  в точке  и  – его ортогональное дополнение. Мы рассматриваем МПГ вида

, ,

(2)

Здесь  – оператор метрического проектирования на замкнутое множество , а  – не-
которая ретракция (см. подробности в [3]) точки  на множество , . Часто использует-
ся . Другой вид ретракции мы обсудим ниже.

Примером актуальной задачи (1) является задача минимизации гладкой функции  на неко-
тором матричном многообразии  без края (см. [4], [5]).

Традиционно в задаче (1) используются варианты метода проекции градиента с шагами, свя-
занными с локальными геодезическими на многообразии (см. [5]–[9]), а также метод Ньютона
(см. [4], [7]).

В последнее время появилось много работ, где используется идеология (2). Основными труд-
ностями являются выбор шага  и доказательство сходимости алгоритма при разумных предпо-
ложениях.
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В [10] рассмотрен МПГ в задаче (1) с шагом  Армихо (см. определение A1). Однако по сути
доказана лишь асимптотика последовательности , но не явные оценки сходимости (см. [10,
Theorem 2.3]). Аналогичный результат при некотором фиксированном  для всех  полу-
чен и в [11, Corollary 4.2] при условии, что кривизны многообразия  ограничены. В обоих рабо-
тах для линейной сходимости принципиально условие Лежанского–Поляка–Лоясевича (усло-
вие ЛПЛ) функции  на поверхности  (см. ниже определение 1). Близкий к алгоритму из [10]
алгоритм с шагом Армихо рассмотрен в [12, Algorithm 2.1]. Однако в [12] исследовался только
факт сходимости алгоритма без оценки скорости сходимости. Кроме того, множество  предпо-
лагалось выпуклым, а функция  невыпуклой.

Обозначим через  замкнутый шар с центром  радиуса . В [13, Theorems 2, 3] получен
следующий результат.

Теорема A. Пусть многообразие  гладкое и проксимально гладкое с константой  многообразие

без края, . Предположим, что  функция обладает следующими свойствами:

1)  липшицево дифференцируема с константой ,

2) , где ,

3) выполнено условие ЛПЛ для функции  на , ,
c константой , т.е. для всех 

(3)

Пусть  и . Положим . Тогда итерации ,

или

сходятся с линейной скоростью по функции

При этом

(4)

Кроме того, для случая 1) имеет место следующая линейная скорость сходимости по точке

(5)

Отметим, что .

В случае итераций 1) пересечение  одноточечно для всякого  (см. [13,
Lemma 5]).

Покажем, что условие (5) действительно означает линейную сходимость к решению (1).
Положим
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Для 

Значит, . Очевидно, что , т.е. сходимость  линейная. В силу [13,

Theorem 2]  для всех  и в силу условия ЛПЛ

Отсюда .
Условие ЛПЛ с показателем 2 является одним из наиболее общих условий на гладкую функ-

цию на многообразии, которое обеспечивает линейную сходимость градиентных методов
(см. [10]). В частности, сильно выпуклая функция на многообразии при определенном соотно-
шении константы сильной выпуклости и других параметров удовлетворяет условию ЛПЛ, а так-
же некоторые функции с условием квадратичного роста на множестве (см. [13, Theorem 1]). Так-
же условию ЛПЛ удовлетворяет квадратичная форма на сфере или, более общо, квадратичная
форма на многообразии Штифеля (см. [14]).

Теорема A решает вопрос об оценке скорости сходимости алгоритма и выборе шага  че-
рез константы Липшица ,  и константу проксимальной гладкости  многообразия. Констан-
та  из условия ЛПЛ возникает в оценке (5), она не нужна для выбора шага . Ключевое отличие
в доказательстве теоремы A от приведенных выше результатов состоит в использовании прокси-
мальной гладкости множества , что позволяет получить оценку сходимости (5) в явном виде.

Тем не менее на практике константы ,  и  могут быть неизвестны. В этой ситуации ста-
новится актуальным выбор шага  в (2) по некоторому правилу, которое не требует знания упо-
мянутых констант. Правило Армихо как раз и является одним из таких способов выбора шага .

В работе рассмотрены два способа выбора шага  по правилу Армихо. Это правило A1, заим-
ствованное в [10], а также правило A2, сформулированное нами.

В обоих случаях мы получаем явную оценку скорости сходимости метода (2) для правил вы-
бора шага A1 и A2.

При правиле A1 нам не нужно знать никаких констант.
В случае, когда константа проксимальной гладкости известна и известна оценка сверху для

константы , можно применять правило A2. Правило A2 имеет техническое преимущество: в от-
личие от правила A1 при подсчете шага  ретракцию точки на множество нужно вычислять 1 раз.

В Приложении мы приводим точные константы проксимальной гладкости  для основных
матричных многообразий.

1.2. Основные обозначения

Через  будем обозначать вещественное евклидово пространство  измерений со скалярным
произведением  . Обозначим через  замкнутый шар с центром  радиуса .
Далее по тексту для задачи (1)  – касательное подпространство к многообразию  в точке

,  – градиент Фреше функции  в точке . Для точки  для краткости обозначим

. Отметим, что .

Если  – липшицева функция с константой , то для любых  верны оценки (см. [15,
Лемма 1.2.3])

Лебеговым множеством функции  для  называют множество .
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Определение 1 (см. [10], [16, Definition 1]). Пусть  является  многообразием, функция
 дифференцируема. Пусть , , . Будем говорить, что функ-

ция  удовлетворяет условию ЛПЛ на множестве , если 
.

Определим  – ортогональные матрицы размера . Для матриц  и 

определим скалярное произведение  и норму Фробениуса . Напом-

ним (см. [17, Theorem 7.3.2]), что для каждой матрицы  ранга  существует сингулярное
разложение вида , где 

, , . 

Числа  называются сингулярными числами матрицы . Для случая  догово-
римся обозначать оставшиеся  нулей на главной диагонали матрицы  через .

Мы будем пользоваться следующей формулой (см. [17, Corollary 7.3.5]) для :

(6)

Через  обозначим единичную матрицу размера .

Множество  называется проксимально гладким (прокс-регулярным, слабо выпуклым)
с константой  (см. [18], [19]), если функция расстояния  непрерывно

дифференцируема на множестве . Эквивалентным условием

проксимальной гладкости множества  является условие, что для всякой точки 
метрическая проекция  является одноточечным множеством.

Напомним определения основных матричных многообразий и множеств (далее ):

(i) многообразие Штифеля ;

(ii) многообразие Грассмана  – множество всех -мерных подпространств в . Мы рас-

сматриваем реализацию  вида  (см. [20]), т.е. подмножество во множе-
стве симметричных матриц ;

(iii) многообразие  – матрицы ранга  с
сингулярными числами ;

(iv) множество  – матрицы
ранга ,  с сингулярными числами .

В [21] было показано, что  – проксимально гладкое множество с , а  (в указанной

реализации) – проксимально гладкое множество с . Там же приводятся формулы для мет-

рической проекции матрицы на многообразие Штифеля или Грассмана. Точные значения кон-
стант проксимальной гладкости для множеств ,  и метрические проекции на них найдены
нами в Приложении.
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2. РЕТРАКЦИИ И ПРАВИЛО АРМИХО
Мы будем рассматривать две возможности для ретракции.
Во-первых, в качестве ретракции выступает оператор метрического проектирования .

В Приложении мы покажем, что, например, на большинство матричных многообразий метри-
ческая проекция может быть найдена с помощью сингулярного разложения матрицы.

Во-вторых, мы рассмотрим упомянутый в теореме A выбор .

В [13, Theorem 2] доказано, что при условии  точка  определена корректно и од-

нозначно. Далее будем обозначать указанную ретракцию через .
Пусть ; . Мы рассмотрим два способа выбора шага в алгоритме (2) по правилу

Армихо.
Определение A1 (см. [10]). Определим  на -м шаге по правилу

Отметим, что несмотря на проксимальную гладкость , мы не можем гарантировать попада-
ние точки  в проксимальный слой множества , поэтому множество  может быть неодно-
точечно и  выбирается из него произвольно.

Определение A2. Пусть , , множество  проксимально гладкое с константой

 и функция  липшицева с константой . Определим  на -м шаге по правилу

При этом  или .
Покажем, что обе ретракции в случае определения  корректно определены. Действительно,

когда шаг  найден, вычисляется . В силу  точка  находит-

ся в проксимальном слое: . Поэтому  – одното-
чечное множество.

В случае  имеем , что, как отмечалось выше, гарантирует суще-

ствование и единственность .
Обсудим очевидные свойства правил A1 и A2. Правило A1 не требует знания констант Лип-

шица  для ,  для  и константы проксимальной гладкости  для выбора , в отличие от тео-
ремы A. В силу теоремы A (см. (4)) при  имеем

правая часть последнего неравенства очевидно меньше  при достаточно малых . Сле-
довательно, максимум в определении  по правилу Армихо A1 достигается. Очевидным недо-
статком является необходимость находить проекцию  точки  на множество  при переборе

 .
Правило A2 требует точное знание (либо оценку снизу) константы  и оценки сверху для кон-

станты Липшица функции . Преимуществом является необходимость всего одного проектиро-
вания вектора  на подпространство . Далее  ищется перебором  аналогично
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правилу Армихо в безусловной минимизации. Когда шаг  найден, вычисляется : 
или .

3. СХОДИМОСТЬ МПГ В ЗАДАЧЕ (1) С ШАГОМ АРМИХО
3.1. Шаг Армихо А1

Теорема 1. Предположим, что в задаче (1) функция  липшицева с константой , функция 

липшицева с константой ,  – проксимально гладкое множество с константой . Числа , ,

 неизвестны. Пусть выполнено условие ЛПЛ для функции  на .

Определим , где . Тогда алгоритм (2) с выбором шага  сходится с

линейной скоростью по функции (8) и по точке (9).
Доказательство. Рассмотрим алгоритм с шагом A1 и случаи а и б:

 Если , т.е. , то на -м шаге имеем

(б) Пусть , т.е. .

Если , то  в силу определения шага Армихо A1.

Если , то  (и ). Покажем это. По теореме A (4) при  (оценка (4) верна

для всех )

(7)

Максимальное , удовлетворяющее предыдущей формуле, равно .
Таким образом, в случаях (а) и (б), которые исчерпывают весь диапазон ,

В силу неравенства ЛПЛ

получаем, что

Для функции  имеем

(8)

Для сходимости по точке с учетом формулы

и неравенства  имеем

(9)

Теорема доказана. 
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3.2. Шаг Армихо А2

Теорема 2. Пусть в задаче (1) известна константа  проксимальной гладкости множества 

(или ее оценка снизу), а также известна оценка сверху  константы Липшица . Пусть  – лип-
шицева функция с неизвестной константой . Предположим, что выполнено условие ЛПЛ для функ-
ции  на .

Пусть ,  и . Тогда алгоритм (2) с выбором шага A2 сходится с линейной

скоростью по функции (14) и по точке (15) (для ) или 16) (для P ).
Доказательство. Рассмотрим ретракцию . Для  имеем

Рассмотрим альтернативы (а) и (б):

 , т.е. ,

(б) , т.е. .

Аналогично п. (б) теоремы ,  в случае (б) при условии . Если

, то, опять же аналогично доказательству теоремы ,  и .

Итак, в любом случае .

Имеем

(10)

По теореме Пифагора . При этом при условии 
(см. [13, Theorem 2 (20)])

(11)

В силу (11)

(12)

Из (10) и (12) получаем

В силу условий ,  имеем
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Вспоминая, что , окончательно получаем

(13)

По условию ЛПЛ  и для  имеем

(14)

С учетом формулы (11)

Применяя (13), получаем

(15)

Заметим, что для ретракции  оценка (14) также остается верной в силу теоремы A.
Для сходимости по точке с учетом формулы (11) и неравенства 

Отсюда с учетом формулы (13) получаем

(16)

Теорема доказана. 

ПРИЛОЖЕНИЕ

Лемма 1. Пусть , , . Пусть существует  и существует число 
такое, что . Тогда множество  является одноточечным.

Зафиксируем вещественное число .

Теорема 3. Константа проксимальной гладкости множества  ( ) в точности равна .

Доказательство. Рассмотрим произвольную матрицу . Пусть ее сингулярное разложе-
ние задается формулой . Определим матрицу  следующим образом:

, остальные элементы матрицы  положим равными . Докажем,

что матрица , сингулярное разложение которой задано формулой , принадле-
жит множеству . Рассмотрим произвольную матрицу , имеющую сингулярное разло-

жение . Тогда с учетом формулы (6) верна следующая цепочка равенств и неравенств:

Таким образом, , а .
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Пусть верно . Докажем, что . Предположим противное, т.е.,

что . Рассмотрим две альтернативы. Если , то ,

а значит, , что противоречит . Если , то

 = , что противо-

речит . Таким образом, . Рассмотрим матрицы

 для любого . В силу непрерывности операций
сложения и умножения на скаляр существует такое число , что выражение

 является сингулярным разложением матрицы  (это следует из того, что
), и при этом  .

Итак, . По лемме 1 получаем, что множество  является одноточечным. Та-

ким образом, множество  ( ) является проксимально гладким с .

Докажем, что константа проксимальной гладкости множества  ( ) неулучшаема. Рас-

смотрим матрицу , заданную следующим образом:  ,  ,

остальные элементы матрицы  положим равными . Аналогично приведенным выше рассуж-

дениям (используя формулу (6)) получаем, что . Рассмотрим матрицы  и , за-

данные следующим образом:  , остальные элементы матрицы  положим рав-
ными ;  , , остальные элементы матрицы  положим равными .

Заметим (пользуясь формулой (6)), что . Таким образом, , причем эта

константа неулучшаема. Теорема доказана. 

Теорема 4. Константа проксимальной гладкости множества  в точности равна .

Доказательство. Рассмотрим произвольную матрицу , для которой верно
. Пусть ее сингулярное разложение задается формулой . Аналогично до-

казательству теоремы 3 получаем, что верно неравенство , которое обеспечивает одно-
точечность множества . Таким образом, множество  является проксимально гладким
с .

Покажем, что константа проксимальной гладкости множества  неулучшаема. Рассмотрим
матрицу , заданную следующим образом:  , остальные элементы матрицы 
положим равными . Аналогично доказательству теоремы 3 получаем, что . Рас-
смотрим матрицы  и , заданные следующим образом:  , остальные элементы
матрицы  положим равными ;  , , остальные элементы матри-
цы  положим равными . Заметим (пользуясь формулой (6)), что . Таким обра-
зом, , причем эта константа неулучшаема. Теорема доказана. 

Перейдем к рассмотрению множеств . Заметим, что .

Теорема 5. Константа проксимальной гладкости множества  ( ) в точности равна .

Доказательство. Рассмотрим произвольную матрицу , для которой верно

. Пусть ее сингулярное разложение задается формулой . Вследствие того,
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что , множество  может оказаться неодноточечным только в следующих слу-
чаях:

 Cуществует  такое, что множество  является неодноточечным и при

этом . Из теорем 3 и 4 , а следовательно, , что противо-

речит .

(б) Существуют , , такие, что . Из доказатель-

ства теоремы 3 матрицы , где матрицы  заданы следующим образом:
 , а их остальные элементы равны , принадлежат , .

Покажем, что  . Действительно, иначе ,

что противоречит . Учитывая это, получаем

Таким образом, , где . По неравенствам между средними

. Используя это, получаем

что противоречит . Итак, для любой матрицы , для которой верно

, множество  является одноточечным. Таким образом, множество  ( ) яв-

ляется проксимально гладким с .

Докажем, что константа проксимальной гладкости множества  ( ) неулучшаема. Рас-

смотрим матрицу , заданную следующим образом:  , , остальные эле-

менты положим равными . Аналогично доказательству теоремы 3 получаем

Итак, . Таким образом, , причем эта константа не-
улучшаема. Теорема доказана. 
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БАЛАШОВ, КАМАЛОВ

Пусть  – произвольная матрица. Пусть ее сингулярное разложение задается форму-
лой . Определим  матрицы  следующим образом: 

, а их остальные элементы положим равными . Определим матрицы  следующим об-
разом:  .

Следствие 1. Матрица  принадлежит множеству  .

Следствие 2. Матрица , для которой  минимально ( ), принадлежит мно-
жеству .
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