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1. ВВЕДЕНИЕ И ОСНОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ
1.1. Введение

Рассмотрим в  задачу

(1)

Для решения задачи (1) в выпуклом случае давно используется метод проекции градиента (далее
МПГ), который появился в [1], [2]. Напомним, что если функция в (1) сильно выпуклая с непре-
рывным по Липшицу градиентом и множество  выпукло и замкнуто, то МПГ сходится со ско-
ростью геометрической прогрессии (или линейной скоростью).

Мы предполагаем, что  – гладкое многообразие без края, а  – функция с непрерывным по
Липшицу градиентом, которая необязательно выпуклая. Пусть  – касательное подпростран-
ство к  в точке  и  – его ортогональное дополнение. Мы рассматриваем МПГ вида

, ,

(2)

Здесь  – оператор метрического проектирования на замкнутое множество , а  – не-
которая ретракция (см. подробности в [3]) точки  на множество , . Часто использует-
ся . Другой вид ретракции мы обсудим ниже.

Примером актуальной задачи (1) является задача минимизации гладкой функции  на неко-
тором матричном многообразии  без края (см. [4], [5]).

Традиционно в задаче (1) используются варианты метода проекции градиента с шагами, свя-
занными с локальными геодезическими на многообразии (см. [5]–[9]), а также метод Ньютона
(см. [4], [7]).

В последнее время появилось много работ, где используется идеология (2). Основными труд-
ностями являются выбор шага  и доказательство сходимости алгоритма при разумных предпо-
ложениях.
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В [10] рассмотрен МПГ в задаче (1) с шагом  Армихо (см. определение A1). Однако по сути
доказана лишь асимптотика последовательности , но не явные оценки сходимости (см. [10,
Theorem 2.3]). Аналогичный результат при некотором фиксированном  для всех  полу-
чен и в [11, Corollary 4.2] при условии, что кривизны многообразия  ограничены. В обоих рабо-
тах для линейной сходимости принципиально условие Лежанского–Поляка–Лоясевича (усло-
вие ЛПЛ) функции  на поверхности  (см. ниже определение 1). Близкий к алгоритму из [10]
алгоритм с шагом Армихо рассмотрен в [12, Algorithm 2.1]. Однако в [12] исследовался только
факт сходимости алгоритма без оценки скорости сходимости. Кроме того, множество  предпо-
лагалось выпуклым, а функция  невыпуклой.

Обозначим через  замкнутый шар с центром  радиуса . В [13, Theorems 2, 3] получен
следующий результат.

Теорема A. Пусть многообразие  гладкое и проксимально гладкое с константой  многообразие

без края, . Предположим, что  функция обладает следующими свойствами:

1)  липшицево дифференцируема с константой ,

2) , где ,

3) выполнено условие ЛПЛ для функции  на , ,
c константой , т.е. для всех 

(3)

Пусть  и . Положим . Тогда итерации ,

или

сходятся с линейной скоростью по функции

При этом

(4)

Кроме того, для случая 1) имеет место следующая линейная скорость сходимости по точке

(5)

Отметим, что .

В случае итераций 1) пересечение  одноточечно для всякого  (см. [13,
Lemma 5]).

Покажем, что условие (5) действительно означает линейную сходимость к решению (1).
Положим
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Для 

Значит, . Очевидно, что , т.е. сходимость  линейная. В силу [13,

Theorem 2]  для всех  и в силу условия ЛПЛ

Отсюда .
Условие ЛПЛ с показателем 2 является одним из наиболее общих условий на гладкую функ-

цию на многообразии, которое обеспечивает линейную сходимость градиентных методов
(см. [10]). В частности, сильно выпуклая функция на многообразии при определенном соотно-
шении константы сильной выпуклости и других параметров удовлетворяет условию ЛПЛ, а так-
же некоторые функции с условием квадратичного роста на множестве (см. [13, Theorem 1]). Так-
же условию ЛПЛ удовлетворяет квадратичная форма на сфере или, более общо, квадратичная
форма на многообразии Штифеля (см. [14]).

Теорема A решает вопрос об оценке скорости сходимости алгоритма и выборе шага  че-
рез константы Липшица ,  и константу проксимальной гладкости  многообразия. Констан-
та  из условия ЛПЛ возникает в оценке (5), она не нужна для выбора шага . Ключевое отличие
в доказательстве теоремы A от приведенных выше результатов состоит в использовании прокси-
мальной гладкости множества , что позволяет получить оценку сходимости (5) в явном виде.

Тем не менее на практике константы ,  и  могут быть неизвестны. В этой ситуации ста-
новится актуальным выбор шага  в (2) по некоторому правилу, которое не требует знания упо-
мянутых констант. Правило Армихо как раз и является одним из таких способов выбора шага .

В работе рассмотрены два способа выбора шага  по правилу Армихо. Это правило A1, заим-
ствованное в [10], а также правило A2, сформулированное нами.

В обоих случаях мы получаем явную оценку скорости сходимости метода (2) для правил вы-
бора шага A1 и A2.

При правиле A1 нам не нужно знать никаких констант.
В случае, когда константа проксимальной гладкости известна и известна оценка сверху для

константы , можно применять правило A2. Правило A2 имеет техническое преимущество: в от-
личие от правила A1 при подсчете шага  ретракцию точки на множество нужно вычислять 1 раз.

В Приложении мы приводим точные константы проксимальной гладкости  для основных
матричных многообразий.

1.2. Основные обозначения

Через  будем обозначать вещественное евклидово пространство  измерений со скалярным
произведением  . Обозначим через  замкнутый шар с центром  радиуса .
Далее по тексту для задачи (1)  – касательное подпространство к многообразию  в точке

,  – градиент Фреше функции  в точке . Для точки  для краткости обозначим

. Отметим, что .

Если  – липшицева функция с константой , то для любых  верны оценки (см. [15,
Лемма 1.2.3])

Лебеговым множеством функции  для  называют множество .
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Определение 1 (см. [10], [16, Definition 1]). Пусть  является  многообразием, функция
 дифференцируема. Пусть , , . Будем говорить, что функ-

ция  удовлетворяет условию ЛПЛ на множестве , если 
.

Определим  – ортогональные матрицы размера . Для матриц  и 

определим скалярное произведение  и норму Фробениуса . Напом-

ним (см. [17, Theorem 7.3.2]), что для каждой матрицы  ранга  существует сингулярное
разложение вида , где 

, , . 

Числа  называются сингулярными числами матрицы . Для случая  догово-
римся обозначать оставшиеся  нулей на главной диагонали матрицы  через .

Мы будем пользоваться следующей формулой (см. [17, Corollary 7.3.5]) для :

(6)

Через  обозначим единичную матрицу размера .

Множество  называется проксимально гладким (прокс-регулярным, слабо выпуклым)
с константой  (см. [18], [19]), если функция расстояния  непрерывно

дифференцируема на множестве . Эквивалентным условием

проксимальной гладкости множества  является условие, что для всякой точки 
метрическая проекция  является одноточечным множеством.

Напомним определения основных матричных многообразий и множеств (далее ):

(i) многообразие Штифеля ;

(ii) многообразие Грассмана  – множество всех -мерных подпространств в . Мы рас-

сматриваем реализацию  вида  (см. [20]), т.е. подмножество во множе-
стве симметричных матриц ;

(iii) многообразие  – матрицы ранга  с
сингулярными числами ;

(iv) множество  – матрицы
ранга ,  с сингулярными числами .

В [21] было показано, что  – проксимально гладкое множество с , а  (в указанной

реализации) – проксимально гладкое множество с . Там же приводятся формулы для мет-

рической проекции матрицы на многообразие Штифеля или Грассмана. Точные значения кон-
стант проксимальной гладкости для множеств ,  и метрические проекции на них найдены
нами в Приложении.
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2. РЕТРАКЦИИ И ПРАВИЛО АРМИХО
Мы будем рассматривать две возможности для ретракции.
Во-первых, в качестве ретракции выступает оператор метрического проектирования .

В Приложении мы покажем, что, например, на большинство матричных многообразий метри-
ческая проекция может быть найдена с помощью сингулярного разложения матрицы.

Во-вторых, мы рассмотрим упомянутый в теореме A выбор .

В [13, Theorem 2] доказано, что при условии  точка  определена корректно и од-

нозначно. Далее будем обозначать указанную ретракцию через .
Пусть ; . Мы рассмотрим два способа выбора шага в алгоритме (2) по правилу

Армихо.
Определение A1 (см. [10]). Определим  на -м шаге по правилу

Отметим, что несмотря на проксимальную гладкость , мы не можем гарантировать попада-
ние точки  в проксимальный слой множества , поэтому множество  может быть неодно-
точечно и  выбирается из него произвольно.

Определение A2. Пусть , , множество  проксимально гладкое с константой

 и функция  липшицева с константой . Определим  на -м шаге по правилу

При этом  или .
Покажем, что обе ретракции в случае определения  корректно определены. Действительно,

когда шаг  найден, вычисляется . В силу  точка  находит-

ся в проксимальном слое: . Поэтому  – одното-
чечное множество.

В случае  имеем , что, как отмечалось выше, гарантирует суще-

ствование и единственность .
Обсудим очевидные свойства правил A1 и A2. Правило A1 не требует знания констант Лип-

шица  для ,  для  и константы проксимальной гладкости  для выбора , в отличие от тео-
ремы A. В силу теоремы A (см. (4)) при  имеем

правая часть последнего неравенства очевидно меньше  при достаточно малых . Сле-
довательно, максимум в определении  по правилу Армихо A1 достигается. Очевидным недо-
статком является необходимость находить проекцию  точки  на множество  при переборе

 .
Правило A2 требует точное знание (либо оценку снизу) константы  и оценки сверху для кон-

станты Липшица функции . Преимуществом является необходимость всего одного проектиро-
вания вектора  на подпространство . Далее  ищется перебором  аналогично
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правилу Армихо в безусловной минимизации. Когда шаг  найден, вычисляется : 
или .

3. СХОДИМОСТЬ МПГ В ЗАДАЧЕ (1) С ШАГОМ АРМИХО
3.1. Шаг Армихо А1

Теорема 1. Предположим, что в задаче (1) функция  липшицева с константой , функция 

липшицева с константой ,  – проксимально гладкое множество с константой . Числа , ,

 неизвестны. Пусть выполнено условие ЛПЛ для функции  на .

Определим , где . Тогда алгоритм (2) с выбором шага  сходится с

линейной скоростью по функции (8) и по точке (9).
Доказательство. Рассмотрим алгоритм с шагом A1 и случаи а и б:

 Если , т.е. , то на -м шаге имеем

(б) Пусть , т.е. .

Если , то  в силу определения шага Армихо A1.

Если , то  (и ). Покажем это. По теореме A (4) при  (оценка (4) верна

для всех )

(7)

Максимальное , удовлетворяющее предыдущей формуле, равно .
Таким образом, в случаях (а) и (б), которые исчерпывают весь диапазон ,

В силу неравенства ЛПЛ

получаем, что

Для функции  имеем

(8)

Для сходимости по точке с учетом формулы

и неравенства  имеем

(9)

Теорема доказана. 

kt +1kx + =1k S kx P z
+ =1k S kx R z

f L 'f

1L S π
2

R L 1L

R f ∩ + 0( ( ))fS f x

{ }β − α= ; (1 )minB d
C

= +1

2
L LC

R
1A

( )a α > − 2
k k kt t Ct − α> 1

kt C
k

+
α − α− ≤ − ξ .2

1
(1 )( ) ( )k k kf x f x

C

− ≥ α2
k k kt Ct t − α≤ <1 1

kt C C
− α> 1d
C

− α β≥ (1 )
kt C

− α≤ 1d
C

=kt d = 0m < 1
kt C

kt

+ − ≤ − ξ − ≤ −α ξ .2 22
1( ) ( ) ( )k k k k k k kf x f x t Ct t

kt d
> 0kt

{ }β − α≥ := ; .(1 )minkt B d
C

∈
ξ ≥ μ − , = ,∗ ∗

2 ( ( ) ) где inf ( )k k x S
f x f f f x

+ − ≤ −αμ − .∗1( ) ( ) ( ( ) )k k kf x f x B f x f

ϕ = − ∗( ) ( )x f x f

( ) { }+
β − αϕ ≤ − αμ ϕ , = ; .1

(1 )( ) 1 ( ) mink kx B x B d
C

+α ξ ≤ − ≤ ϕ2
1( ) ( ) ( )k k k kB f x f x x

ξ ≤k L

+

+

− ≤ − = ξ ≤ ξ ,

− = ξ ≤ ϕ .
α

1
2

2 22
1

2 2 2

44 ( )

k k k k k k k

k k k k

x x z x t d

dx x d x
B



1820

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 61  № 11  2021

БАЛАШОВ, КАМАЛОВ

3.2. Шаг Армихо А2

Теорема 2. Пусть в задаче (1) известна константа  проксимальной гладкости множества 

(или ее оценка снизу), а также известна оценка сверху  константы Липшица . Пусть  – лип-
шицева функция с неизвестной константой . Предположим, что выполнено условие ЛПЛ для функ-
ции  на .

Пусть ,  и . Тогда алгоритм (2) с выбором шага A2 сходится с линейной

скоростью по функции (14) и по точке (15) (для ) или 16) (для P ).
Доказательство. Рассмотрим ретракцию . Для  имеем

Рассмотрим альтернативы (а) и (б):

 , т.е. ,

(б) , т.е. .

Аналогично п. (б) теоремы ,  в случае (б) при условии . Если

, то, опять же аналогично доказательству теоремы ,  и .

Итак, в любом случае .

Имеем

(10)

По теореме Пифагора . При этом при условии 
(см. [13, Theorem 2 (20)])

(11)

В силу (11)

(12)

Из (10) и (12) получаем

В силу условий ,  имеем
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Вспоминая, что , окончательно получаем

(13)

По условию ЛПЛ  и для  имеем

(14)

С учетом формулы (11)

Применяя (13), получаем

(15)

Заметим, что для ретракции  оценка (14) также остается верной в силу теоремы A.
Для сходимости по точке с учетом формулы (11) и неравенства 

Отсюда с учетом формулы (13) получаем

(16)

Теорема доказана. 

ПРИЛОЖЕНИЕ

Лемма 1. Пусть , , . Пусть существует  и существует число 
такое, что . Тогда множество  является одноточечным.

Зафиксируем вещественное число .

Теорема 3. Константа проксимальной гладкости множества  ( ) в точности равна .

Доказательство. Рассмотрим произвольную матрицу . Пусть ее сингулярное разложе-
ние задается формулой . Определим матрицу  следующим образом:

, остальные элементы матрицы  положим равными . Докажем,

что матрица , сингулярное разложение которой задано формулой , принадле-
жит множеству . Рассмотрим произвольную матрицу , имеющую сингулярное разло-

жение . Тогда с учетом формулы (6) верна следующая цепочка равенств и неравенств:

Таким образом, , а .
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Пусть верно . Докажем, что . Предположим противное, т.е.,

что . Рассмотрим две альтернативы. Если , то ,

а значит, , что противоречит . Если , то

 = , что противо-

речит . Таким образом, . Рассмотрим матрицы

 для любого . В силу непрерывности операций
сложения и умножения на скаляр существует такое число , что выражение

 является сингулярным разложением матрицы  (это следует из того, что
), и при этом  .

Итак, . По лемме 1 получаем, что множество  является одноточечным. Та-

ким образом, множество  ( ) является проксимально гладким с .

Докажем, что константа проксимальной гладкости множества  ( ) неулучшаема. Рас-

смотрим матрицу , заданную следующим образом:  ,  ,

остальные элементы матрицы  положим равными . Аналогично приведенным выше рассуж-

дениям (используя формулу (6)) получаем, что . Рассмотрим матрицы  и , за-

данные следующим образом:  , остальные элементы матрицы  положим рав-
ными ;  , , остальные элементы матрицы  положим равными .

Заметим (пользуясь формулой (6)), что . Таким образом, , причем эта

константа неулучшаема. Теорема доказана. 

Теорема 4. Константа проксимальной гладкости множества  в точности равна .

Доказательство. Рассмотрим произвольную матрицу , для которой верно
. Пусть ее сингулярное разложение задается формулой . Аналогично до-

казательству теоремы 3 получаем, что верно неравенство , которое обеспечивает одно-
точечность множества . Таким образом, множество  является проксимально гладким
с .

Покажем, что константа проксимальной гладкости множества  неулучшаема. Рассмотрим
матрицу , заданную следующим образом:  , остальные элементы матрицы 
положим равными . Аналогично доказательству теоремы 3 получаем, что . Рас-
смотрим матрицы  и , заданные следующим образом:  , остальные элементы
матрицы  положим равными ;  , , остальные элементы матри-
цы  положим равными . Заметим (пользуясь формулой (6)), что . Таким обра-
зом, , причем эта константа неулучшаема. Теорема доказана. 

Перейдем к рассмотрению множеств . Заметим, что .

Теорема 5. Константа проксимальной гладкости множества  ( ) в точности равна .

Доказательство. Рассмотрим произвольную матрицу , для которой верно

. Пусть ее сингулярное разложение задается формулой . Вследствие того,
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что , множество  может оказаться неодноточечным только в следующих слу-
чаях:

 Cуществует  такое, что множество  является неодноточечным и при

этом . Из теорем 3 и 4 , а следовательно, , что противо-

речит .

(б) Существуют , , такие, что . Из доказатель-

ства теоремы 3 матрицы , где матрицы  заданы следующим образом:
 , а их остальные элементы равны , принадлежат , .

Покажем, что  . Действительно, иначе ,

что противоречит . Учитывая это, получаем

Таким образом, , где . По неравенствам между средними

. Используя это, получаем

что противоречит . Итак, для любой матрицы , для которой верно

, множество  является одноточечным. Таким образом, множество  ( ) яв-

ляется проксимально гладким с .

Докажем, что константа проксимальной гладкости множества  ( ) неулучшаема. Рас-

смотрим матрицу , заданную следующим образом:  , , остальные эле-

менты положим равными . Аналогично доказательству теоремы 3 получаем

Итак, . Таким образом, , причем эта константа не-
улучшаема. Теорема доказана. 
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БАЛАШОВ, КАМАЛОВ

Пусть  – произвольная матрица. Пусть ее сингулярное разложение задается форму-
лой . Определим  матрицы  следующим образом: 

, а их остальные элементы положим равными . Определим матрицы  следующим об-
разом:  .

Следствие 1. Матрица  принадлежит множеству  .

Следствие 2. Матрица , для которой  минимально ( ), принадлежит мно-
жеству .

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Goldstein A.A. Convex programming in Hilbert space // Bull. Amer. Math. Soc. 1964. V. 70. № 5. P. 709–710.
2. Levitin E.S., Polyak B.T. Constrained minimization methods // Zh. Vychisl. Mat. Mat. Fiz. 1966. V. 6. № 5.

P. 787–823.
3. Absil P.-A., Malick J. Projection-like retraction on matrix manifolds // SIAM J. Optim. 2012. V. 22. № 1.

P. 135–158.
4. Edelman A., Arias T., Smith S.T. The geometry of algorithms with orthogonality constraints // J. Matrix Anal.

Appl. 1998. V. 20. № 2. P. 303–353.
5. Absil P.-A., Mahony R., Sepulchre R. Matrix Manifolds. Princeton Univ. Press, Princeton and Oxford, 2008.

240 p.
6. Luenberger D.G. The gradient projection methods along geodesics // Management Sci. 1972. V. 18. № 11.

P. 620–631.
7. Hager W.W. Minimizing a quadratic over a sphere // SIAM J. Optim. and Contr. 2001. V. 12. № 1. P. 188–208.
8. Neto J.X. da Cruz, De Lima J.X. da Cruz, Oliveira P.R. Geodesic algorithms on Riemannian manifolds // Balkan

J. of Geom. and its Appl. 1998. V. 3. № 2. P. 89–100.
9. Udrişte C. Convex Functions and Optimization Methods on Riemannian Manifolds // Math. and Its Appl. Ser.

Springer, 1998. V. 297.
10. Schneider R., Uschmajew A. Convergence results for projected line search methods on varieties of low-rank ma-

tricies via Lojasiewicz inequality // SIAM J. Optim. 2015. V. 25. № 1. P. 622–646.
11. Merlet B., Nguyen T.N. Convergence to equilibrium for discretizations of gradient-like f lows on Riemannian

manifolds // Different. Integral Equat. 2013. V. 26. P. 571–602.
12. Birgin E.G., Martinez J.M., Raydan M. Nonmonotone Spectral Projected Gradient Methods on Convex Sets //

SIAM J. Optim. 2000. V. 10. № 4. P. 1196–1211.
13. Balashov M.V. The Gradient Projection Algorithm for Smooth Sets and Functions in Nonconvex Case // Set-

Valued and Variat. Anal. 2021.V. 29.P. 341–360.
https://doi.org/10.1007/s11228-020-00550-4

14. Huikang Liu, Anthony Man-Cho So, Weijie Wu Quadratic optimization with orthogonality constraint: explicit
Lojasiewicz exponent and linear convergence of retraction-based line-search and stochastic variance-reduced
gradient methods // Math. Program. 2018. V. 178. P. 215–262.

15. Nesterov Yu. Introductory lectures on convex optimization. Abasic course basic course. Berlin: Springer, 2004.
16. Balashov M.V., Polyak B.T., Tremba A.A. Gradient Projection and Conditional Gradient Methods for Con-

strained Nonconvex Minimization // Numerical Function. Anal. and Optimizat. 2020. V. 41. № 7. P. 822–849.
17. Horn R., Johnson C. Matrix Analysis. New York, NY, USA: Cambridge Univ. Press, 2009. 643 p.
18. Vial J.-Ph. Strong and weak convexity of sets and functions // Math. of Operat. Res. 1983. V. 8. № 2. P. 231–

259.
19. Clarke F.H., Stern R.J., Wolenski P.R. Proximal smoothness and lower–  property // J. Convex Anal. 1995.

V. 2. № 1–2. P. 117–144.
20. Conway J.H., Hardin R.H., Sloane N.J.A. Packing Lines, Planes, etc.: Packings in Grassmannian Spaces //

Experiment. Math. 1996. V. 5. P. 139–159.
21. Балашов М.В. Метод проекции градиента на матричных многообразиях // Ж. вычисл. матем. и матем.

физ. 2020. Т. 60. № 9. С. 1453–1461.

×∈ �
n kY

= Σ T
Y YY U V ∀ = ,1l k Λl Λ = σ ,σ0( ) max( ( ))l mm m Y

∀ = ,1m l 0 lZ

= Λ T
l Y l YZ U V ∀ = ,1l k

×∈ �
n k

lZ M ( )
l

P Y ∀ = ,1l k
×∈ �

n k
lZ − lY Z = ,1l r

L ( )
r

P Y

2C



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (Adobe RGB \0501998\051)
  /CalCMYKProfile (Photoshop 5 Default CMYK)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize false
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /BleedOffset [
        14.173230
        14.173230
        14.173230
        14.173230
      ]
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /ClipComplexRegions true
        /ConvertStrokesToOutlines false
        /ConvertTextToOutlines false
        /GradientResolution 300
        /LineArtTextResolution 1200
        /PresetName ([High Resolution])
        /PresetSelector /HighResolution
        /RasterVectorBalance 1
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MarksOffset 14.173230
      /MarksWeight 0.250000
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PageMarksFile /RomanDefault
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.000 842.000]
>> setpagedevice


