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Предлагается аналитический обзор основных проблем, а также новых математических и тех-
нологических находок в развитии методов решения СЛАУ. Данная стадия математического
моделирования становится “узким горлышком”, поскольку здесь объемы вычислительных
ресурсов растут нелинейно с увеличением числа степеней свободы задачи. Важно отметить,
что эффективность и производительность вычислительных методов и технологий в значи-
тельной степени зависят от учета специфики класса решаемых прикладных проблем: задачи
электромагнетизма, гидро-газодинамики, упруго-пластичности, многофазной фильтрации,
тепломассопереноса и т.д. Развитие крыловских итерационных процессов ориентировано
главным образом на построение двухуровневых алгоритмов с различными ортогональными,
проекционными, вариационными и спектральными свойствами, включая аппарат не только
полиномиальных, но и рациональных или гармонических приближений. Дополнительное
ускорение таких алгоритмов осуществляется на основе подходов дефляции или агментации с
использованием некоторых систем базисных векторов. Активные исследования направлены
на конструирование экономичных предобусловливающих операторов, на основе многооб-
разных принципов: новые многосеточные схемы и параллельные методы декомпозиции об-
ластей, мультипредобусловливание, вложенные и попеременно-треугольные факторизации,
малоранговые и другие алгоритмы аппроксимации обратных матриц и т.д. Достижение высо-
кой производительности и масштабируемого распараллеливания базируется на средствах ги-
бридного программирования с использованием инструментов межузловых сообщений, мно-
гопотоковых вычислений, векторизации операции и графических ускорителей. Современ-
ные тенденции математического и программного обеспечения заключаются в создании
интегрированного инструментального окружения, ориентированного на длительный жиз-
ненный цикл и массовые инновации в актуальных приложениях. Библ. 98.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Предобусловленные итерационные методы в подпространствах Крылова для решения систем

линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) – одно из важнейших мировых достижений вы-
числительной математики в ХХ веке. Их значение особенно актуализируется с развитием супер-
компьютерного моделирования и решением междисциплинарных прямых и обратных, нели-
нейных и нестационарных многомерных проблем со сложными геометрическими и материаль-
ными свойствами. Современные требования к точности решения задач с реальными данными
приводят к системам сверхбольших размерностей (1010–1011 и более) и огромными числами обу-
словленности (до  и выше), когда вычисления со стандартной двойной точностью становятся

1)Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (код проекта 19-11-50073) по конкурсу обзорных статей
“Экспансия”, а также грантам МиНВО РФ № 2020-0012.
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уже на грани доступного. При этом вычислительные затраты на решение СЛАУ составляют
больше 80% для крупномасштабных машинных экспериментов.

Наибольший исследовательский интерес представляют алгебраические системы с разрежен-
ными матрицами, возникающими из аппроксимаций краевых задач методами конечных разно-
стей, конечных объемов, конечных элементов и разрывными алгоритмами Галеркина различ-
ных порядков точности на неструктурированных сетках (см. обзор в [1]). В этих случаях портре-
ты, или графы, матриц имеют нерегулярную структуру, т.е. распределение ненулевых элементов
задается только перечислением, а их значения хранятся в сжатых форматах, что составляет важ-
ную особенность при реализации алгоритмов на современных супер-ЭВМ гетерогенной архи-
тектуры с распределенной и иерархической общей памятью. Спектральные и структурные свой-
ства СЛАУ сильно отличаются для различных приложений: задач электромагнетизма, гидро-га-
зодинамики, упруго-пластичности, уравнений тепло-массопереноса и т.д., что порождает
огромное разнообразие алгоритмов, развитие которых идет в направлении как исследования но-
вых итерационных процессов с различными ортогональными, вариационными и проекционны-
ми свойствами, так и построения эффективных предобусловленных матриц. Симбиоз этих двух
отдельных методологий и определяет успех в данной области. В значительной степени итоги ис-
следований были отражены в книгах О. Аксельсона (см. [2]), Х. Эльмана, Д. Сильвестра и А. Ва-
тена (см. [3]), Г.И. Марчука и Ю.А. Кузнецова (см. [4]), Й. Саада (см. [5]), Ван дер Ворста
(см. [6]), М.А. Ольшанского и Е.Е. Тыртышникова (см. [7]), Й. Лайзена и З. Стракоса (см. [8]),
автора [9], [10], а также в огромном количестве журнальных статей и трудов конференций.

Если говорить об обобщении крыловских итерационных методов, то здесь следует отметить
многообразные подходы к обогащению соответствующих подпространств, в которых из различ-
ных вариационных, ортогональных или проекционных принципов определяются векторы невя-
зок или направлений поиска новых итерационных приближений, включая алгоритмы дефля-
ции, агментации и комбинирования со спектральной оптимизацией или с принципами наи-
меньших квадратов. Любопытно, что возникали также попытки построить некоторые
“альтернативы” методам в подпространствах Крылова: ускорение Андерсона (которое изна-
чально было предложено для решения нелинейных систем, см. [11]–[13]), подпространства Сон-
невельда (см. [14]), но на проверку они оказывались вариациями на общую тему.

Все возрастающий поток литературы по методам решения СЛАУ содержит богатую палитру
идей по конструированию предобусловливающих матриц, которые должны легко обращаться,
повышать скорость сходимости итерационных алгоритмов, а в итоге обеспечивать их произво-
дительность в целом. Здесь вторую молодость обрели многосеточные методы, которые асимпто-
тически являются оптимальными по порядку (объем вычислений пропорционален числу степе-
ней свободы дискретной задачи). Значительное развитие получили также методологии матрич-
ных разложений, в том числе малоранговые приближения матриц, вложенные и переменно-
треугольные факторизации. Разнообразные подходы сформировали единообразную технологию
построения мультипредобусловленных процессов в подпространствах Крылова, в общем случае
многоуровневых, а также аддитивных алгоритмов декомпозиции областей (МДО, или DDM – от
Domain Decomposition Methods), представляющих собой главный инструмент распараллелива-
ния для многомерных задач на многопроцессорных вычислительных системах (МВС). Методы
масштабируемого распараллеливания и обеспечения высокой производительности алгоритмов
DDM на суперкомпьютерах гетерогенной архитектуры с распределенной и иерархической об-
щей памятью представляют ключевую проблему современной вычислительной алгебры (см. [5],
[16]–[19]). Отметим, что свою специфику имеют методы решения СЛАУ, возникающих при не-
явных аппроксимациях начально-краевых задач (см. обзор в [20]). В частности, как показано в
[21], за счет выбора на каждом временном шаге начальных итерационных приближений на ос-
нове обобщения алгоритма предиктор-корректор, можно значительно повысить эффективность
расчетов.

Практическая востребованность алгебраических вычислений за полувековую историю при-
вела к огромному объему программного обеспечения, как коммерческого, так и общедоступно-
го, достаточно полный список которого приведен Дж. Донгарра в [22], а систематизация реали-
зуемых алгоритмов приведена в [23]. Здесь следует отметить и общезначимые инструментарии
типа SPARSE BLAS, и широкого распространения библиотеки PETSc, HYPRE, MКL INTEL и
т.д. Международным сообществом вычислителей-алгебраистов разработаны стандартизован-
ные форматы представления матриц с соответствующими конверторами, а также обширные
коллекции матриц из реальных задач моделирования, играющих незаменимую роль для систе-
матического тестирования и сравнительного анализа алгоритмов. Важной тенденцией послед-
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них десятилетий является переход от конкретных библиотек и пакетов прикладных программ
(ППП) к интегрированным вычислительным окружениям (ИВО), примерами чего являются си-
стемы DUNE , INMOST, OPEN FOAM, MATLAB, а также БСМ (Базовая Система Моделирова-
ния), концепция которой описана в [24] и включает принципы гибкого расширения состава мо-
делей и алгоритмов, адаптацию к эволюции компьютерных архитектур, переиспользование
внешних программных продуктов и согласованное участие различных групп разработчиков, что
должно облегчить создание эффективной инструментальной экосистемы нового поколения с
длительным жизненным циклом, объединяющей сообщества математиков-программистов и
пользователей из различных прикладных областей. В целом проблема высокопроизводительно-
го решения СЛАУ для широкого класса практических задач вовлекает огромный объем разнооб-
разных задач и представляет собой перспективное поле деятельности по интеллектуализации
как исследовательских, так и технологических направлений.

Данная работа построена следующим образом. В разд. 2 представлены общие современные
принципы конструирования итерационных методов в подпространствах Крылова, в том числе
двухуровневых. Раздел 3 содержит краткий обзор подходов к построению предобусловливающих
матриц, в разд. 4 описываются технологии распараллеливания и повышения производительно-
сти методов решения СЛАУ, включая вопросы их программной реализации и эффективного ис-
пользования в проблемах моделирования реальных процессов и явлений, а в Заключении обсуж-
даются перспективы развития исследуемых вопросов.

2. ОРТОГОНАЛЬНЫЕ И ВАРИАЦИОННЫЕ ПРИНЦИПЫ ПОСТРОЕНИЯ 
КРЫЛОВСКИХ ИТЕРАЦИОННЫХ МЕТОДОВ

Мы будем рассматривать вещественные алгебраические системы вида

(1)

с положительно-полуопределенными матрицами

среди которых важный класс представляют симметричные положительно-определенные
(СПО) матрицы с . Решаемые СЛАУ могут быть представлены в блочной форме

(2)

где  есть множество номеров матричных строк, составляющих -ю блочную строку матри-
цы , а  – ее блочный порядок.

Одна из актуальных блочных структур порождает алгебраические системы седлового типа:

(3)

которые возникают из аппроксимаций смешанных постановок краевых задач, а также в методах
оптимизации. Матрица  из (3) обратима, если выполняются условия

Наряду с исходной будем рассматривать предобусловливающие матрицы, которые обозначим
символом  с какими-либо индексами. Выбор предобусловливателей осуществляется по усло-
виям экономичной обратимости и улучшения обусловленности предобусловленных матриц ви-
да  или , которые в совокупности должны повысить производительность программной
реализации алгоритма.

Достаточно общим представлением стационарного одношагового итерационного процесса
для решения СЛАУ (1) является так называемая первая каноническая формула

,
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где  есть вектор невязки. Ей соответствует вторая каноническая форма

где  называется матрицей перехода. Критерием окончания итераций является выполнение сле-
дующего условия (см. подробнее [25], [26]):

хотя зачастую для простоты полагается . Вопрос об оценке обеспечиваемой при этом
ошибке итерационного приближения  отнюдь не тривиальный, в особенности при учете
используемой точности машинной арифметики, и ему посвящено достаточно много серьезных
исследований (см. [8] и цитируемую там литературу).

2.1. Алгоритмы для симметричных СЛАУ
Зарождение и первый период развития, который можно отнести к 1950–1965 годам, итераци-

онных методов в подпространствах Крылова, следует связать с именами авторов пионерских ра-
бот К. Ланцоша (1950, 1952), В.Е. Арнольди (1951), М.Р. Хестенеса и Е.Л. Штифеля (1951, 1952),
Е.Х. Крейга (1954, 1955), Ю.В. Воробьёва (1958), Д.К. Фаддеева и В.Н. Фаддеевой (1958, 1960),
В.М. Фридмана (1962), Дж. Голуба (1965) и Р. Варги (1962). Список последующих исследований
насчитывается сотнями.

Мы начнем рассмотрение алгоритмов решения симметричных СЛАУ, имея целью дать еди-
нообразный взгляд на эту активно развивающуюся и сейчас тематику, а также осветить актуаль-
ные вопросы вычислительной производительности методов.

Пусть итерационное приближение  и соответствующий вектор невязки  вычис-
ляются по следующим формулам:

(4)

где  и  суть итерационные параметры и направляющие векторы. В данном представлении
мы опишем семейство алгоритмов сопряженных направлений, характеризуемых различными
вариационными и проекционными свойствами, определяемыми соответствующими скалярны-
ми произведениями и нормами векторов:

(5)

где показатели степени будем брать равными . Предположим, что направляющие век-

торы являются -ортогональными, т.е.

(6)

где  есть символ Кронекера. Тогда невязки  удовлетворяют соотношениям

(7)

Отсюда следует, что при значении параметров

(8)

функционалы  принимают минимальные значения

(9)

Здесь и далее индекс  у коэффициентов и векторов для краткости опускается, а матрица  пока
предполагается невырожденной.
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Для выполнения условия (6) есть два пути. Первый из них состоит в проведении -ортого-
нализации Ланцоша, которую можно записать в следующем виде:

(10)

где величины  выбираются по условию . Другой путь (Хестенеса–Штифеля), имеющий
наибольшее распространение в силу лучшей устойчивости, заключается в использовании дву-
членной рекурсии

(11)

который совместно с формулой для невязки в (4) приводит к другим соотношениям для направ-
ляющих векторов:

(12)

С помощью соотношений (4), (11) можно установить свойство -ортогональности векторов
невязок, а также более удобные (для  формулы итерационных коэффициентов:

(13)

Для случая , однако, вычисление  необходимо делать другим образом. Поскольку точное
решение СЛАУ может быть представлено в виде разложения по базису

то векторы ошибки итерационного приближения и соответствующей невязки записываются в
следующей форме:

(14)

Отсюда с помощью -ортогонализации векторов  имеем

(15)

Здесь использована ортогональность  векторам  и , а также его связь с вектором 
из (12). Расчет коэффициента  при этом надо проводить по формуле (11).

Рассматриваемые итерационные процессы обладают оптимальными свойствами, обеспечи-
вая минимизацию соответствующих функционалов  вида (7) в подпространствах Крылова

(16)

Данные алгоритмы при  имеют названия методов минимальных итераций, или оши-
бок (см. [8]), а также сопряженных градиентов и сопряженных невязок соответственнo (см. [5],
[9], [27]).

Описанные подходы допускают простое обобщение на СЛАУ, предобусловленные с помо-
щью некоторых СПО матриц . Для сохранения симметричности систем это сделать целесооб-
разно путем двухстороннего предобусловливания с помощью формально вводимой матрицы .
В результате система (1) принимает вид

(17)

В результате применения формул сопряженных направлений к СЛАУ (17) после некоторых
преобразований для  получаем следующий итерационный процесс:
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(18)

где новые векторы связаны со старыми соотношениями , . Для метода мини-
мальных итераций с  вычисление параметров  следует проводить по формулам (15),
(11) с заменой величин  на ,  соответственно.

Замечание 1. На практике зачастую актуальным является решение серии СЛАУ с одинаковой матри-
цей, но разными последовательно определяемыми правыми частями. В этом случае при реализации вто-
рой и последующих систем можно сэкономить значительный объем вычислений, если после первого рас-

чета запомнить найденные векторы  и  и использовать их каким-то образом для расширения кры-
ловского базиса при решении остальных СЛАУ. Этим вопросам посвящено много работ (см. [28] со
списком литературы из 157 наименований), однако проблема существенного повышения “информатив-
ности” базиса итерационных процессов здесь пока требует дальнейших исследований.

Замечание 2. В книге [8] отмечался такой методический вопрос, что методы в подпространствах Кры-
лова тесно связаны с проблемой моментов, играющей важную роль в теории операторов и многих при-
кладных задачах. Начала этой тематики заложены П.Л. Чебышевым, А.М. Марковым и Т. Стильтьесом.

Во многих актуальных приложениях большой интерес представляют алгебраические системы
с симметричными матрицами, имеющими знакоопределенный спектр. Такие СЛАУ мoгут быть
вырожденными, в том числе совместными или несовместными. Последние задачи имеют реше-
ние не в классическом смысле, а в обобщенном, т.е. в терминах проблемы наименьших квадра-
тов. Для данных случаев определяется нормальное, или псевдообратное, решение, имеющее
наименьшую норму и обеспечивающее минимум невязки:

(19)

Такое решение всегда существует и является единственным, а его формальное представление
получается с помощью левой трансформации Гаусса исходной системы  и имеет
вид

(20)

где  означает псевдообратную, или обобщенно обратную, матрицы .

Для решения таких СЛАУ в работах М.А. Саундерса и соавт. (см. обзор в [29]) разработаны ме-
тоды SYMMLQ, MINRES, MINRES–QLP, основанные на -ортогонализации Ланцоша, кото-
рая в силу рекурсий (10) записывается в матричном виде как

(21)

где . При этом приближенное решение ищется в форме  и сводится

к определению вектора  по условию минимума невязки

(22)

Данная задача реализуется с помощью LQ- или QR-преобразований трехдиагональной матри-
цы  с ортогональной матрицей  на основе устойчивых операций отражения Хаусхолдера.
Приведенные авторами результаты представительных численных экспериментов демонстриру-
ют хорошую эффективность алгоритмов, а их программные реализации доступны в Интернете.
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Скорость сходимости итераций в методах крыловского типа для положительно полуопреде-
ленного СЛАУ характеризуется оценкой числа итераций , необходимой для подавления на-
чальной ошибки в  раз:

где  в общем случае есть эффективное число обусловленности, которое для вырожденных мат-
риц выражается через  – минимальное ненулевое собственное число.

Для симметричных СЛАУ проблема устойчивого численного решения в основном была ре-
шена в XX веке, в том числе для знаконеопределенных, вырожденных и несовместных систем.
Что касается классического метода сопряженных градиентов, то здесь особо следует отметить
оригинальную теорию сходимости И.Е. Капорина (см. [30]), основанную на введенном им -
числе обусловленности, выражаемого через след и определитель матрицы.

Более конкретно рассмотрим предобусловленный алгоритм сопряженных градиентов в сле-
дующем виде:

При этом для выполнения условия

в [31] доказывается достаточность проведения числа итераций

где  – число обусловленности предобусловленной матрицы , определяемое как

В [32] для ряда предобусловливателей проведена оптимизация итерационных алгоритмов в
плане минимизации  – числа обусловленности.

2.2. Крыловские алгоритмы для несимметричных СЛАУ
Изложение конкретных подходов мы продолжим с достаточно широкого класса мульти-

предобусловленных алгоритмов полусопряженных направлений (SCD – Semi-Conjugate Direc-
tion, см. [31]). В общей блочной форме такие итерационные методы в подпространствах Крылова
записываются следующим образом:

(23)

Здесь  – направляющие векторы, составляющие на -й итерации матрицу , а  –

вектор итерационных параметров. Относительно векторов  в соотношениях (23) пока предпо-
лагается выполнение только условий ортогональности

(24)
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Однако, если при этом коэффициенты  определить по формулам

(25)
то из (23) получаем следующие выражения для функционалов невязки:

(26)

которые достигают своих минимумов в блочных подпространствах Крылова

(27)

при , а в случае симметричности матрицы  и для . Здесь следует отметить, что для не-
симметричных матриц при  применение алгоритмов фактически ограничивается СЛАУ с
матрицами, имеющими положительно определенную симметричную часть , так
как для кососимметричной матрицы, например,  при .

Свойства ортогональности направляющих векторов (24) можно обеспечить, если их опреде-
лить с помощью “мультипредобусловленных” рекуррентных соотношений, в которых каждому
вектору  соответствует “своя” предобусловливающая матрица :

(28)

Если матрица  является симметричной, то данные рекурсии превращаются из длинных в дву-
членные, и мы приходим к методам сопряженных градиентов или сопряженных невязок (
соответственно, в мультипредобусловленных или в классических вариантах). Для несимметрич-
ных СЛАУ эти алгоритмы называются методами полусопряженных градиентов и полусопряжен-
ных невязок (SCG или SCR – Semi-Conjugate Gradient или Semi-Graduate Residual). В блочных
(мультипредобусловленных) методах сопряженных направлений для решения симметричных
СЛАУ формулы (23)–(25) не меняются, а вычисление направляющих матриц  выполняется по
следующим двучленным рекуррентным соотношениям:

Данные формулы, как и (28), содержат “встроенные” в них предобусловливающие матрицы. Ес-
ли положить  и  для всех , то получим крыловский процесс “в чистом виде”, без
предобусловливания. Отметим, что формулы (28) реализуют алгоритм ортогонализации Грама–
Шмидта, для повышения устойчивости которого целесообразно перейти к модифицированному
методу ортогонализации (MGS, см. [5], [33]).

Особенностью рассматриваемых алгоритмов при решении плохо обусловленных несиммет-
ричных СЛАУ является высокая ресурсоемкость, в смысле объемов и вычислений, и требуемой
памяти при проведении большого количества итераций. Средство борьбы с данным недостатком –
это сокращение количества хранимых и используемых направляющих векторов, которое может
осуществляться двумя способами. Первый из них заключается в сокращении рекурсии с учетом
только ее последних  векторов. Второй путь состоит в периодическом проведении рестартов,
когда через заданное число  итераций вектор невязки вычисляется не из рекуррентной форму-
лы, а из исходного уравнения, как на нулевой итерации:

(29)

где  – номер рестарта (далее вычисления до  осуществляются по обычным рекурсиям ви-
да (23)). Оба данных подхода приводят к существенному замедлению итерационного процесса.
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Для устранения такого стагнирующего эффекта предлагается добавить второй уровень итера-
ций с применением методов наименьших квадратов (МНК) (см. [34]). Пусть нам известны ре-
стартовые приближения , . Тогда для коррекции итерационного вектора ,
который является начальным для очередного рестартового периода метода (23)–(29), будем ис-
пользовать следующую линейную комбинацию:

(30)

вектор коэффициентов  которой определяется по условию минимума нормы  невязки из
обобщенного решения переопределенной алгебраической системы

(31)

Решение этой СЛАУ можно получить, например, с помощью - или -разложений мат-
рицы . Нормальное решение с минимальной нормой  определяется после применения
к (31) левой трансформации Гаусса

Более облегченный формат СЛАУ, в смысле уменьшения ее числа обусловленности, следует по-
сле умножения системы (31) слева на матрицу :

(32)

Если матрица  имеет полный ранг, то матрицы  и  будут невырожденными одновременно.
При этом для вектора коррекции из (30) имеем , где матрица

, , является малоранговой аппроксимацией матрицы . В рассматривае-
мом подходе все рестартовые векторы запоминаются в корректированном виде, а соответствую-
щие невязки вычисляются по формуле . Если для какой-то рассматриваемой мат-
рицы обратной не существует, то используется обобщенная обратная матрица. Многочисленные
эксперименты с использованием МНК для ускорения крыловских процессов с рестартами пока-
зывают его высокую эффективность.

Отметим еще следующую возможность повышения производительности методов SCD с ре-
стартами: при проведении итераций первого рестартового периода запомнить все направляю-
щие векторы , а также векторы , и при вычислениях последующих рестартовых периодов
новые векторы  и  не рассматривать, а использовать старые.

Описанный класс методов полусопряженных направлений с динамическим мультипредобу-
словливанием по скорости сходимости итераций эквивалентен другим известным алгоритмам
решения несимметричных СЛАУ в подпространствах Крылова, среди которых наиболее популя-
рен обобщенный метод минимальных невязок GMRES, основанный на ортогонализации
Арнольди и существующий в различных вариантах. Данный алгоритм, предложенный в 1986 г.
Й. Саадом и М. Шульцем (см. [5]), получил широкую и заслуженную популярность. Среди мно-
гочисленных его исследований отметим результаты Л.А. Книжнермана (см. [35]) по оценкам по-
грешности ортогонализации Арнольди.

Другой принцип построения крыловских итерационных процессов для решения несиммет-
ричных СЛАУ основан на построении последовательностей биортогональных векторов. В этом
случае направляющие векторы вычисляются из коротких (двучленных) рекурсий, но на каждой
итерации требуется двукратное вычисление векторно-матричного произведения. На идеях
биортогонализации были построены алгоритмы BiCG, CGS, BiCGStab в разных модификациях,
затем появились их аналоги с -биортогонализацией направляющих векторов (см. обзор в [36]).
Примыкающее к ним семейство алгоритмов IDR (Induced Dimension Reduction) (см. [37] и цити-
руемую там литературу) базируется на подпространствах Сонневельда. Среди других подходов
следует рекомендовать методы квазиминимальных невязок QMR и наименьших квадратов
(LSQR, LSMR) (см. [38]). В последние годы возродились также алгоритмы, основанные на би-
диагональных преобразованиях Крейга–Голуба–Кахана (изначально предложенных в 1955 и в
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1965 г.), содержательное исследование, обобщение и сравнительный анализ которых даны в [25],
[39]. И наконец, отметим еще “гибкие” методы сопряженных градиентов (FCG) (см. [40]), явля-
ющиеся обобщением классических методов CG (в том числе предобусловленных) на несиммет-
ричный случай.

3. МЕТОДЫ ПРЕДОБУСЛОВЛИВАНИЯ СЛАУ
В данном разделе при описании алгоритмов мы будем на качественном уровне затрагивать во-

просы их потенциального распараллеливания. Более подробно технологические аспекты, опре-
деляющие производительность их реализации, будут обсуждаться позднее.

Помимо рассмотренного в (17), (18) конкретного способа использования предобусловливаю-
щей матрицы, это можно также сделать путем непосредственного предобусловливания (левого,
правого или двустороннего) исходной СЛАУ:

(33)

где , ,  – некоторые невырожденные матрицы. Отметим, что если матрица  симметрична,
то для сохранения этого свойства у матрицы  в последнем случае нужно выбрать . По-
скольку матрицы ,  или  полученных предобусловленных алгебраических систем уже долж-
ны иметь улучшенную обусловленность, то к их решению следует применять крыловские итера-
ционные формулы “в чистом виде”, без дополнительного предобусловливания (хотя формально
это не возбраняется, и можно использовать мультипредобусловливание, используя модифика-
цию как итерационного процесса типа (28), так и самого СЛАУ, в соответствии с (33)).

Среди простейших способов предобусловливания мы отметим такие, как масштабирование и
бинормализацию матриц. Первый из них заключается в диагональном конгруэнтном преобразо-
вании ( ) для получения единичной главной диагонали, а второй основан на выравнива-
нии норм у строк и столбцов матрицы (см. обзор в [41], [42]). Такие подходы могут применяться
как предварительные в сочетании с другими предобусловливателями.

Обращаясь к блочной структуре СЛАУ (2), наиболее естественным представляется приме-
нить для ее решения блочный метод Якоби, который в несколько обобщенном виде записывает-
ся как

(34)

Здесь  есть итерационный (компенсирующий) параметр, а  – диагональная матрица,
определяемая из равенства

(35)

которое называется условием компенсации, или фильтрации (иногда введение матрицы 
вида (35) называется также лампированием – от английского lumping). В некоторых случаях вы-
бор  обосновывается и описывается теоретически, позволяя существенно ускорить итерацион-
ный процесс. Имеются также обобщения принципа компенсации (35) на основе усложнения
матриц  с ленточной структурой и использования нескольких компенсирующих (фильтрую-
щих) векторов (см. [2], [9], [10]):

(36)

однако в целом данная проблема требует дальнейших исследований.
Альтернативные аналоги блочного метода Якоби, относящегося к классу итерационных алго-

ритмов одновременных смещений, или аддитивных, является метод Зейделя, а также его разви-
тие – алгоритмы последовательной верхней релаксации и симметричной последовательной
верхней релаксации (SОR и SSOR). Последний метод с некоторыми модификациями публико-
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вался также под именами “попеременно-треугольные”, неполной факторизации и “явные схе-
мы переменных направлений” (см. [2], [9]). Эти методы последовательных смещений, или муль-
типликативные (новое приближение  может быть выполнено только после нахождения

предыдущих подвекторов ), обладают повышенной скоростью сходимости, в том
числе к ним применим ускоряющий принцип компенсации вида (35), (36). Однако такие алго-
ритмы основаны на обращениях треугольных матриц, которые плохо распараллеливаются. По-
этому в эпоху многопроцессорных суперкомпьютеров они оказались менее актуальны, и мы на
них здесь останавливаться не будем. C другой стороны, в [43] показано, что применение адаптив-
ных методов последовательных смещений “по потоку” может значительно сокращать количе-
ство итераций.

Для многочисленных методов предобусловливания имеются свои теоретические обоснова-
ния и оценки скорости сходимости итераций (см. обзор в [44]–[46]). Особый случай представля-
ет собой динамическое, или гибкое, предобусловливание с переменными матрицами (см. [17],
[47]–[51]). В итерационных процессах при решении СЛАУ, возникающих из аппроксимации
краевых задач на сетке с характерным шагом  и имеющих число обусловленности порядка

, его величина обычно понижается до  за счет предобусловливателя, в результате чего
количество итераций при использовании методов крыловского типа оценивается как

. Однако следует иметь в виду, что эти асимптотические выражения могут включать
большие константы в “плохих” задачах, характеризуемых сильным разбросом значений элемен-
тов матрицы .

3.1. Алгоритмы декомпозиции областей

При решении сеточных СЛАУ, особенно узлового типа, каждая компонента искомого векто-
ра ассоциируется с одним узлом сетки, а структура и портрет матрицы (конфигурация ее нену-
левых элементов) изоморфны сеточному графу не направленному для симметричных матриц и
направленному – для несимметричных). В этом случае матричная блочная структура вида (2)
геометрически наглядно представляется как декомпозиция сеточной расчетной области  на се-
точные подобласти , в каждой из которых формируется своя подзадача, алгебраически соот-
ветствующая диагональному блоку . Исторический приоритет в методах декомпозиции при-
надлежит теории многомерных краевых задач еще с XIX века, когда решение дифференциальных
уравнений в сложных расчетных областях с помощью альтернирующего метода Шварца своди-
лось к исследованию последовательности вспомогательных задач в пересекающихся подобла-
стях с использованием условий Дирихле на вводимых внутренних границах. Позднее такие под-
ходы были обобщены на непрерывном уровне в работах В.В. Смелова, П.Л. Лионса, А.М. Мацо-
кина, О. Видлунда, Ф. Натафа и соавт., Ю.В. Василевского, М.А. Ольшанского и многих других
авторов (см. обзоры литературы в [5], [7], [17]–[19], [52]–[57]), а также перенесены на дискрет-
ный, или сеточный, уровень. В эпоху многопроцессорных суперкомпьютеров методы декомпо-
зиции стали главным инструментом для распараллеливания вычислений при решении много-
мерных начально-краевых задач со сложными реальными данными, требующими высокого раз-
решения и оперативности расчетов.

Многообразие МДО можно классифицировать по трем главным характеристикам. Первая –
это размерность декомпозиции, определяемая тем, проводится ли разбиение областей одним,
двумя или тремя семействами координатных плоскостей. Вторая характеристика заключается в
величине пересечений подобластей, которые в простейшем случае определяются без налегания,
а параметризованные пересечения на сеточном уровне строятся путем послойного последова-
тельного расширения каждой подобласти элементарными ячейками сетки. Третье направление
развития МДО основано на обобщении типов интерфейсных краевых условий при проведении
итераций по подобластям.

В целом реализация МДО осуществляется как двухуровневый итерационный процесс в под-
пространствах Крылова: верхний уровень – это аддитивный блочный метод Шварца–Якоби ви-
да (34), который для простоты в стационарном варианте можно записать как

(37)

+1n
qu

+ +
−, ,…

1 1
1 1
n n

qu u

h
−2( )O h −1( )O h

− /ε = 1 2( ) ( )n O h

A

Ω
Ωq

,q qA

+ −
,= + − , = , = − ,1 1

1 1( ) { } block diag{ }n n n n n
q q qu u B f Au u u B B



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 61  № 11  2021

ИТЕРАЦИОННЫЕ ПРЕДОБУСЛОВЛЕННЫЕ МЕТОДЫ 1797

где  есть соответствующий предобусловливатель, который фактически будет использоваться в
крыловском процессе. На каждой -й итерации (37) осуществляется синхронное, или парал-
лельное, решение вспомогательных подзадач в подобластях , которое формально заключается
в обращении блоков предобусловливателя . Это может быть сделано или прямыми, или ите-
рационными методами, среди которых для больших алгебраических систем естественно выбрать
предобусловленные алгоритмы в соответствующих подпространствах Крылова. Отметим, что в
последнем случае мы приходим к задаче многократного решения СЛАУ с одинаковыми матри-
цами, но разными правыми частями, что можно сделать экономично путем переиспользования
базисов крыловских подпространств, как это указывалось выше в замечании 1.

С точки зрения распараллеливания вычислений на МВС, предпочтительнее разбивать сеточ-
ную расчетную область на большее число подобластей , , чтобы все соответству-
ющие подсистемы решать синхронно на  процессорах. Однако при этом будет очевидным об-
разом расти количество внешних итераций, которые можно оценить величиной , где

есть геометрическая размерность области (в предположении, что декомпозиция формирует
-мерную “макросеть” из подобластей). Число внешних итераций можно сократить за счет уве-

личения размеров пересечения контактирующих подобластей (over-lapping), но тогда реализа-
ция каждого шага будет становиться более трудоемкой (на практике пересечение сеточных под-
областей выбирается размером в несколько шагов ).

Для ускорения итераций крыловского типа в МДО существуют различные подходы, которые
могут быть интерпретированы как применение некоторых дополнительных предобусловливате-
лей, в том числе сглаживающего типа, в силу чего такие методы иногда называются гибридными
(см. [58], [59]). Рассмотрим в качестве примера метод грубосеточной коррекции, основанный на
принципе дефляции для выбора начального приближения .

Пусть у нас имеется какой-то информационный базис из векторов , составляющих

матрицу , . Выбирая какой-то произвольный вектор , будем искать
начальное приближение и соответствующий вектор невязки в виде

где вектор неизвестных коэффициентов  определяется по условию минимума не-

вязки  из переопределенного уравнения

(38)

Умножая обе части (38) слева на  с параметром  или , получаем семейство обоб-
щенных решений

где случай  соответствует нормальному решению, т.е. минимизирующему евклидовые нор-
мы невязки  и самого решения . Отсюда для откорректированной невязки полу-
чаем выражения

(39)

которые соответствуют минимуму функционала

Нетрудно видеть, что при этом векторы  играют роль направляющих векторов в подпростран-
ствах Крылова, т.е. они обеспечивают вектор невязки  ортогональными и вариационными
свойствами, аналогичными тем, которые имеются в методах сопряженных градиентов и сопря-
женных невязок при  и  соответственно.
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Следуя этим соображениям, далее для методов сопряженных направлений определим через 
начальный направляющий вектор из соответствующих ортогональных условий:

(40)

Введенная здесь матрица  играет роль второго предобусловлителя, в дополнение к  из (37), и
может вместе с ним использоваться на последующих итерациях по формулам мульти-предобу-
словленных сопряженных направлений (см. [17]). Отметим, что в (40) степени матрицы  подо-
браны таким образом, чтобы обеспечить симметричность .

Вопрос выбора базисных векторов , эффективно дополняющих подпространство
Крылова, актуален во многих ускоряющих итерационных процедурах. Так, алгоритм грубосе-
точной коррекции, активно используемый в МДО, основан в простейшем случае на “геометри-
ческой” декомпозиции сеточной области , а его компоненты равны 1 или 0 в зависимости от
того, принадлежит ли соответствующий узел -й подобласти или нет. Дальнейшее развитие это-
го подхода заключается в переходе от кусочно-постоянных базисных функций  к кусочно-по-
линомиальным более высоких порядков (см. [53]).

3.2. Многосеточные методы
Изначально в пионерских работах Р.П. Федоренко и Н.С. Бахвалова многосеточные подходы

базировались на спектрально-аппроксимационных принципах, с раздельным подавлением ком-
понент ошибки, соответствующих низким и высоким частотам. Дальнейшее их развитие осу-
ществлялось в геометрическом плане, в алгебраическом (наиболее популярное название –
AMG, от Algebraic Multi-Grid), а также в комбинаторном (см. [5], [56], [60]–[67]).

Данные подходы занимают исключительное место в вычислительной алгебре, поскольку яв-
ляются асимптотически оптимальными по порядку, т.е. требуют объема компьютерных ресур-
сов, пропорционального размерности СЛАУ. Наиболее общая алгебраическая методология ба-
зируется на универсальном принципе предобусловливания матриц. А реализация технологий с
различным количеством вложенных сеток трактуется как рекурсивное применение двухсеточ-
ного алгоритма. Для простоты рассмотрим последовательность вложенных сеток

, т.е. узлы более редкой сетки являются узлами “ближайшей” густой
сетки . Будем предполагать, что сетка  получается из  путем “сгущения вдвое”, так что
соответствующие количества узлов соотносятся как , где  есть размерность области.
Для решения исходной СЛАУ  на , которую можно переобозначить как , стро-
ится неявно предобусловливатель  с помощью приближенного решения системы со специаль-
но конструируемой матрицей  для сетки  и т.д., процесс “зацикливается”.

В современной трактовке достаточно общего вида, многосеточный метод AMG может быть
представлен следующими этапами итерационного решения алгебраической системы 
на .

1. На “густой” сетке  по заданному приближению для вектора  вычисляется невязка

(41)

2. Для вектора  производится препроцессинг (предварительное сглаживание), как правило,
путем проведения нескольких итераций с помощью какого-либо простого алгоритма. Более
конкретно, данная процедура реализуется за два шага. На первом вычисляется направляющий
вектор

(42)

где  – оператор, или матрица, этого этапа (рresmoothing). Фактически  есть некоторая ап-
проксимация матрицы  (формальное представление результатов нескольких циклов применя-
емого итерационного метода сглаживания). На втором шаге определяется очередное (сглажен-
ное) приближенное решение и соответствующая невязка:

(43)

0r

γ+ − − γ+ γ+ − γ+= , = , = − .т 1 0 0 1 0 1 1 т 2 2 1 т 1
2 20 ( )V A p p B r B I A V V A V V A

2B 1B

A
2B

, ,v v…1 m

Ωq
q

vq

Ω ⊂ ⊂ Ω ⊂ Ω… 2 1m

Ωk Ωk +Ω 1k

+≈ 12d
k kN N d

=Au f Ω =1 1 1A u f
1B

2A Ω2

=k k kA u f
Ωk

Ωk
n
ku

= − , = .1
n n

k k k kr f A u A A
n

kr

= ,ˆ n n
k k kS p r

k̂S k̂S
kA

= + , = − = − .� � � � �1
n n n n n n n
k k k k k k k ku u p r f A u r A p



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 61  № 11  2021

ИТЕРАЦИОННЫЕ ПРЕДОБУСЛОВЛЕННЫЕ МЕТОДЫ 1799

3. По определенному на густой сетке  вектору  формируется вектор невязки  на редкой
сетке :

(44)

где  есть некоторый оператор сужения, или ограничения (этап restriction). В простейшем слу-
чае данная операция есть проектирование вектора с сетки  на .

4. На редкой сетке вычисляется направляющий вектор  из решения СЛАУ

(45)

где  – матрица СЛАУ для сетки , в некотором смысле наследующая аппроксимационные
и алгебраические свойства оператора  на сетке . Существуют различные приемы для по-
строения матрицы , которая иногда называется матрицей грубосеточной коррекции.

5. Найденный из решения системы (45) вектор  продолжается с редкой сетки  на густую
сетку  (этап prolongation):

(46)

В некотором смысле согласованным определением вводимых операторов является такое, кото-
рое удовлетворяет соотношению . Если, например, матрица  симметрична, то
для наследования этого свойства на редкой сетке  целесообразно выбирать . В част-
ности, при этом определяется так называемая Галёркинская аппроксимация .

6. Для вектора  определяются соответствующиe векторы приближенного решения и невяз-
ки на густой сетке (resudial update)

(47)

7. Проводится “пост-процессинг”, т.е. повторное сглаживание, для вновь полученных на-
правляющего вектора и итерационного приближения решения на густой сетке , с одновре-
менным вычислением нового направляющего вектора  из решения вспомогательной СЛАУ с
матрицей  (оператор повторного сглаживания, этап postsmoothing):

(48)

аналогично (42).
8. Итоговый направляющий вектор определяется как результат первой итерации AMG:

где  есть предобусловливающая матрица данной двухсеточной стадии метода, явный вид ко-
торой можно выразить через операторы сглаживания, ограничения, грубосеточной коррекции и
продолжения, однако ее конкретное представление не суть важнo, так как общая схема вычис-
лений и ее реализация описываются формулами (41)–(48). Частных вариантов двухсеточного
метода может быть достаточно много, и все они (при организации стационарного итерационно-
го процесса) имеют вид

(49)
представляющий собой двухуровневый итерационный процесс, поскольку операция умножения
на  включает решение СЛАУ с матрицей , что при больших значениях  прямым алго-
ритмом делать нeцелесообразно. Понятно, что на основе алгоритма (49) можно построить
предобусловленный метод в подпространствах Крылова.

Но идея многосеточного подхода состоит в использовании рекурсивного принципа: для при-
ближенного решения уравнений на редкой сетке  применяются приведенные выше приемы
с использованием еще более редкой сетки  и т.д. При этом на каждой сетке  весь цикл вы-
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числений по формулам (41)–(48) можно повторять заданное число  раз, что может быть записа-
но как обобщение соотношения (49):

(50)

На практике число таких повторов выбирается равным  или . В первом случае получа-
емая вычислительная схема называется -циклом, а во втором – -циклом. В [64] и [65] пред-
ложено развитие такого подхода: -цикл, в котором при  используется не стационарный
итерационный процесс, а крыловского типа (более конкретно, “гибкий” метод сопряженных
градиентов FCG из [40]). В последней формуле надо иметь в виду, что предобусловливатель 
выражается рекурсивно для , а на последней -й сетке СЛАУ вида (45) с матри-
цей  решается непосредственно (прямым или итерационным методом).

Конкретные реализации многосеточных подходов, ставших уже классическими, отличаются
способами выбора матричных операторов, определяющих последовательные этапы приведен-
ной вычислительной схемы.

3.3. Алгоритмы неполной факторизации

Наиболее классическими приемами предобусловливания СЛАУ являются многочисленные
явные и неявные методы приближенной факторизации матриц, обширный анализ которых без
аспектов распараллеливания приведен в [10]. Современные подходы к этим технологиям, вклю-
чая перспективные аппроксимации матриц, обратных к треугольным множителям из неполных
матричных разложений, приведены в [68]–[70] и цитируемой там литературе.

Типичная форма легко обращаемой предобусловленной матрицы заключается в приближен-
ной факторизации вида

(51)

Здесь  и  – нижняя и верхняя треугольные части исходной матрицы , а  – не-
которая блочно-диагональная или диагональная в частном случае матрица. Из общего требова-
ния  блочно-диагональная матрица  строится с помощью соотношения

(52)

где черта над матрицей обозначает ее какую-то ленточную аппроксимацию.
На основе формул (51), (52) конструируются различные методы симметричной последова-

тельной верхней релаксации (при этом , где  есть итерационный параметр, а также
явной и неявной неполной факторизации, содержательный анализ которых представлен в кни-
гах [2], [5], [10], [68], а также в специальных обзорных статьях [51], [69], [70]. Широкое семейство
алгоритмов основано на неполном LU-разложении исходной матрицы, которое в симметричном
случае сводится к приближенному разложению Холеского. Качество аппроксимации матрицы и
скорость сходимости повышаются за счет “уплотнения” матричных множителей, но при этом
“дорожает” каждая итерация.

Схожий подход, но ориентированный на распараллеливание, заключается в конструирова-
нии разреженной аппроксимации обратной матрицы, устраняющей необходимость решения
треугольных систем на каждой итерации. Описанные методы исследованы как в поточечном, так
и в блочных вариантах. Оригинальные результаты в этих направлениях получены А.Ю. Ереми-
ным, И.Е. Капориным, Л.Ю. Колотилиной, И.Н. Коньшиным и другими авторами в работах
[31], [32], [71], [72]. Другое перспективное направление основано на факторизации, в том числе
приближенной, иерархических матриц в HSS-форматах с использованием малоранговых блоч-
ных структур в LU-разложении (см. [73], [74]).

Наконец, отметим еще перспективное семейство алгоритмов построения предобусловливате-
лей, базирующееся на сетевом программировании или на методах преобразования графов
(см. [75]–[77]). Существенным является и такой момент, что если традиционно неполное тре-
угольное разложение матриц реализуется для невырожденных матриц, то сейчас имеются его
модификации и для положительно-полуопределенных случаев.
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Один из общих подходов к ускорению итераций заключается в принципе компенсации, или
согласования строчных сумм, который заключается в подборе матрицы  в (51), (52) по выпол-
нению условий

(53)

на некотором заданном наборе из  пробных векторов (см. [49], [78] и цитируемую там литера-
туру). В некоторых работах такой прием также называется фильтрацией.

Для удовлетворения условия (53) матрица  преобразуется к виду

(54)

где  – некоторый компенсирующий параметр, а  – блочно-диагональная мат-
рица, формируемая по условию

(55)

Среди методов неполной факторизации для решения сеточных СЛАУ наиболее быстрыми яв-
ляются неявные, которые базируются на алгоритмах прогонки решения вспомогательных трех-
диагональных систем. Такие алгоритмы эффективно распараллеливаются на МВС с помощью
многопотоковых реализаций рекурсивных прогоночных процедур, основанных или на методах
редукции исходных СЛАУ, или на методах окаймления. Отметим, что в [57] предложен двухпо-
токовый блочный вариант попеременно-треугольной факторизации исходной матрицы, когда
каждый из множителей не является нижней или верхней треугольной матрицей, а состоит из
блочных строк различной ориентации: одни являются нижними треугольными, а остальные –
верхними треугольными (такое разложение названо авторами “twisted decomposition”, а в рус-
скоязычной литературе данный подход традиционно определяется как алгоритм встречных про-
гонок, см. обзор в [27]).

Если матрица  симметричная, т.е.  и , то естественно выбирать матрицы  и 
также симметричными, а для исходной СЛАУ – использовать двустороннее предобусловлива-
ние с сохранением симметрии итоговой системы:

(56)

Предобусловленная матрица  после несложных преобразований может быть приведена к
виду

(57)

которое допускает реализацию векторно-матричного умножения в виде

(58)

во многих случаях дающем существенную экономию вычислений. Отметим, что матричные
представления (56)–(58) справедливы и без требований , , т.е. данные формулы
приемлемы и для несимметричных СЛАУ.

Непосредственное обращение треугольных матриц, которое присутствует в описанных выше
алгоритмах, плохо распараллеливается. Существуют специальные технологические приемы,
позволяющие в определенной степени этот недостаток устранить (см., например, [79] и обзор
литературы в [80]). Мы рассмотрим другой подход, использующий вместо ,  переменно-тре-
угольные матрицы , , имеющиe на части строк ненулевые элементы только слева от главной
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диагонали, а на остальных – только справа. Построение таких преобусловливателей мы проил-
люстрируем на примере блочно-трехдиагональной матрицы

(59)

Переменно-треугольные матрицы в данном случае определим следующим образом:

(60)

Пoскольку в данном случае , формулы неполной факторизации (51)–(58) для
определения предобусловливателя  остаются в силе. Надо только заменить  и  на  и  со-
ответственно. При этом трехдиагональные блоки матрицы  находятся по формулам, ана-
логичным (28), (29), но только с помощью встречных рекурсий (блочных прогонок, см. [25]), ко-
торые мы выпишем для произвольного нечетного :

(61)

где  суть диагональные матрицы для  и трехдиагональные при .
При использовании матрицы  в качестве предобусловливателя для какого-либо итерацион-

ного процесса на каждом шаге требуется решать вспомогательную систему вида

Ее решение можно найти из последовательных соотношений

которые реализуются с помощью встречных матричных прогонок по следующим формулам:

(62)

В рекурсиях (61) и (62) этапы вычислений с увеличением индекса  и с его уменьшением мож-
но назвать прямыми и обратными прогонками соответственно. Очевидно, что их реализации мо-
гут выполняться параллельно на двух потоках. Данный ограниченный параллелизм основан на
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односменной триангуляции вида (60) для матриц , . Данный подход можно обобщить на  –
сменную триангуляцию, т.е. определить матрицы ,  с условием  как состоящие
из  блочных строк, каждая из которых последовательно меняет тип триангуляции. Формулы
блочных прогонок вида (61), (62) принимают более сложный вид, но могут распараллеливаться
на  процессорах.

Матрица в (59) соответствует, например, пятиточечным уравнениям Лапласа на прямоуголь-
ной сетке с числом узлов . В этом случае  – трехдиагональные, а  и  – диаго-
нальные блоки. При переходе к трехмерным задачам на параллелепипедоидальной сетке с коли-
чеством узлов  матрица  может быть также представлена в блочно-трехдиаго-
нальном виде (59), но каждый диагональный блок  будет теперь иметь размерность

 и представлять собой матрицу, структурно совпадающую с (59).
Развитие рассмотренных выше подходов для решения СЛАУ на трехмерных сетках получило

название методов вложенных факторизаций (nested factorization), предложенных в 1983 г.
Дж. Апплеярдом и И. Чешире, а впоследствии исследованных многими авторами (см. [57], [82],
[83] и цитируемую там литературу). Пусть матрица  представлена в виде

(63)

где  – диагональная, а  и , – нижние и верхние треугольные матрицы. Определим
предобусловливающую матрицу  путем рекурсивной факторизации вида (51):

(64)

в результате чего получаем

(65)

В зависимости от способа определения матрицы  могут быть сформированы различные
предобусловливатели . Мы остановимся на простом случае, когда матрица (63) соответствует
семиточечной аппроксимации задачи Дирихле для уравнения Пуассона в параллелепипеде на
параллелепипедной сетке. Тогда при естественной упорядоченности узлов матрицы ,  и 
можно сформировать диагональной, трехдиагональной и пятидиагональной соответственно, а
предобусловливатель можно определить по формулам

(66)

Здесь  и  – итерационные (релаксирующие) параметры, а  и  – диагональные матрицы,
определяемые из условий согласования строчных сумм, аналогично рассмотренному выше:

(67)

Отметим, что вместо (67) можно использовать согласование нe строчных, а столбцовых сумм
(см. [83] и приведенную там литературу):

(68)

Рассмотренный трехуровневый метод вложенных факторизаций можно структурно упро-
стить, сведя его к двухуровневому. Для этого перепишем исходную матрицу  из (63) в виде

(69)

В данном случае  есть блочно-диагональная матрица с пятидиагональными блоками  раз-
мерности , каждый из которых соответствует плоской задаче в сечении  и имеет
структуру матрицы  в (59). Тогда матрицу  в (64) определяем формулой
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что соответствует определению  в (64). Отметим, что  и  можно определить как
переменно-треугольные, и тогда реализацию алгоритма можно распараллеливать с помощью
встречных блочных прогонок.

3.4. Методы решения седловых СЛАУ

Рассмотрим СЛАУ с матрицей седлового типа

(70)

где , , ,  и  и . Матрица  предполага-
ется симметричной и положительно-полуопределенной. При этом необходимым и достаточным
условием невырожденности  является , а достаточным условием является
положительная определенность матрицы  на  и , что мы будем предполагать
выполненным в дальнейшем.

Задачи с седловой точкой представляют собой широко распространенную форму математи-
ческих постановок в проблемах моделирования, включая начально-краевые смешанные форму-
лировки для дифференциальных классических или обобщенных уравнений, оптимизационные
задачи и вычислительную алгебру (см. [84]–[87] и цитируемую там литературу). Мы делаем ак-
цент на методах решения седловых СЛАУ с большими разреженными матрицами, возникающи-
ми при сеточных аппроксимациях многомерных краевых задач, которые появляются во многих
актуальных приложениях: электромагнетизме, гидро-газодинамике, упруго-пластичности, мно-
гофазной фильтрации в пористых средах, в задачах оптимизации и т.д.

В силу особенностей блочной структуры седловых алгебраических систем, методам их реше-
ния посвящено значительное количество работ: обзоры Дж. Голуба и соавт. [84], Ф. Брецци [85],
П. Василевского [72] и И. Нотея [86], монография Ю.В. Быченкова и Е.В. Чижонкова [87], цикл
статей Ч. Грейфа и соавт. (в том числе для несимметричных СЛАУ седлового типа, см. [68], [85])
и М. Ариоли с соавт. [25], [75] (см. также обзоры в [90]–[92]).

Отметим, что без потери общности мы можем рассматривать седловую СЛАУ в виде

(71)

Действительно, если мы возьмем какое-либо частное решение системы , то вектор
, являющийся решением СЛАУ (70), будет удовлетворять системе

Заметим также, что любые решения СЛАУ (71) удовлетворяют одновременно системе

(72)

где , а  – произвольная невырожденная матрица. Поскольку последняя си-
стема формально является регуляризацией, или обобщением, СЛАУ (71), мы в дальнейшем оста-
навливаемся на алгоритмах решения именно уравнения (72).

С использованием дополнения Шура

матрица системы (72) факторизуется в виде
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Если матрицы ,  заменить их приближениями (предобусловливателями)  и , то полу-
чаем предобусловливатель матрицы  в виде неполной блочной факторизации

(73)

Несколько более грубая аппроксимация, при использовании в (73) только одного (левого или
правого) множителя приводит к неполному блочно-треугольному предобусловливанию с матри-
цей

(74)

или к неполному предобусловливателю Узавы

(75)

Реализация каждого шага соответствующих итерационных процессов может быть представ-
лена несколькими стадиями, на которых пересчитывается только одна блочная компонента ис-
комого решения (поэтому эти методы называются иногда сегрегационными). В несколько обоб-
щенной форме такой стационарный алгоритм (без крыловского ускорения) представим следую-
щими тремя стадиями (см. [83], [85], [86]):

(76)

Здесь ,  – некоторые аппроксимации матрицы, обратной или обобщенно обратной к
предобусловливателю . В частности, если ,  или , , то из (76)
мы получаем или алгоритм Узавы с предобусловливателем  из (75) (при этом третья стадия
опускается, т.е. ), или неполное блочно-треугольное предобусловливание с матрицей

 из (74) (при этом первая стадия в (76) опускается и ).

Если матрицa  является невырожденной, то итерационному процес-
су (76) соответствует предобусловливатель

(77)

В этом случае для  из (77) следует так называемый симметризованный метод Уза-
вы с предобусловливающей матрицей

Одним из перспективных блочно-диагональных предобусловливателей для решения СЛАУ
(72) является следующий:

(78)

где  и  – некоторые симметричные невырожденные матрицы.

Cобственные числа и векторы предобусловленной матрицы  из “возмущенной”
СЛАУ (72) определяются спектральной задачей
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имеющей в компонентном виде следующее представление:

(79)

Анализ данной спектральной задачи позволяет получать интересные результаты для различ-
ных частных случаев. В [81], [82] показано, в частности, что уникальные спектральные свойства
матрицы  получаются при сильной вырожденности блока , актуальной для алгоритмов реше-
ния систем уравнений Максвелла. Например, справедливы следующие результаты.

Утверждение 1. Пусть  есть СПО-матрица, а  – базис ядра матрицы .

Тогда предобусловленная матрица  имеет  линейно независимых векторов ,
которым соответствуют  кратных собственных значений .

Утверждение 2. Пусть , а  – симметричная положительно-полуопределенная мат-
рица с размерностью ядра, равной . Тогда  есть собственное значение матрицы  с крат-
ностью , а  – собственное значение кратности . Остальные  собственных значений
принадлежат интервалу  и удовлетворяют соотношению

где  суть  положительных обобщенных собственных значений

Пусть  есть базис ядра ,  – базис ядра , а
 – совокупность линейно независимых векторов, дополняющих

 в базиcе . Тогда  векторов ,  векторов ( , ) и  –  векто-
ров ( , ) суть линейно независимые собственные векторы, соответствующие собственным
значениям , а  векторов ( , ) – собственные векторы, соответствующие .

В целом наличие в предобусловливателе  различных матриц , ,  предоставляет широ-
кие возможности для конструирования эффективных алгоритмов в конкретных случаях.

Мы рассмотрим далее семейство итерационных методов для решения седловых симметрич-
ных СЛАУ с матрицей  из (72), основанное на эффективном подходе -бидиагонализации
Голуба–Кахана, которая изначально была предложена для сингулярного разложения прямо-
угольных матриц, но затем в работах М. Саундерса, М. Ариоли, Ч. Грейфа и других авторов
успешно применялась для решения алгебраических систем, в том числе с учетом блочной седло-
вой структуры.

Без ограничения общности исследуемую СЛАУ запишем в виде

(80)

Легко проверить, что если в (72) функцию  заменить на , то эта система примет форму (80)
с правой частью . Предполагается, что в (80)  и  являются СПО-матрицами, а так-
же выполняется неравенство .

Метод -бидиагонализации базируется на построении -ортогональных векторов  и
-ортогональных векторов , которые удовлетворяют условиям

(81)

−+ + = λ + ,
= λ .

�

т т т 1
0 1 2 1 1

1 2 2

( ) ( )D C K C z C z D C K C z
Cz K z

A �D

6B , = , , , −… 1 2{ 1 2 }iz i N N C
−
�

1
6B A −1 2N N ∈ 5

т( 0) N
iz

−1 2N N λ = 1

= =1 2K K K �D
r λ = 1 −

�

1
6B A

1N λ = −1 r −2N r
λ ∈ − ,( 1 0)

λ = −μ μ + ,/( 1)

μ −2N r

μ = .�

тDz C KCz

, = , , , −… 1 2{ 1 2 }iz i N N C , = , , , −… 2{ 1 2 2}ix i N �D
, = , , , −… 2{ 1 2 }iy i N r

∪�ker( ) ker( )D C 5
1N −1 2N N ,( 0)iz r ix −1

iK Cx 2N r

iy −1
iK y

λ = 1 r ix −1
iK x λ = −1

6B 0K 1K 2K

�A −G K

−      ≡ = , = + .      
      

�

� �

т
т 10

0
u uD C

A D D C K C
p p gC

u −+ �

1u D f
−= − �

1g CD f �D K
≥1 2N N

−G K �D kv
K kq

= , = ,
= , = ,

� �

1

2

т т т т

т т

[ 0]

[ 0]
N

N

C Q DV B V DV I

CV KQ B Q KQ I



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 61  № 11  2021

ИТЕРАЦИОННЫЕ ПРЕДОБУСЛОВЛЕННЫЕ МЕТОДЫ 1807

где , , а  есть двухдиагональная матрица

Вводя новые неизвестные функции

(82)

и умножая систему (80) на блочно-диагональную матрицу block-diag( ), получаем

(83)

Из (83) cледует, что вектор  зависит от  столбцов матрицы , поскольку . Таким об-
разом, СЛАУ (83) редуцируется к виду

(84)

Отсюда, полагая

находим начальный вектор :

(85)

Дальнейшие векторы ,  и элементы ,  матрицы  вычисляются из рекуррентных соотно-
шений, :

(86)

Последовательные приближения  в соответствии с (82) определяются по первым  столбцам
матрицы , т.е.

(87)

где  – компоненты вектора  из (84), вычисляемые по формулам

(88)

Опуская детали вывода формул (см. подробнее [87]), мы приведем итоговые рекуррентные соот-
ношения для итерационного решения:

(89)
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где  есть -й столбец . Отметим, что описанный алгоритм обладает следующими свой-
ствами оптимизации: на каждом -м шаге ошибка итерационного приближения достигает свое-
го минимума:

(90)

Как отмечается в [71], данный метод обладает высокой скоростью сходимости при решении
СЛАУ, возникающих при конечно-элементных аппроксимациях непрерывных многомерных
краевых задач седлового типа, т.е. в смешанных постановках. При этом существенным фактором
является то, что на каждой итерации требуется решать возникающие алгебраические подсисте-
мы с матрицами  и , которые в некотором смысле играют роль предобусловливателей.
Их приближенное обращение приводит фактически к двухуровневым итерационным процессам
в определенных подпространствах.

4. ВОПРОСЫ РАСПАРАЛЛЕЛИВАНИЯ И ПРОИЗВОДИТЕЛЬНОСТИ 
ИТЕРАЦИОННЫХ МЕТОДОВ

Современное понимание качества алгоритма включает две главных характеристики: матема-
тическая эффективность и производительность его реализации на конкретной архитектуре су-
перкомпьютера. Первая сторона включает конструирование и оптимизацию итерационных ме-
тодов с высокой скоростью сходимости, а также теоретические оценки вычислительной ресур-
соемкости (необходимые объемы арифметических операций и памяти). Второй аспект является
чисто практическим и характеризуется реальным временем выполнения алгоритма для опреде-
ленного класса задач, что зависит от масштабируемости его распараллеливания, а также от тех-
нологий программирования на конкретной компьютерной платформе.

Наиболее интересующие нас СЛАУ имеют высокие порядки (108–1011) и разреженные матри-
цы с большими числами обусловленности (1012–1015) и нерегулярной структурой. Это не только
приводит к большому числу итераций, но и вынуждает работать с системами распределенной и
иерархической общей памяти, а также существенно замедляет доступ к данным.

Основная количественная характеристика распараллеливания – это ускорение вычислений

где  – время решения задачи на  процессорах, складывающееся из времени информационных
обменов и выполнения арифметических операций, которые описываются приближенными
формулами

Здесь  и  – среднее время выполнения одного арифметического действия и их общее коли-
чество,  – число обменов,  и  – время ожидания и длительность передачи одного числа, а

 – средний объем одной коммуникации.
Поскольку для машинных констант справедливы неравенства , то для конструи-

руемых алгоритмов следуют очевидные рекомендации: надо стараться минимизировать объем
коммуникаций, а сами обмены осуществлять не маленькими, а большими порциями, т.е. по воз-
можности осуществлять предварительное накопление буферов данных. Эти выводы тем более
справедливы, что межпроцессорные передачи информации не только замедляют вычислитель-
ный процесс, но и являются наиболее энергозатратными операциями, и это становится суще-
ственным фактором в расходах на эксплуатацию суперкомпьютера (см. [93]).

Стратегия распараллеливания больших сеточных СЛАУ, возникающих из аппроксимации
многомерных краевых задач, базируется на средствах гибридного программирования и аддитив-
ных методах декомпозиции областей с двухуровневыми итерациями в подпространствах Крыло-
ва. Итерации верхнего уровня (по подобластям) осуществляются с помощью системы передачи
сообщений MPI между процессами, каждый из которых выполняет (одновременно) решение ал-
гебраической подсистемы в соответствующей подобласти. На каждой такой итерации происхо-
дят обмены значениями приближенных решений на интерфейсных граничных поверхностях
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контактирующих подобластей. Естественно, все матричные и векторные данные для подсистем
предварительно формируются в распределенном по процессам виде. Решение СЛАУ в каждой из
подобластей распараллеливается с помощью многопотоковых вычислений (системы типа Open-
MP) на многоядерных процессорах с общей памятью. Дополнительное ускорение здесь может
быть достигнуто путем векторизации операций (системы команд типа AVX, основанная на тех-
нологиях SIMD – Single Instruction Multi Data) (см. обзоры в [18]). К сожалению, здесь можно
констатировать пока отсутствие штатных систем программирования с автоматическим распа-
раллеливанием алгоритмов, так что успехи в масштабируемости ускорения расчетов в значи-
тельной степени зависят от квалифицированности и искусства математика-вычислителя.

Отметим, что традиционные блочные методы Якоби–Шварца, лежащие в основе параллель-
ных алгоритмов декомпозиции областей, базируются на спектральной оптимизации итерацион-
ных процессов. В определенном смысле альтернативой им могут стать проекционные блочные
методы Чиммино (см. [9], [94]), пока что недостаточно исследованные и мало используемые на
практике.

С точки зрения распараллеливания перспективными являются неявные методы переменных
направлений, или продольно-поперечных прогонок (см. [90] и обзор в [10]), активно развивав-
шиеся в 1960–1970-е годы и имеющиеся рекордную скорость сходимости итераций для модель-
ных сеточных краевых задач. В последние десятилетия это направление обрело второе дыхание
в связи с развитием рациональных аппроксимаций в подпространствах Крылова (см. [95]), в том
числе при решении актуальных матричных уравнений Ляпунова и Сильвестра. Отметим, что в
[93] предложен метод к повышению степени распараллеливания на основе разложения рацио-
нальных функций в простые дроби.

Существенное ускорение вычислений может быть получено за счет использования перемен-
ной точности машинной арифметики. Традиционным при решении больших СЛАУ является
применение стандартной двойной точности с длиной представления вещественного числа с пла-
вающей запятой в 64 бита, однако для экстремально плохо обусловленных матриц необходим
переход к четверной точности (128 бит). Наоборот, на отдельных стадиях алгоритма допустимо
применение простой и даже половинной точности (32 и 16 бит соответственно), выполняемых
гораздо быстрее. Такой подход естественен на первых шагах итерационного процесса, когда
ошибка приближенного решения еще относительно велика. Другая возможность использования
пониженной точности существует в DDM при решении вспомогательных СЛАУ в подобластях.
Необходимо иметь в виду, что такие приемы требуют тщательного анализа реализуемых числен-
ных погрешностей метода для обеспечения устойчивых расчетов в целом.

Дальнейшим резервом повышения производительности является оптимизация кода, которая
может быть достигнута с помощью использования качественного вычислительного инструмен-
тария (например, SPARSE BLAS), применения различных опций компилятора и специальных
свойств используемой суперкомпьютерной платформы. Отметим также, что за последние деся-
тилетия в мире накоплено большое количество качественных программных библиотек по зада-
чам вычислительной алгебры (PETSс, HYPRE, MKL INTEL и др., см. обзор в [22], [23]). Еще
можно назвать серьезные разработки во ВНИЭФ РФЯЦ (г. Саров, см. [96]), в проектах по
интегрированным вычислительным окружениям DUNE (см. [97]), INMOST (см. [98]) и BSM
(см. [1], [24]).

Создание, сопровождение и развитие математического и программного обеспечения по эф-
фективному решению СЛАУ – это непрерывный наукоемкий технологический процесс, вклю-
чающий регулярные экспериментальные исследования, требующие своих интеллектуальных
средств поддержки: системы автоматизации верификации и тестирования алгоритмов и их ком-
пьютерных реализаций, каталогизированные коллекции методических и практических задач,
примером которых являются популярные Sparse Matrix Collections от различных разработчиков,
а также многообразные демонстрационные и обучающие версии программно-информационных
продуктов (помимо традиционных монографий, учебников и пользовательской документации с
рекомендациями по применению тех или иных алгоритмов к решению конкретных задач).

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ. ПРОБЛЕМЫ И ПЕРСПЕКТИВЫ РАЗВИТИЯ 
ИТЕРАЦИОННЫХ ПРОЦЕССОВ

Проблема высокопроизводительного решения СЛАУ с системной точки зрения – это широко
востребованная сфера интеллектуальной деятельности, которая далеко не ограничивается напи-
санием и обоснованием формул алгоритма, а включает и постановки новых практических задач
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или теоретических идей, и технологические аспекты программных реализаций, и вопросы их
эффективного применения в суперкомпьютерном эксперименте.

Новые практические вызовы математического моделирования кардинально поднимут вос-
требованность решения междисциплинарных и обратных задач с высоким разрешением на ре-
альных данных, что только актуализирует высокопроизводительные решения СЛАУ с числом
степеней свободы в десятки и сотни миллиардов и с экстремально плохой обусловленностью.
Последние десятилетия методы вычислительной алгебры бурно развиваются как в теоретиче-
ском плане, так и в экспериментальном, и здесь сложились перспективные направления: мало-
ранговые приближения матриц, в том числе рациональные аппроксимации, тензорные методо-
логии, теоретико-графовые и комбинаторные подходы, методы агрегации и сегрегации, а также
появляются новые оригинальные идеи в традиционных матричных факторизациях, алгебраиче-
ских декомпозициях, многосеточных технологиях и т.д.

Другой важный фактор – это происходящее накопление огромного количества разнотипных
задач (междисциплинарных, методических и практических, типовых и уникальных), а также ме-
тодов и технологий их решения на разных классах компьютеров. При этом происходит переход
количества обрабатываемых данных в качество, требующий концепции разработки математиче-
ского и программного обеспечения нового поколения. Одна из главных его задач – создание ак-
тивной базы математических знаний, призванной обеспечить автоматизацию или оптимизацию
построения алгоритмов и их отображения на архитектуру суперкомпьютера, прототипом кото-
рой в определенной степени можно считать проект ALGOWIKI, разрабатываемый по технологи-
ям Википедии под руководством Дж. Донгарры и Вл.В. Воеводина. Такая проблема относится к
прерогативе искусственного интеллекта с машинным обучением, который вместе с технология-
ми работы с большими данными составляет фундамент современного моделирования. Достиг-
нутые масштабы триады “задачи–методы–компьютеры” приводят к тому, что интегрированное
вычислительное окружение для решения СЛАУ должно стать формой и содержанием иерархи-
ческой инфраструктуры, составляющей инструментальную среду индустриального типа и реа-
лизующей дальнейшие этапы развития наукоемких вычислительно-информационных техноло-
гий, контуры которых очерчены в [1], [24], [93]. Чтобы углубленная специализация не привела к
разобщению теоретиков-вычислителей, программистов-технологов и прикладных пользовате-
лей, их общие усилия должны быть направлены на создание интеллектуализированной экоси-
стемы, поддерживающей межпрофесситехнологоональные и человеко-машинные интерфейсы
как для интенсификации фундаментальных исследований, так и для быстроты реализации их
инноваций.

Автор выражает искреннюю благодарность двум анонимным рецензентам, замечания кото-
рых значительно способствовали улучшению текста статьи.
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