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ВВЕДЕНИЕ
В статье рассматривается система двух дифференциальных уравнений второго порядка с раз-

рывными нелинейными функциями в правой части. Целью работы является получение доста-
точных условий существования, локальной единственности и асимптотической устойчивости
стационарного решения параболической системы, обладающего большим градиентом в окрест-
ности точек разрыва правой части.

Такая постановка задачи возникла в ходе разработки автоволновой модели развития мегапо-
лисов (см. [1], [2]). Эта модель основана на системе двух уравнений типа активатор–ингибитор,
где в роли активатора выступает площадь городской застройки, а ингибитор определяется эко-
логическими или экономическими факторами, обусловленными политикой градообразования
той или иной страны. Наличие барьеров, препятствующих распространению фронта активатора,
например больших водоемов, в модели учитывается как разрыв функций в правых частях. В ма-
лой (по сравнению с рассматриваемой территорией) окрестности границы разрыва происходит
резкое изменение значений активатора и ингибитора. Эта малая окрестность называется внут-
ренним переходным слоем. Тем самым, в задаче присутствует естественный малый параметр,
равный отношению ширины переходного слоя к ширине рассматриваемой области.

Очевидно, численному решению такой задачи должно предшествовать аналитическое иссле-
дование существования и устойчивости упомянутого решения, что можно сделать, применяя ме-
тод малого параметра. В настоящей работе с использованием этого метода получены достаточ-
ные условия существования, локальной единственности и асимптотической устойчивости, а
также выделена локальная область притяжения устойчивого решения.

Доказательство существования и асимптотической устойчивости стационарного решения на-
чально-краевой задачи здесь проводится с помощью асимптотического метода дифференциаль-
ных неравенств (см. [3], [4]), основанного на методе верхних и нижних решений. Распростране-
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ние последнего на задачи с единственной точкой разрыва первого рода в правых частях уравне-
ний здесь проведено провели на основании модифицированного доказательства
соответствующей теоремы из [5], где оно проведено для случая -гладких правых частей.

Проблемы существования и устойчивости гладких решений скалярных уравнений реакция–
диффузия в случае разрывного реактивного слагаемого были рассмотрены в ряде работ (см., на-
пример, [6], [7]).

Вопрос о существовании и свойствах слабых решений для систем уравнений с разрывными
коэффициентами освещается, например, в [8], [9].

Особенность настоящего исследования заключается в распространении асимптотических ме-
тодов, использованных в [6], [7], для обоснования существования гладкого решения системы
уравнений с разрывной правой частью и локальной единственности и асимптотической устой-
чивости стационарного решения системы.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим систему параболических уравнений

(1)

где  – малый параметр.

Отметим, что именно такое распределение степеней малого параметра возникает в результате
проведения масштабирования и перехода к безразмерным переменным в системе автоволновых
уравнений (см. [1]). Вхождение различных степеней  в уравнениях для активатора ( -компо-
нента) и ингибитора ( -компонента) обусловлено тем, что характерный масштаб изменения ак-
тиватора значительно превышает соответствующий масштаб для ингибитора.

Здесь и далее будем использовать обозначения , , ,
.

Поставим следующие начальные и краевые условия:

(2)

считая, что функции ,  гладкие на отрезке  и удовлетворяют условиям согласования
.

Будем считать, что правые части системы (1) имеют вид

(3)

причем функции  и  принадлежат классу , а
  – классу , где  и  – некоторые допустимые

интервалы изменения переменных  и , а на поверхности  функции
 и  претерпевают разрывы I рода.

Определение 1. Пара функций  из класса   на-
зывается решением задачи (1), (2), если она удовлетворяет уравнениям (1) при

, а также граничным и начальным условиям (2).
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Пусть выполнены следующие условия.

Условие 1. Каждое из уравнений  имеет изолированное решение 
соответственно в области  и , и выполняются неравенства

Обозначим .

Условие 2. Каждое из уравнений  имеет изолированное решение  соот-
ветственно на отрезках  и  и выполняются неравенства

Условие 3. (Условие квазимонотонности). Пусть при всех   выполняют-
ся неравенства

соответственно на отрезках  и 
Замечание 1. Условие квазимонотонности в таком виде характерно для задач типа активатор–ингибитор.
Основная цель работы – определить достаточные условия существования, локальной един-

ственности и асимптотической устойчивости стационарного решения задачи (1), (2), близкого к
 слева от точки  и к  справа от этой точки и резко изменяющегося от значе-

ний  до значений  в малой окрестности точки . Далее эту окрестность мы бу-
дем называть внутренним переходным слоем.

Очевидно, стационарное решение задачи (1), (2) является решением следующей задачи:

(4)

Определение 2. Пара функций  из класса  называется решени-
ем задачи (4), если она удовлетворяет уравнениям (4) при  и граничным условиям.

Прежде чем сформулировать остальные условия, рассмотрим так называемые присоединен-
ные уравнения для задачи (4):

(5)

(6)

Каждое из присоединенных уравнений эквивалентно присоединенной системе

(7)

Условие 4. Пусть выполняются неравенства
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При выполнении условия 4 функции

(8)

задают выражения для сепаратрис седловых точек  первой пары систем (7) на фазовой
плоскости , а функции

(9)

при каждом  – выражения для сепаратрис седловых точек  вто-
рой пары систем (7) на фазовой плоскости 

Обозначим

(10)

Условие 5. Пусть существует величина  – единственное решение уравне-
ния , и величина  – единственное решение уравнения

, и выполняются неравенства

Замечание 2. Выполнение неравенств из условия 5 эквивалентно выполнению неравенств

Введем функции

(11)

соответственно на множествах  для функций с верхним индексом “ ” и
 для функций с индексом “ ”, а также введем обозначения

(12)

Условие 6. Пусть  соответственно на отрезках  и  а для функций 
справедливы соотношения

В основе доказательства существования и устойчивости стационарных решений параболиче-
ских уравнений с внутренними переходными или пограничными слоями лежит асимптотиче-
ский метод дифференциальных неравенств (см. [6], [7], [10]–[12]). Этот метод основан на по-
строении для рассматриваемой начально-краевой задачи верхних и нижних решений, которые,
согласно принципу сравнения из [5], [8], по сути являются асимптотическими приближениями
точного решения исходной задачи. Построение верхнего и нижнего решений включает два эта-
па: 1) получение асимптотического приближения решения с помощью алгоритма Ваcильевой
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(см. [13]), 2) задание добавок к этому асимптотическому приближению, обеспечивающих вы-
полнение системы неравенств, фигурирующей в определении верхнего и нижнего решений (см.
[5] и ниже в этой работе). Достаточными условиями применения алгоритма Васильевой в насто-
ящей работе являются условия 1–4 и отличные от нуля производные  и 
в условии 5. Как правило, для выполнения неравенств, определяющих верхнее и нижнее реше-
ние, одной только возможности применения алгоритма Васильевой оказывается недостаточно,
поэтому на втором этапе появляются дополнительные условия. В нашем случае это положитель-
ный знак производной  в условии 5, а также условие 6, которые в случае выбранной
квазимонотонности (см. условие 3) позволяют построить подходящие добавки к асимптотиче-
скому приближению, обеспечивающие выполнение требуемых неравенств.

2. АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ РЕШЕНИЯ
В данном разделе мы остановимся на построении асимптотического приближения решения

стационарной задачи. Отметим, что вид этого приближения и алгоритм его построения лишь не-
значительно отличаются от приведенного в [4].

Асимптотическое приближение первого порядка решения задачи (4) строится отдельно слева
и справа от точки :

(13)

Каждая из функций ,  представляется в виде суммы

(14)

(15)

Функции, зависящие от переменной  описывают поведение решения вдали от точки  и гра-
ниц отрезка (регулярная часть); функции, зависящие от растянутых переменных  и  (см. (5),
(6)), описывают резкое изменение решения в окрестности точки  (функции переходного слоя);
функции, зависящие от растянутых переменных  и , описывают поведение ре-
шения в окрестности точки  а зависящие от растянутых переменных  и

 – в окрестности точки  (пограничные функции).
Каждая из функций, входящих в суммы (14), (15), представляется в виде разложения по сте-

пеням малого параметра:
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Алгоритм построения пограничных - и -функций для аналогичной системы уравнений пред-
ставлен в [4], [14], [15], поэтому здесь мы не будем на нем подробно останавливаться.
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где величины  и  – те же, что в условии 5, а коэффициенты  и  определяются после постро-
ения функций переходного слоя первого порядка     таким образом, чтобы
выполнялись следующие условия на производные функций  :

(21)

2.1. Регулярная часть

Системы уравнений для функций регулярной части получаются из равенств

(22)

путем приравнивания коэффициентов при равных степенях  в разложении Тейлора по малому
параметру функций, входящих в эти равенства.

В частности, в нулевом порядке, принимая во внимание условия 1 и 2, следует положить
, .

Функции первого порядка  и  находятся из систем

(23)

где

(24)

и аналогичный смысл имеют сходные обозначения производных этих функций. Системы (23)
также разрешимы в силу условий 1 и 2.

2.2. Функции переходного слоя

Системы уравнений для функций переходного слоя получаются из равенств

(25)
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где

а функции  определяются аналогичным образом;

а функции  определяются по аналогии с .

0p 0q 1p 1q
,∓( )

1Q u ,v∓( )
1Q ,∓( )

1M u v
∓( )

1M
, ε ,∓( )( )U x , ε∓( )( )V x

− + − +
, ε = , ε + , , ε = , ε + ε .

( ) ( ) ( ) ( )

0 0 0 0( ) ( ) (1) ( ) ( ) ( )dU dU dV dVx x O x x O
dx dx dx dx

+ ε , + ε , , ε = ε ,
+ ε , + ε , , ε = ε

v v

v v

∓ ∓ ∓ ∓ ∓

∓ ∓ ∓ ∓ ∓

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2
0 1 0 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2
0 1 0 1

( ( ) ( ) ( ) ( ) ) ( )

( ( ) ( ) ( ) ( ) ) ( )

f u x u x x x x O

g u x u x x x x O

ε

= ψv
∓ ∓( ) ( )

0 ( ) ( )x x = ϕ ψ ,∓ ∓ ∓( ) ( ) ( )
0 ( ) ( ( ) )u x x x

∓( )
1 ( )xu ∓( )

1 ( )xv

ε

ε

+ = − ,
+ = − ,

∓ ∓ ∓ ∓ ∓

∓ ∓ ∓ ∓ ∓

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
u

u

f x u x f x x f x

g x u x g x x g x
v

v

v

v

:= ϕ ψ , ,ψ , , ,
:= ϕ ψ , ,ψ , , ,

∓ ∓ ∓ ∓ ∓

∓ ∓ ∓ ∓ ∓

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ( ( ) ) ( ) 0)

( ) ( ( ( ) ) ( ) 0)

f x f x x x x

g x g x x x x

ε = τ, ε , = τ, ε ,
τ τ

v
∓ ∓

∓ ∓
2 ( ) 2 ( )

2 ( ) ( )
2 2( ) ( )d Q u d QQ f Q g

d d

= σ,ε , = σ, ε ,
σ ε σ

v
∓ ∓

∓ ∓
2 ( ) 2 ( )

( ) ( )
2 2 2

1( ) ( )d M u d MM f M g
d d

τ, ε := + ετ, ε + τ, ε , + ετ, ε + τ, ε , + ετ, ε −
− + ετ, ε , + ετ, ε , + ετ, ε ,

v v

v

∓ ∓ ∓ ∓ ∓ ∓

∓ ∓ ∓

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0

( ) ( ) ( )
0 0 0

( ) ( ( ) ( ) ( ) ( ) )

( ( ) ( ) )

Q f f u x Q u x Q x

f u x x x

τ, ε∓( ) ( )Q g

σ,ε := + ε σ, ε + εσ, ε + σ,ε ,
+ ε σ, ε + εσ,ε + σ,ε , + ε σ, ε −

− + ε σ,ε + εσ,ε , + ε σ, ε + εσ,ε , + ε σ,ε ,
v v v

v v

∓ ∓ ∓ ∓ ∓

∓ ∓ ∓

∓ ∓ ∓ ∓ ∓

( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( )
0

( ) 2 ( ) ( ) 2
0 0

( ) ( ) 2 ( ) ( ) 2 ( ) 2
0 0 0

( ) ( ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) )

( ( ) ( ) ( ) ( ) )

M f f u x Q u M u

x Q M x

f u x Q u x Q x

∓( )M g ∓( )M f



1856

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 61  № 11  2021

ЛЕВАШОВА, ТИЩЕНКО

Краевые условия при  и  для функций переходного слоя получаются из условий не-
прерывного сшивания (19), (20); также учитывается требование убывания этих функций на бес-
конечности

(27)

Задачи для функций с верхним индексом “ ” решаются на полупрямых  и  а для
функций с верхним индексом “ ” – на полупрямых  и 

2.2.1. Функции переходного слоя нулевого порядка. Описанным выше способом для функций
 и  получаются однородные уравнения с однородными краевыми условиями и

условиями стремления к нулю на бесконечности. Отсюда следует, что эти функции тривиаль-
ные:

(28)
Введем обозначения

(29)
Из первой пары равенств (25) в нулевом порядке с учетом введенных обозначений получаем
уравнение  из которого с учетом условия 1 следует выражение

(30)
Выделяя слагаемые нулевого порядка во второй паре равенств (25), условии непрерывности

(20) и условии убывания на бесконечности (27), с учетом обозначений (29) и выражений (30), по-
лучаем задачи для функций :

(31)

Уравнения (31) совпадают с присоединенными уравнениями (5). При выполнении условия 4
решения задач (31) существуют (см. разд. 1) и для них при достаточно больших  справедливы
следующие экспоненциальные оценки (см. [16], [17]):

(32)

где ,  – положительные константы, последние соответственно из интервалов

.
Введем обозначения

(33)
С использованием этих обозначений из первой пары равенств (26) с учетом (28), а также усло-

вий (19) и (27) в нулевом порядке получаем задачи для функций :

Эти задачи разрешимы, как и задачи (31), и их решения имеют экспоненциальные оценки
(см. [16]):
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(34)

В аналогичном смысле дальше будем понимать и обозначения для производных этих функций.
2.2.2. Функции переходного слоя первого порядка. Обозначим

(35)

(см. (7)).
Из разложения первого порядка первой пары равенства (25) получаем следующие выражения,

связывающее функции  и 

(36)

где  – известная функция.
С учетом этого выражения из второй пары равенств (25), а также условий (20) и (27) получаем

задачи для функций :
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Здесь были использованы обозначения (34). Функции  известны.
Решения этих задач выписываются явно:
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Из первой пары равенств (26) и условий (19) и (27) получаем задачи для функций :
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где функции  известны. Здесь также были использованы обозначения (34).
Решения этих задач выписываются явно:
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ственно при , и . Согласно [17], справедливы следующие экспоненциальные
оценки:
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где , , ,  – положительные константы.
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верхним индексом “ ” – на полупрямой  Эти функции суть убывающие к нулю соответ-
ственно при  вместе с первыми производными решения уравнений

где  – известные экспоненциально убывающие функции.

Для функций  справедливы экспоненциальные оценки такого же вида, как (41) для

.

2.3. Сшивание производных асимптотического представления

Подставляя в условия сшивания (21) представления (14)–(18), придем к равенствам

(42)

Приравнивая в этих равенствах слагаемые порядка  с учетом обозначений (29), (33) и (35),
получаем систему уравнений , , где функции  и  задаются выраже-
ниями (10).

Согласно условию 5, эта система разрешима.
Обозначим

(43)

В первом порядке с учетом явных выражений (38) для  и (40) для , вида (10) функций
 и , а также вида (8), (9) функций , , получаем систему уравнений для опре-

деления коэффициентов  и входящих в правые части равенств (19) и (20):

где ,  известны. Эта система разрешима в силу условия 5.

3. ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ ДЛЯ СТАЦИОНАРНОЙ ЗАДАЧИ

Теорема 1. Пусть выполняются условия 1–6. Тогда для достаточно малых  существует ре-
шение  задачи (4) в смысле определения 2, для которого пара функций  яв-

ляется равномерным на отрезке  асимптотическим приближением с точностью , т.е.

(44)

где  – не зависящая от  положительная константа.
Доказательство этой теоремы проведем по аналогии с [5] с небольшими изменениями, каса-

ющимися наличия разрыва I рода правых частей задачи (4) при .
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3.1. Существование решения в общем случае
Обозначим

Определим верхнее и нижнее решения задачи (4) следующим образом.

Определение 3. Пары функций  и  из класса 

 называются соответственно верхним и нижним решениями задачи (4), если для них
выполняются следующие неравенства:

(A1). , , ;

(A2). , , ,
;

(A3). , , , ;

(A4). , , ,
.

Отличие приведенного здесь определения верхнего и нижнего решений отличается от анало-
гичного определения из [5] наличием точки  в которой у этих функций происходит скачок
производной.

Доказательство теоремы сравнения в [5] основано на классическом принципе максимума.
Приведем здесь аналогичное утверждение на случай функций, не гладких в одной точке.

Лемма 1. Пусть  и для некоторой непрерывной функции
 удовлетворяет неравенствам

(45)

(46)

Тогда , .

Доказательство. Для функций из класса  данное утверждение доказано в [18].
Справедливость утверждения леммы в случае строгого знака неравенства в условии (46) выте-

кает из следующих соображений. В силу неравенства (45) функция  не может быть отрица-
тельной константой. Предположим, что она достигает отрицательного минимума на отрезке 
Согласно [5], [18], минимум функции  не может достигаться на краях отрезка или в точках,
где эта функция гладкая.

Если минимум функции  достигается в точке , то выполняются неравенства
, причем мы рассматриваем случай, когда хотя бы одно из этих нера-

венств строгое. Но в таком случае это противоречит неравенству .
Итак, функция  не может достигать отрицательного минимума на отрезке , откуда

следует утверждение леммы.
Докажем теперь существование хотя бы одного решения задачи (4), заключенного между

верхним и нижним решениями.

Лемма 2. Пусть существуют пары функций  и , являющиеся соответственно верхним
и нижним решениями в смысле определения 3. Тогда существует хотя бы одно решение  задачи (4)
в смысле определения 2, причем

(47)

Доказательство. Следуя [5], зададим итерационные процессы как
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(48)

где   – достаточно большая положительная константа,

и полагаем , а .
Согласно [19], каждая из задач (48) имеет единственное решение из класса

Поскольку функции , , ,  являются кусочно-гладкими и удовлетворяют неравен-
ствам ( ), то повторяя соответствующее доказательство из [5] с использованием леммы 1, полу-
чим, что функции , , , , где , образуют монотонные ограниченные последо-
вательности верхних и нижних решений, для которых справедливы цепочки неравенств

(49)

Пусть ,  – функции Грина задач (48) соответственно для - и v-компонент, тогда
их решения можно записать в виде (см. [19])

(50)

Из неравенств (49) следует существование пределов , , ,  каждой из последо-
вательностей, а следовательно, пределов правых частей равенств (50). Из последнего вытекает
ограниченность интегралов в правых частях (50).

Из условия 3 и непрерывности функций  по первым двум аргументам можно устано-

вить, как и в [5], что последовательности ,  не убывают, а
,  не возрастают.

Тем самым, для равенств (50) выполнены все условия теоремы Леви, что влечет за собой не-
прерывность функций , , ,  и справедливость при  предельных равенств

(51)

Правые части равенств (51) обращают уравнения (4) в тождества при , поскольку
гладкость функций , ,  и  нарушается
в единственной точке  Равенство  и аналогичные равенства для функций

, ,  следуют из равенств (51) непосредственно.
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Исходя из этого, а также свойств функций Грина  можно заключить, что  и
 являются решениями задачи (4) в смысле определения 2, тем самым у задачи (4) суще-

ствует, по крайней мере, одно решение  в интервале

Лемма 2 доказана.

3.2. Обоснование асимптотики
Согласно асимптотическому методу дифференциальных неравенств из [3], [4], будем строить

верхнее и нижнее решения задачи (4) отдельно слева и справа от точки  в таком же виде, как и
асимптотическое приближение (13):

(52)

(53)

Функции , , ,  являются модификациями функций  
(см. (14), (15)):

(54)

(55)

Введенные здесь функции,  и  обеспечивают выполнение неравенства (A3) и строятся

аналогично [4], [14], [15]; слагаемые , , а также слагаемые, содержащие ,
обеспечивают непрерывность верхнего и нижнего решений.

Функции  и  определим как решения систем уравнений

(56)

при  для функций с верхним индексом “ ” и при  для функций с верхним ин-
дексом “ ” с положительными константами  и . Здесь использованы обозначения (24). В си-
лу условий 1–3, 6 эти системы однозначно разрешимы:

(57)

Покажем, что функции ,  принимают строго положительные значения, для этого
учтем, что

Из этих неравенств следует, что , и в свою очередь из (57), что функции  и 
принимают положительные значения при положительных  и .
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Функции   определенные при  и   определенные при  за-
дадим как решения следующих систем уравнений:

(58)

(59)

Здесь использовано обозначение  где функции  определены выра-
жениями (11);

(60)

положительные константы , ,  будут выбраны ниже.
Прежде, чем выписать явные выражения для решений задач (59), необходимо исследовать ре-

шения однородных уравнений

(61)

Функции  непрерывны и ограничены соответственно на полупрямых  и  также
имеют место предельные соотношения  (см. обозначение (12) и усло-

вие 6). Согласно [20]–[22], при  существует функция , являющаяся решением урав-
нения (61), в которое входят функции с верхним индексом “ ”, а при  существует функция

, являющаяся решением уравнения (61), в которое входят функции с верхним индексом “ ”,
и при достаточно больших  справедливы оценки

(62)

где  – константы соответственно из интервалов 
Каждую из этих функций можно однозначно определить как решение соответствующей кра-

евой задачи:

(63)

Докажем две леммы относительно функций .

Лемма 3. Если  (см. условие 6), то для решений  задач (63) справедливы оценки

(64)

где , , , ,  – положительные константы, последние соответственно из интервалов
.

Доказательство. Сведем уравнения (63) к эквивалентным интегральным уравнениям

Утверждение леммы следует из этих уравнений, оценок (62) и

где , а  – те же, что в (64), справедливы при достаточно больших  в силу формулы
Лагранжа, обозначений (11), (12) и оценок (32).
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Лемма 4. Пусть функции  удовлетворяют условию 6. Тогда решения  задач (63)
строго положительны и выполняются неравенства

(65)

Доказательство. Используем метод верхних и нижних решений из [5].
Введем функции

(66)

где

В первом равенстве (66) использовано обозначение (43).

Докажем, что функции  и  являются соответственно парами верхних и нижних
решений задач (63).

В ходе доказательства будем использовать соотношения

(67)

где учтено равенство , вытекающее из условия 1 и использованы
обозначения (34).

Из условий 1, 3 и соотношения (67) следуют неравенства

(68)

Перепишем функции  в виде

(69)

Из условия 6 следует, что функции  принимают неположительные значения соответ-
ственно при  и 

Оценим поведение функций  и  при больших значениях . Будем считать, что 
достаточно большое, чтобы для всех  выполнялись оценки (см. [20]–[22]):

(70)

при  и

(71)

Выбор таких величин  возможен в силу неравенств (32) (подробнее см. [10], [17]) и второй па-
ры неравенств (68).
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Используя эти оценки, получаем неравенства

Обозначим

Если величины  принадлежат интервалу (71), то выполняются неравенства ,
поэтому при 

(72)
Из полученных оценок (64), (72), а также первой пары оценок (70) следует, что при достаточ-

но больших  выполняются неравенства

Очевидно, что

(73)
Согласно определению верхних и нижних решений задач (63), требуется еще доказать, что

выполняются неравенства (см. [5])

(74)

(75)
Подставив соотношения (67) в соответствующие выражения (69) и учитывая второе равенство

(7), придем к представлению

В силу положительности  и первого неравенства (68) в показателе экспоненты стоит
положительная величина, откуда следует справедливость неравенства (74) при  для функ-
ций с верхним индексом “ ” и при  для функций с верхним индексом “ ”.

Подставляя функции  и  в левые части уравнений (63), получаем

(76)

(77)

В силу условия 6, первого неравенства (68) и положительности функций  правые ча-
сти равенств (76) неположительны, а равенств (77) – неотрицательны, следовательно, неравен-
ства (75) выполняются.

Итак, функции  и  являются соответственно верхними и нижними решениям задач
(63), поэтому для решений этих задач справедливы неравенства (см. [5])

(78)
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Заметим, что функции  и  принимают строго положительные значения соответ-
ственно при , поэтому функции  строго положительны.

Выпишем выражения для производных :

Здесь использовано обозначение (43). В силу условия 6 справедливы неравенства 

. Отсюда с учетом (78) и (73) следует выполнение неравенств (65).
Лемма 4 доказана.
Выпишем явные выражения для решений задач (59):

(79)

В силу экспоненциального убывания функций  и  при , а также функций
 и  при  (см. оценки (64), (32) и обозначение (60)), для функций  спра-

ведливы экспоненциальные оценки типа (41).

Согласно лемме 4, функции  принимают строго положительные значения. Положив в
(58), (60) константу  достаточно большой, а константу  достаточно малой, можно до-
биться того, что функции , а также выражения в квадратных скобках в (58) будут прини-
мать отрицательные значения соответственно на полупрямых . Вместе с этим выбор доста-
точно большой величины  обеспечивает положительность функций , что, в свою оче-
редь, с учетом условий 1 и 3 влечет положительность , причем для  также будут
справедливы экспоненциальные оценки вида (41).

Функцию  определенную при  и функцию  определенную при  за-
дадим как решения задач

(80)

где  – положительная величина,

положительная константа  выбирается достаточно большой, а положительная константа 
достаточно малой таким образом, чтобы функции  принимали строго отрицательные зна-
чения соответственно на полупрямых  и .

Решения задач (80) могут быть выписаны явно:

(81)

Здесь использовано обозначение (43). Выбрав теперь положительную величину  достаточно
большой, добьемся положительности функций  Для них также справедливы оценки
типа (41).
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Функции  определяются как убывающие соответственно при  вместе с первы-
ми производными решения уравнений

на полупрямой  для функции с верхним индексом “ ” и на полупрямой  для функ-
ции с верхним индексом “ ”. Эти функции экспоненциально убывают соответственно при

 и имеют оценки типа (41) для .

Докажем теперь, что функции, определенные выражениями (52)–(55), удовлетворяют нера-
венствам (A1)–(A4), и тем самым действительно являются верхним и нижним решениями задачи (4).

Лемма 5. При достаточно малых значениях  пары функций  и 
определенные выражениями (52)–(55), являются соответственно верхним и нижним решениями за-
дачи (4).

Доказательство. Для доказательства леммы 5 нужно проверить выполнение неравенств (A1)–(A4).

Условие (A1) выполняется, поскольку функции , , ,  и  при-
нимают строго положительные значения в своих областях определения.

Для доказательства условия (A2) заметим, что оно тем более будет выполнено, если справед-
ливы неравенства

(82)

Подставляя в эти неравенства функции  и , с учетом уравнений (22), (25), (26), (56),
(59) и (80) получаем

Неравенства (82) выполняются при достаточно малых  и указанном выше выборе констант
    и  .

Выполнение условий (A3) доказывается так же, как в [4], [14], [15].

Проверим выполнение условия (A4) для верхнего решения (для нижнего решения это можно
сделать аналогично). Принимая во внимание условия сшивания (42), скачки производных каж-
дой из компонент верхнего решения в точке  можно выразить как

(83)

(84)

Используя явные выражения (79) и (81), получаем равенства
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(здесь мы учли равенство (73)) и

При достаточно малых  правые части этих равенств, а значит, и правые части равенств (83), (84)
могут быть сделаны положительными за счет достаточно больших ,  в силу леммы 4 и второго
неравенства из условия 5.

Лемма 5 доказана.
Доказательство теоремы 1. Применяя к задаче (4) лемму 5, в которой в качестве верхних и

нижних решений выступают функции  и , где     определены выражениями
(52)–(55), получаем, что у задачи (4) существует решение , для которого справедливы
неравенства (47).

Равномерную оценку (44) с точностью  можно получить так же, как и в [4], если постро-
ить асимптотическое приближение второго порядка решения задачи (4), а затем по аналогии с
(52)–(55) верхнее и нижнее решения этой задачи, являющиеся модификациями асимптотиче-
ского приближения второго порядка. Тогда оценка (44) будет следовать из неравенств (47).

Теорема 1 доказана.

4. ЛОКАЛЬНАЯ ЕДИНСТВЕННОСТЬ И АСИМПТОТИЧЕСКАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ 
СТАЦИОНАРНОГО РЕШЕНИЯ

Теорема 2. Пусть выполняются условия 1–6. Тогда для достаточно малых  решение
 задачи (1) локально единственно как решение задачи (4) и асимптотически устойчиво в

смысле Ляпунова c областью притяжения не меньше , где 
   определяются выражениями (52)–(55).

Прежде чем переходить к доказательству, введем некоторые обозначения и определения.

Для любого  положим , , 
.

Обозначим

Определение 4. Будем называть задачу

(85)

где  – любое положительное число, вспомогательной к задаче (1).
Для доказательства теоремы 2 сначала докажем существование и единственность решения

вспомогательной задачи в смысле определения 1, в котором временной промежуток  сужен до
 а затем расширим временной интервал до , пользуясь произвольностью 

Доказательство для вспомогательной задачи проведем с помощью метода верхних и нижних
решений.

( )(
)

− +
− − −

σ=
+ + +

+∞
− − − + + +

−∞

  ∂− = , δ − α + , , , − σ σ ∂ Ψ , 

− α + , , , +

 
+ Ψ σ , σ σ + Ψ σ , σ σ

Ψ , 
 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

0 0 0 0 0 0
0 00

( ) ( ) ( )
0 0 0 0

0
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0
0 0 0

1( ) [ ( ) (0)] 0
( )

[ ( ) (0)] ( 0)

1 ˆ ˆˆ ˆ( ( ) ) ( ) ( ( ) ) ( )
( )

u
udm u dm u H q p x q u f q p x

d d u p q

x q u f q p x

u q F d u q F d
p q

.



ε
δv δu

,( )U V ,( )U V ,U ,V ,U V
ε ε,( ( ) ( ))u x v x

ε2( )O

ε > 0
ε ε,v( ( ) ( ))u x x

, ε , , ε × , ε , , ε[ ( ) ( )] [ ( ) ( )]U x U x V x V x , ε ,( )U x
, ε ,( )V x , ε ,( )U x , ε( )V x

> 0T = ∈ ×: {( , ) (0,1) (0, ]}TD x t T − = ∈ ×( )
0: {( , ) (0, ) (0, ]}TD x t x T + =( ) :TD

= ∈ ×0: {( , ) ( ,1) (0, ]}x t x T

,ε ,ε
∂ ∂ ∂ ∂, := ε − − , , , ε , , := ε − − , , , ε .

∂ ∂∂ ∂v

v v
v v v v

2 2
4 2

2 2( ) ( ) ( ) ( )t t
u

u uL u f u x L u g u x
t tx x

+ε − = , , , ε , ∈ , , ε − = , , , ε , ∈ , , ∈ ,4 2( ) (0 1) ( ) (0 1)xx t xx ty y f y z x x z z g y z x x t R

, = , = , = , = , ∈ , ,(0 ) (1 ) (0 ) (1 ) 0 (0 ]x x x xy t y t z t y t t T

, ε ≤ , = ≤ , ε , , ε ≤ , = ≤ , ε , ∈ , ,v
0 0( ) ( 0) ( ) ( ) ( ) ( 0) ( ) ( ) [0 1]U x y x u x U x V x z x x V x x

T

+
0R

, ,[0 ]T +
0R .T



1868

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 61  № 11  2021

ЛЕВАШОВА, ТИЩЕНКО

Определение 5. Пары функций  и  из 

  называются соответственно верхним и нижним ре-
шениями задачи (85), если для них выполняются следующие неравенства:

(B1). , , ;

(B2). , , 

, ;

(B3). , , , , 

, ;

(B4). , , , 

, ,  .

Лемма 6. Пусть некоторые  и  являются соответственно верхним и нижним ре-
шениями в смысле определения 5. Тогда для любого  существует единственное решение

 вспомогательной задачи (85), причем в  выполняются неравенства

(86)

Доказательство. Как и в предыдущем разделе определим итерационные процессы для постро-
ения последовательностей верхних и нижних решений начально-краевой задачи (85):

(87)

где ,  – достаточно большая положительная константа,

Также полагаем  и .

Согласно [23], каждая из задач (87) имеет единственное решение из класса 
Действуя так же, как в [12], можно показать, что эти решения принадлежат классу

Поскольку функции , , ,  являются кусочно-гладкими и для каждого значения
 удовлетворяют неравенствам ( ), то, повторяя рассуждения из [5] и используя утвер-

ждение, аналогичное лемме 1 для параболических уравнений из [12], можно доказать, что после-
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довательности верхних и нижних решений в  обладают свойством монотонности и ограничен-
ности типа (49), и, следовательно, существуют их предельные функции    

Обозначим через  функцию Грина первой из задач (87).
Рассмотрим для каждого натурального номера  функцию

(88)

Эта функция удовлетворяет первому уравнению (87) всюду, кроме точки  Докажем, что она
является гладкой в  Тогда возможность представления решения задач (87) в виде (88) будет
следовать из единственности решения.

Обозначим

где  – функция Хевисайда, определенная как 

Заметим, что функции  непрерывны.
Пусть

Функции  также являются непрерывными.

Решения первой задачи (87) для каждого натурального  можно представить в виде

(89)

где

(90)

(91)

Очевидно, что  является классическим решением задачи

Функция  удовлетворяет уравнению

однородным условиям Неймана на краях отрезка  и однородным начальным условиям.
Рассмотрим функцию
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Эта функция непрерывна всюду в  (см. [24], а также оценки функции Грина в [25]) и совпадает
всюду в  с производной функции (91):

Справедлива цепочка равенств

(92)

В силу непрерывности  существует предел правой части цепочки при , следова-
тельно, существует и предел левой части: . Гладкость функции  во
всех остальных точках области  следует из выражения (91) и непрерывности функции .

Из непрерывности в точке  производных функций  и  следует непрерыв-
ность производной их суммы .

Непрерывность производных , ,  доказывается аналогично.
Далее, рассуждая так же, как и при доказательстве леммы 2, с использованием теоремы Леви

можно доказать непрерывность предельных функций , , ,  в , а затем и
справедливость предельных равенств при , в частности,

(93)

Аналогичные равенства справедливы для функций   и 

Непрерывность производных    и  доказывается точно так же, как

это было сделано для функций 
Из равенств (93) и единственности решения параболической задачи, согласно [5], следует,

что пара функций   является единственным реше-
нием задачи (85), удовлетворяющим неравенствам (86).

Лемма 6 доказана.
Доказательство теоремы 2. Рассмотрим теперь функции

(94)

в которые входят верхние и нижние решения , , ,  задачи (4) и точное ре-
шение  задачи (4), которое существует, согласно теореме 1. Здесь  – положительная
константа.

В полной аналогии с [11] можно доказать, что при достаточно малом  функции (94) являются
нижним и верхним решениями задачи (85) для любого 

Далее, применяя лемму 6 к решению задачи (85) и учитывая произвольность , заключаем
существование единственного решения  в смысле определения 1 задачи (1) для на-

чальных функций  , заданных на промежутках

(95)

Кроме того, верны равенства

(96)
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Из этих неравенств с учетом выражений (94) следуют предельные равенства

Эти равенства означают асимптотическую устойчивость по Ляпунову стационарного решения
задачи (1), а в силу единственности функций  из этих предельных равенств и оце-
нок (47), установленных в ходе доказательства теоремы 1, вытекает единственность решения

 задачи (4) в интервале (47).
Наконец, положив  в выражениях (94) с учетом соотношений (95), получаем, что область

притяжения стационарного решения не меньше , где функции 
   определяются равенствами (52)–(55).
Теорема 2 доказана.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В настоящей работе рассмотрен наиболее простой для анализа случай задачи на отрезке. Не-

смотря на это, полученных результатов уже достаточно для разработки и обоснования различных
физических моделей, особенно в тех случаях, когда предпочтительно или попросту неизбежно
применение численных методов. Более того, естественным продолжением работы будет ее рас-
пространение на двумерные задачи. Кроме того, результаты работы могут быть полезными для
разработки эффективных методов численного моделирования задач с большими градиентами
(см. [26]–[31]).
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