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Рассматривается задача кубической сплайн-интерполяции на сетке Бахвалова функций с
большими градиентами. Получены оценки погрешности на классе функций с большими гра-
диентами в экспоненциальном пограничном слое. В соответствии с полученными оценками
погрешность сплайна может неограниченно возрастать при стремлении малого параметра к
нулю при фиксированном числе узлов сетки. Предложен модифицированный интерполяци-
онный кубический сплайн с оценкой погрешности порядка  равномерно по малому
параметру, где  – число узлов сетки. Библ. 10. Табл. 2.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Кубические сплайны широко применяются для гладкой интерполяции функций [1], [2]. При

применении разностных методов к решению сингулярно возмущенных задач используются сет-
ки, сгущающиеся в пограничном слое. При этом возникает необходимость восстановления
функции для всех значений независимой переменной. В случае кусочно-равномерной сетки
Г.И. Шишкина [3] в [4] получены асимптотически точные оценки погрешности и показано, что
сходимость интерполяционного процесса неравномерна по малому параметру. Построен моди-
фицированный сплайн на сетке Шишкина, погрешность которого равномерна по малому пара-
метру.

В данной работе исследуется кубическая сплайн-интерполяция [2] на сетке Н.С. Бахвалова
[5], сгущающейся в пограничном слое. Получены оценки погрешности интерполяции, которые,
однако, не являются равномерными по малому параметру . На основе численных эксперимен-
тов показано, что при  погрешность интерполяции на погранслойной составляющей мо-
жет неограниченно возрастать, и необходима разработка специальных методов интерполяции
для данного класса задач. Предложен модифицированный интерполяционный сплайн, позволя-
ющий построить интерполяционный процесс, сходящийся с порядком  равномерно по
малому параметру 

Обозначения. Зададим сетку интервала :

Обозначим через  пространство полиномиальных сплайнов степени  дефекта 1 [2]
на сетке . В случае необходимости будем считать разбиение  продолженным левее точки 

1)Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (код проекта 20-01-00650) и программы фундаментальных
исследований СО РАН 1.1.3., проект 0314-2019-0009.
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с шагом  и правее точки  с шагом . Под  и  будем подразумевать
положительные постоянные, не зависящие от параметра  и числа узлов сетки. При этом один и
тот же символ  может обозначать разные константы. Будем писать , если справедлива
оценка  и , если  и  ,  – пространства непрерыв-
ных и квадратично суммируемых на  функций с нормами  и  соответственно,

 – скалярное произведение в . Пусть  – постоянный шаг сетки  вне области погра-
ничного слоя 

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Пусть интерполируемая функция  представима в виде

(2.1)

где для некоторой постоянной  имеем

(2.2)

где функции  и  в явном виде не заданы, , . Декомпозиция (2.1) справедлива
для решения сингулярно возмущенной краевой задачи [3].

Зададим сетку интервала  на основе [5].

Пусть  при  и  при .

В случае  определим узлы сетки  по формуле

(2.3)
где

(2.4)

Таким образом, при  сетка  равномерна на промежутке  с шагом

.

В случае  сетку  определим как равномерную с шагом .

Зададим кубический сплайн  на сетке , определяемый из условий интерпо-
ляции

Целью работы является оценка погрешности сплайна  на сетке, заданной в соответ-
ствии с работами [5], [6], в случае функции , представимой в виде (2.1), а также построение
интерполяционного сплайна, позволяющего получить интерполяционный процесс, сходящий-
ся равномерно по параметру 

3. ФОРМУЛИРОВКА ОСНОВНЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ

Теорема 1. Найдутся такие постоянные ,  и , не зависящие от , что при 
будут справедливы оценки

(3.1)
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Теорема 2. Для произвольной постоянной  найдется такая постоянная , что при 
будет справедлива оценка

(3.2)

В связи с неравномерной по  сходимостью кубического сплайна  согласно оценкам (3.1)
и результатам вычислительных экспериментов, приведенным ниже, по аналогии с [4] определим мо-
дифицированный интерполяционный сплайн. Положим ,

, . Пусть  – интерполяционный кубический сплайн,
определяемый из условий

(3.3)

Теорема 3. Найдутся такие не зависящие от ,  постоянные , , что при  будет
справедлива оценка

(3.4)

Замечание 1. Можно считать, что в теоремах 2, 3 константа  одна и та же. Иначе достаточно в качестве
 взять минимум этих констант.

Замечание 2. В силу теорем 2, 3 применение интерполяционного сплайна  при  и ин-

терполяционного сплайна  при  позволяет получить равномерные по  оценки погреш-

ности порядка 

4. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ ДЛЯ ТЕОРЕМЫ 1

Как и в условии теоремы 1, в этом разделе считаем выполненным условие , где  –
достаточно малая константа.

Ниже, не ограничивая общности, будем считать, что в (2.2) , так как общий случай сво-
дится к этому заменой  с сохранением оценок вида (2.2).

Лемма 1. При  последовательность шагов  при  монотонно возрастает и справед-
ливы формулы

(4.1)

(4.2)

Формула (4.1) следует из (2.3) и задания , формула (4.2) следует из (4.1).
Пусть

(4.3)
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есть -сплайн первой степени, . С учетом леммы 1

Пусть  . При  и  положим

, . Тогда с учетом двух последних формул получаем

(4.4)

Пусть . Изучим функцию . Согласно [7, гл. 5],
справедлива формула , где  – ортогональный в  проектор на .
Обозначим через  линейный интерполянт  в узлах сетки, а через 
функцию из , равную  при  и нулю при . Очевидно, что

. Тогда имеем

(4.5)
Представим функцию  в виде

(4.6)

Из условий ортогональности разности  пространству  получаем систему
линейных уравнений для коэффициентов

(4.7)

Представим систему (4.7) в матричном виде
(4.8)

где  – матрица Грама нормированных -сплайнов, где ,

(4.9)

Лемма 2. Матрица  имеет вид

(4.10)

Матрица  имеет строгое диагональное преобладание по строкам с показателем преобладания .
Доказательство получается вычислением интегралов в (4.7) с учетом (4.2)–(4.4). Обозначим

через  спектральное число обусловленности .

B ( ) /
, + +, = +

2

1 2
1 1 2[0 1]

1
3n n nLN h h

( )( )
/

/

, ,

/

 ε − , ≤ ≤ − ,

  = ε + , = − ,  ε 
 , − ≤ ≤ − .

2

1 2

1 2

1 [0 1]

1 2

*(( /( /2 )) ) 0 /2 3

* ln 1 /2 2

*( ) /2 1 1

n L

O N n n N

hN O n N

O h N n N

, ,, ,= ,�

2
1 11 [0 1]( ) ( )n nn Lx N x NN ≤ ≤ −0 2n N = −1n = − 1n N

− , ,= +� �

11 0 1 1( ) ( )N x N x h − , − ,= −� �

11 2 1( ) ( )N N NN x N x h

( )( )
− /

− /

, ,

− /

 ε − , ≤ ≤ − ,


 = ε + , = − ,  ε 
 , − ≤ ≤ − .

�

1 2

1 2

1 [0 1]

1 2

*(( /( /2 )) ) 0 /2 3

* ln 1 /2 2

*( ) /2 1 1

n C

O N n n N

hN O n N

O h N n N

= , Φ − Φ3( ) ( ) ( )e x S x x = , Φ − Φ3''''( ) ( ) ''( )e x S x x
, Φ = Φ3''( ) ''( )S x P x P ,2[0 1]L Ω, ,( 1 1)S

∈ Ω, ,� ( ) ( 1 1)gI x S Φ''( )x ( )gI x
Ω, ,( 1 1)S � ( )gI x / −∈ , 2 2[0 ]Nx x / −∈ ,2 1[ 1]Nx x

∈ Ω, ,( ) ( 1 1)gI x S

= Φ − + − Φ .''( ) ( ''( ) ( )) ( ( ) ''( ))e x P x gI x gI x x

Φ −( ''( ) ( ))P x gI x
−

,
=−

Φ − = α . �

1

1
1

( ''( ) ( )) ( )
N

n n
n

P x gI x N x

, Φ − Φ3''( ) ''( )S x x Ω, ,( 1 1)S

−

, , ,
=−

α , = Φ − , ,ρ − ≤ ≤ − . � � �

1

1 1 1
1

ˆ( ) ( '' ) 1 1
N

n n k k
n

N N gI N k N

Γα = ,F

, ,Γ = γ = ,� �

1 1{ } {( )}nk n kN N B ≤ γ ≤0 1nk

− − ,= , , , , = Φ − , .�…
т

1 0 1 1( ) ( '' )N j jF F F F F gI N

Γ

− −Γ = , , , − ≤ ≤ − , = = ,1 1{ } 1 1 0n n n Ntridiag a c b n N a b

+ = = > , ≤ ≤ − , ≠ − , ≠ − ,1 *(1) 0 0 2 /2 3 /2 2n na b O n N n N n N

( ) /

/ − / −
 ε + ε= = , 
 

1 2

2 1 2 2
ln(1 / )*N N

ha b O
h

/

/ − / −
  = = ,   + ε  

1 2

2 2 2 3
1*

ln(1 / )N Na b O
h

− −= , ≤ ≤ − , = = .1 11 0 2 1/ 2n Nc n N c c

Γ 1/ 2

Γ2cond Γ



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 61  № 12  2021

ПРИМЕНЕНИЕ КУБИЧЕСКОГО СПЛАЙНА 1959

Следствие 1. Матрица  имеет вид

где ,  – трехдиагональные матрицы порядка  и  соответ-
ственно, с диагональным преобладанием по строкам с показателем преобладания 

, , ;  и  – прямоугольные матрицы с единственным не-

нулевым элементом порядка  в левом нижнем и правом верхнем углах соот-

ветственно. Матрица  имеет вид

где  – трехдиагональная квадратная матрица порядка  со строгим диаго-
нальным преобладанием по строкам с показателем преобладания , ,

;  – матрицы с единственным ненулевым элементом порядка

.

Лемма 3. Матрицы ,  обратимы, и для элементов обратных матриц  при  справед-

ливы оценки  Аналогичные оценки справедливы для элементов матрицы . Здесь
, ,  не зависят от .

Доказательство. Обратимость матриц ,  и оценки элементов вытекают из строгого диа-
гонального преобладания с показателем преобладания  и теоремы Демко [8]. Лемма доказана.

Лемма 4. Для матрицы  справедливо представление

где элементы  матриц  при некотором , не зависящим от , , удовлетворяют оценкам

(4.11)

(4.12)

Доказательство. Применяя блочный метод Гаусса, находим

(4.13)

где . Здесь обратимость всех блоков и равномерная по ,  ограниченность
норм всех обратных матриц вытекает из следствия 1. Отсюда получаем, что и  равномерно
ограничена по норме. Из теоремы Демко [8] получаем, что элементы матрицы  удовлетворяют
оценкам вида (4.11). С учетом этого оценки (4.11), (4.12) вытекают из (4.13) и следствия 1. Лемма
доказана.

Лемма 5. Для матрицы  справедливо представление
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где элементы  матриц  при некоторой постоянной , не зависящей от , , удовлетворяют
оценкам

(4.14)

(4.15)

(4.16)

где ,  при , ; , 
при , ;

(4.17)

где ,  при , ;  при ,
.

Доказательство. Применяя блочный метод Гаусса аналогично (4.13), находим

(4.18)

где . Здесь обратимость всех блоков и равномерная по ,  ограниченность
всех обратных матриц вытекают из следствия 1. Более того, из теоремы Демко [8] вытекает, что
элементы матрицы  удовлетворяют оценкам вида (4.14), поэтому в силу вида матриц , 
таким же оценкам удовлетворяют и элементы матрицы . Но для матриц, имеющих обратную,
ограниченную в спектральной норме константой, не зависящей от порядка матрицы и парамет-
ров, определяющих ее элементы, в [9] было доказано, что и элементы обратной матрицы  удо-
влетворяют таким же оценкам, возможно, с другой константой , также не зависящей от

, . Там же было доказано, что элементы произведения двух матриц, удовлетворяющих оцен-
кам вида (4.14), удовлетворяют таким же оценкам. Отсюда вытекают оценки (4.14).

Оценки (4.15) вытекают из (4.18), леммы 4, следствия 1 и оценок вида (4.14) для элементов .
Докажем оценки (4.16) при , . Пусть

. Поскольку у матрицы  отличен от нуля единственный эле-
мент , то, перемножая матрицы, находим для элементов матрицы :

. Учитывая оценки (4.12), (4.10), (4.14) для первого, второго и тре-
тьего сомножителей соответственно, получаем (4.16). При ,  оценки (4.17) получаются в
силу симметрии . Лемма доказана.

Лемма 6. Для элементов  из (4.9) справедливы оценки

(4.19)

Доказательство получается прямым вычислением интегралов в (4.9) с учетом (4.4) и оценки
погрешности формулы линейной интерполяции.
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Лемма 7. Для коэффициентов  в разложении  по  справедливы оценки

(4.20)

Доказательство. Имеем . Пусть , где  ,
. Тогда согласно лемме 5, для произвольного  справедливо представ-

ление

(4.21)

В силу (4.14), (4.19) имеем

(4.22)

Далее, так как  при , учитывая (4.2), получаем

(4.23)

(4.24)

В силу (4.15), (4.19), (4.2) имеем

(4.25)

Учитывая (4.16), (4.19), (4.2), имеем

Первая оценка в (4.20) получена. Теперь оценим . Имеем

(4.26)

Аналогично имеем

(4.27)
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Так как норма  равномерно ограничена, то . Учитывая (4.19), имеем

(4.28)

(4.29)

Наконец,

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)

Покажем, что последняя сумма в (4.34) является равномерно ограниченной. Эту сумму запишем
в виде

(4.35)

Тогда

(4.36)

если . Далее, при  имеем

(4.37)

Утверждение леммы следует из (4.21)–(4.37).
Лемма 8. Найдутся такие константы , , не зависящие от , , что будут справедли-

вы оценки

(4.38)
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Доказательство. Поскольку в каждом узле  отличен от нуля только один -сплайн , то
справедливо равенство . Отсюда, из леммы 7 и оценок (4.4) следует
утверждение леммы.

Лемма 9. Пусть . Справедливы оценки

(4.39)

Доказательство. В силу (4.5), (4.38) достаточно оценить . Это выражение
представляет собой погрешность формулы линейной интерполяции на интервале , по-
этому для него справедлива оценка (4.39). Это доказывает лемму.

5. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ ДЛЯ ТЕОРЕМЫ 2

Как и в ограничениях теоремы 2, в этом разделе предполагаем, что 

Лемма 10. При  последовательность шагов ,  монотонно возрастает и справед-
ливы оценки

(5.1)

Доказательство. В силу (2.3), при  имеем

и первая оценка в (5.1) доказана. Вторая оценка очевидна, так как при  шаги сет-
ки имеют одинаковую длину . Лемма доказана.

Рассмотрим -сплайн (4.3). Тогда , и с учетом (5.1) ,

.

Пусть . Тогда

(5.2)

Пусть . Повторяя рассуждения, приведенные после леммы 1, и используя
те же обозначения, приходим к системе уравнений вида (4.7).

Лемма 11. Матрица  из (4.8) имеет вид:

Матрица  имеет строгое диагональное преобладание по строкам с показателем преобладания .
Доказательство получается вычислением интегралов в (4.7) с учетом (5.1), (5.2).

Лемма 12. Матрица  обратима, и для элементов обратной матрицы  справедливы
оценки

(5.3)
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Доказательство. Обратимость матрицы  и оценки элементов вытекают из строгого диаго-
нального преобладания с показателем преобладания  и теоремы Демко [8]. Лемма доказана.

Лемма 13. Для элементов  справедливы оценки

(5.4)

Доказательство получается прямым вычислением интегралов в (4.9), с учетом (5.2) и оценок
погрешности линейной интерполяции.

Лемма 14. Найдется достаточно малая постоянная , что при  для коэффициентов 
в (4.6) справедливы оценки

(5.5)

Доказательство. В силу (5.3), (5.4) имеем

(5.6)

Покажем, что сумма в (5.6) ограничена константой. Имеем

(5.7)

Оценим  В силу (5.1) получаем при 

(5.8)

если . Это условие выполнится, если задать . Учитываем, что в силу (5.1)
, поэтому при таком задании 

(5.9)

Наконец, в силу (5.1) при  имеем

(5.10)

Поэтому

(5.11)

Из (5.6)–(5.11) вытекает (5.5). Лемма доказана.

Лемма 15. Пусть для произвольных постоянных ,  выполняется оценка . Тогда
найдется постоянная  такая, что будут справедливы оценки:

(5.12)

Доказательство. Пусть  Оценим , используя соотношения (5.6), (5.7). В
силу (5.1) имеем

(5.13)
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Поэтому с учетом того, что , для  из (5.7) имеем

(5.14)

а оценка (5.11) для  сохраняет силу. Итак, ,  ограничены сверху постоянной. С учетом (5.6)
получаем оценку (5.12) при .

Рассмотрим случай . По аналогии с (5.6) с учетом  имеем

(5.15)

Далее аналогично (5.7) представим

(5.16)

Очевидно, что , так как . Оценим . При  имеем

(5.17)

Оценивая  по аналогии с (5.13), получаем, что оценка для  соответствует (5.14)
при . Итак, для некоторой постоянной  будет .

По условию леммы , поэтому с учетом (2.3), (2.4) получаем, что  Теперь
оценка (5.12) при  следует из (5.15)–(5.17). Лемма доказана.

Лемма 16. Пусть для некоторой постоянной  будет . Тогда найдется такая посто-
янная , что будут справедливы оценки

(5.18)

Доказательство. Поскольку в каждом узле  отличен от нуля только один -сплайн , то
справедливо равенство . Отсюда, из лемм 14, 15 и оценок (5.2) сле-
дует утверждение леммы.

Лемма 17. Пусть для некоторой постоянной  . Тогда справедливы оценки

(5.19)

Доказательство. В силу (4.5), (5.18) достаточно оценить . Но оценка этого
выражения вытекает из оценки погрешности формулы линейной интерполяции на отрезке

 и соответствует (5.19). Лемма доказана.

6. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ ДЛЯ ТЕОРЕМЫ 3

Рассмотрим модифицированный сплайн  из (3.3). Обозначим через  нормализо-
ванный -сплайн степени  на сетке  [2]. Для функций  справедливы следующие форму-
лы (см. [2, с. 31]):

(6.1)

(6.2)
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Представим  в виде

Далее коэффициенты  соответствуют разложению сплайна . Из условий интерполяции
(3.3) получаем систему уравнений для коэффициентов:

(6.3)

Преобразуем систему (6.3) в соответствии с [10]. Для этого вычислим значения входящиx в нее
кубических сплайнов и их производных по формулам (6.1), (6.2) и исключим из двух первых и
двух последних уравнений неизвестные  и . В результате формулы для  и  будут
иметь вид

(6.4)

а система уравнений для остальных коэффициентов примет вид

(6.5)

где , , , – матрица порядка  . Не-
нулевые элементы матрицы  имеют вид

(6.6)
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Элементы вектора  имеют вид

(6.19)

Учитывая, что в силу (4.1) имеем , из (6.7) находим, что в строке с номе-
ром (–2) матрица  будет иметь диагональное преобладание с показателем преобладания

. Отсюда же следует диагональное преобладание с показателем  в строках с номе-
рами .

Далее в силу (6.6) при  имеем

(6.20)

Но в силу (4.1) получаем

(6.21)

Далее,

Поэтому  при . Отсюда в силу (6.20), (6.21) и того, что последова-
тельность  возрастает, имеем

Осталось рассмотреть строки с номерами , , .

Пусть . Учитывая, что при  , при  ,

из (6.5)–(6.18) получаем, что

Таким образом, доказано, что при достаточно малых  в строках с номерами , ,
 также будет диагональное преобладание с показателем преобладания, не зависящим

от , .
Итак, доказана

Лемма 18. Найдутся такие константы , , не зависящие от , что при 
матрица  имеет строгое диагональное преобладание по строкам с показателем преобладания .

Изучим аппроксимационные свойства пространства .
Лемма 19. Пусть функция  удовлетворяет оценкам (2.2). Тогда найдется такая функция

, что будут справедливы оценки

(6.22)
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(6.23)

Доказательство. В соответствии с [2] для кубического сплайна справедлива оценка по-
грешности

(6.24)

Согласно (2.2), , поэтому в соответствии с (6.24) имеем

(6.25)

В соответствии с (6.25) остается оценить погрешность на составляющей . Тогда при обос-
новании будем считать, что , . Будем считать функцию  продолженной левее
точки  и правее точки  многочленами Тейлора третьей степени с центрами в  и

 соответственно. Обозначим через  множество всех многочленов третьей степени. Тогда,
согласно [7, с. 137], существует такая функция , что справедливы оценки

(6.26)

Зафиксируем произвольный отрезок  . Обозначим через  многочлен Тейлора степе-
ни 3 функции  с центром разложения в точке . Имеем

(6.27)

Из (6.27), (2.2) получаем для 

(6.28)

Но в силу (2.3) имеем

(6.29)

Из (6.28), (6.29), (4.2), учитывая, что , при  получаем

(6.30)

При  имеем

(6.31)

Из (6.30), (6.31), (6.26) получаем (6.22).
Докажем (6.23). Для этого заметим, что в силу (6.22), (6.30), (6.31) будет
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Но функция  на отрезке  есть многочлен третьей степени. Поэтому в си-
лу эквивалентности норм в пространстве многочленов третьей степени на фиксированном от-
резке будем иметь

(6.32)

Далее, дифференцируя равенство (6.27), получаем

(6.33)

Повторяя для (6.33) выкладки, проделанные с (6.27) при доказательстве (6.22), находим

(6.34)

Из (6.32), (6.34), учитывая соотношение  получаем (6.23) при . При 

будет  и , откуда аналогично получаем (6.23) при

. Лемма доказана.

7. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМ

Доказательство теоремы 1. В соответствии с [2] для интерполяционного кубического сплайна
 справедлива оценка погрешности (6.24).

В соответствии с представлением (2.1) , а для погрешности сплайна
на составляющей  справедлива оценка (6.25). Остается оценить  для
каждого сеточного интервала.

В случае  параметр  ограничен положительной константой снизу, поэтому в соответ-
ствии с (6.24), (2.2) сплайн  имеет погрешность порядка  равномерно по  Поэтому
ниже будем предполагать, что  и .

Вначале докажем оценки (3.1) для . Зафиксируем . Пусть 

. Тогда, поскольку , то, рассматривая  как решение краевой
задачи  с нулевыми краевыми условиями на интервале , получаем

(7.1)

где функция Грина имеет вид

Поскольку , то из (4.39), (4.2), (2.3) получаем

С учетом оценки (6.25) получаем оценку (3.1) для .
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При  имеем

(7.2)

Далее, при  имеем

(7.3)

Учитывая (4.38) и то, что  при , т.е. , получаем

(7.4)

Из (7.2), (7.3), (7.4), (6.25) получаем оценку (3.1) для .

Аналогично при 

(7.5)

Учитывая, что при  согласно сказанному выше, ,  и учитывая
(4.38), получаем

(7.6)

Из (7.5), (7.6), леммы 1 и (6.25) следуют оценки (3.1) при . Теорема 1 доказана полно-
стью.

Доказательство теоремы 2. Оценку (3.2) получим на основе оценивания погрешности на каж-
дом интервале  Для погрешности  на интервале  справедливо соотношение (7.1).
На основе (7.1), (5.19) получаем

(7.7)

Из (2.3), (2.4), (5.1), (7.7) находим при 

Отсюда получаем оценку (3.2) при  .

При  оценка (3.2) непосредственно вытекает из (7.7). Теорема 2 доказана.

Доказательство теоремы 3. Введем в рассмотрение err(x) = , где  – функ-
ция из леммы 19. Представим ее в виде

Тогда аналогично (6.3)–(6.5) для коэффициентов  получаем систему

(7.8)
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и условия

(7.9)

С учетом условий интерполяции для сплайна  имеем

(7.10)

(7.11)

причем в силу леммы 19 и (7.10), (7.11) справедливы оценки

(7.12)

Из леммы 18, (7.8), (7.9), (7.12) получаем, что , откуда следует, что

(7.13)

Из (7.13) и леммы 19 получаем оценку (3.4) теоремы 3.

8. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННЫХ ЭКСПЕРИМЕНТОВ
Зададим функцию вида (2.1):

Результаты расчетов сведены в две таблицы. В таблицах приведены максимальные погрешно-
сти сплайновой интерполяции, вычисленные в узлах сгущенной сетки, получающейся из исход-
ной расчетной сетки разбиением каждого ее сеточного интервала на 10 равных частей.

В табл. 1 приведены погрешности сплайна  на сетке Бахвалова в зависимости от  и .
Результаты вычислений согласуются с оценками теоремы 1. Из таблицы видно, что погрешность
возрастает при уменьшении  для фиксированного  при . Этот результат аналогичен
результату, установленному в [4] для интерполяционного кубического сплайна на сетке Шиш-
кина.

Теперь остановимся на погрешности модифицированного сплайна , определяемого на
основе условий интерполяции (3.3). В табл. 2 приведены погрешности и вычисленные порядки
точности для модифицированного сплайна. Результаты вычислений согласуются с погрешно-
стью сплайна порядка 
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Таблица 1. Погрешность интерполяционного кубического сплайна ,3( )S x u

ε
N

42 52 62 72 82 92
−110 −. × 41 33 10 −. × 51 02 10 −. × 76 99 10 −. × 84 52 10 −. × 92 89 10 −. × 101 82 10
−210 −. × 41 72 10 −. × 51 06 10 −. × 76 74 10 −. × 87 95 10 −. × 98 80 10 −. × 98 12 10
−310 −. × 44 82 10 −. × 51 37 10 −. × 77 04 10 −. × 84 38 10 −. × 92 71 10 −. × 101 64 10
−410 −. × 36 35 10 −. × 41 88 10 −. × 65 45 10 −. × 71 56 10 −. × 94 45 10 −. × 101 72 10
−510 −. × 27 22 10 −. × 32 19 10 −. × 56 62 10 −. × 61 98 10 −. × 85 86 10 −. × 91 71 10
−610 −. × 17 73 10 −. × 22 38 10 −. × 47 28 10 −. × 52 22 10 −. × 76 76 10 −. × 82 05 10
−710 .8 06 −. × 12 49 10 −. × 37 70 10 −. × 42 37 10 −. × 67 29 10 −. × 72 24 10
−810 .83 1 .2 58 −. × 27 98 10 −. × 32 47 10 −. × 57 64 10 −. × 62 36 10
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9. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Впервые проведен анализ погрешности кубического сплайна на сетке Бахвалова при наличии
экспоненциального пограничного слоя. Получена оценка погрешности сплайна, из которой
следует, что погрешность может неограниченно расти с уменьшением значения малого парамет-
ра. Проведена модификация кубического сплайна, основанная на сдвиге двух точек интерполя-
ции, при которой оценка погрешности становится порядка  равномерно по малому пара-
метру. Приведены результаты вычислительных экспериментов, согласующиеся с полученными
оценками погрешностей.
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Таблица 2. Погрешность модифицированного кубического сплайна

ε
N

42 52 62 72 82 92
−110 −. × 42 21 10 −. × 51 85 10 −. × 61 35 10 −. × 89 09 10 −. × 95 02 10 −. × 103 78 10

.3 57 .3 78 .3 89 .3 94 .3 97
−210 −. × 41 67 10 −. × 51 09 10 −. × 61 00 10 −. × 71 16 10 −. × 81 45 10 −. × 91 47 10

.3 93 .3 45 .3 11 .3 00 .3 31
−310 −. × 41 89 10 −. × 51 10 10 −. × 76 49 10 −. × 84 06 10 −. × 92 59 10 −. × 102 16 10

.4 10 .4 09 .4 00 .3 96 .3 59
−410 −. × 42 25 10 −. × 51 35 10 −. × 78 05 10 −. × 84 74 10 −. × 92 77 10 −. × 101 61 10

.4 05 .4 07 .4 09 .4 10 .4 10
−510 −. × 42 46 10 −. × 51 51 10 −. × 79 19 10 −. × 85 57 10 −. × 93 35 10 −. × 102 00 10

.4 03 ,4 04 .4 04 .4 05 .4 07
−610 −. × 42 58 10 −. × 51 60 10 −. × 79 84 10 −. × 86 05 10 −. × 93 71 10 −. × 102 26 10

.4 02 .4 02 .4 02 .4 03 .4 03
−710 −. ⋅ 42 66 10 −. × 51 65 10 −. × 61 02 10 −. × 86 33 10 −. × 93 91 10 −. × 102 41 10

.4 01 .4 01 .4 01 .4 02 .4 02
−810 −. × 42 71 10 −. ⋅ 51 68 10 −. × 61 05 10 −. × 86 50 10 −. × 94 03 10 −. × 102 50 10

.4 01 .4 01 .4 01 .4 01 .4 01
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