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Для уравнения теплопроводности с сингулярным возмущением, соответствующим либо ма-
лому коэффициенту теплоемкости, либо малому коэффициенту теплопроводности, рассмат-
риваются обратные задачи, состоящие в определении или граничного, или начального усло-
вия, или источника по дополнительной информации о решении уравнения. Изучается воз-
можность использования разложения решения уравнения по малому параметру для
приближенного решения обратных задач. Библ. 20.
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ВВЕДЕНИЕ
Обратные задачи для уравнения теплопроводности представляют собой класс обратных задач

для уравнений математической физики, весьма важный как с практической, так и с теоретиче-
ской точки зрения. К настоящему времени они детально изучены во многих работах (см., напри-
мер, [1]–[7] и имеющуюся там библиографию). Одно из направлений исследования обратных
задач для уравнения теплопроводности связано с использованием сингулярного возмущения
для приближенного решения обратных задач. Этот подход, названный методом квазиобраще-
ния, был предложен в [8]. Он состоит в замене исходного дифференциального уравнения сингу-
лярно возмущенным дифференциальным уравнением, решение которого при малых значениях
параметра используется для построения приближенного решения обратной задачи. Метод ква-
зиобращения получил в дальнейшем развитие в [9]–[16] и ряде других работ.

В данной работе для уравнения теплопроводности с сингулярным возмущением, соответству-
ющим либо малому коэффициенту теплоемкости, либо малому коэффициенту теплопроводно-
сти, рассматриваются обратные задачи, состоящие в определении или граничного, или началь-
ного условия, или источника по дополнительной информации о решении уравнения. В отличие
от указанных выше работ она посвящена изучению возможности применения разложения реше-
ния уравнения теплопроводности по малому параметру для приближенного решения обратных
задач. Таким образом, вопрос формулируется следующим образом. Можно ли, используя конеч-
ное число членов разложения, построить приближенное решение обратной задачи, которое при
малых значениях параметра будет близко к точному решению обратной задачи? Оказывается,
что, если в разложении по малому параметру ограничиться только одним членом, а именно при-
менять для построения приближенного решения только нулевой член разложения, то ответ бу-
дет очень простым и положительным. Если же с целью повышения точности использовать боль-
шее число членов разложения, то приближенное решение определяется как решение сингулярно
возмущенного обыкновенного дифференциального уравнения, и результат будет либо положи-
тельным, либо отрицательным для различных обратных задач. Так как общие тенденции просле-
живаются для случая, когда приближенное решение строится с использованием только двух чле-
нов в разложении по малому параметру, то основные результаты излагаются для него. Возника-

1)Работа выполнена при финансовой поддержке Минобрнауки РФ в рамках реализации программы Московского
центра фундаментальной и прикладной математики по соглашению № 075-15-2019-1621.
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ющие при этом задачи являются простыми с точки зрения общей теории сингулярно
возмущенных обыкновенных дифференциальных уравнений (см. [17]–[20]). Однако важно то,
что их характер полностью определяется исходной постановкой соответствующей обратной за-
дачи. Таким образом, предлагаемый подход представляет собой пример взаимосвязи теории об-
ратных задач и теории сингулярно возмущенных дифференциальных уравнений.

1. ГРАНИЧНАЯ ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА
Рассмотрим начально-краевую задачу для уравнения теплопроводности с сингулярным воз-

мущением

(1.1)

(1.2)

(1.3)

(1.4)

где  – положительный малый параметр,  Далее, чтобы подчерк-
нуть зависимость решения задачи (1.1)–(1.4) от параметра, будем обозначать его .

Предположим, что функция  и , . Из метода разделения
переменных следует формула для решения задачи (1.1)–(1.4):

(1.5)

Интегрируя по частям, получим следующее разложение функции  по малому параметру:

(1.6)

Сформулируем обратную задачу.
Обратная задача 1. Пусть функция  неизвестна. Требуется определить , если задана до-

полнительная информация о решении задачи (1.1)–(1.4)

(1.7)

где  – заданное число, а  – заданная функция.
Возникает следующий вопрос. Можно ли получить приближенное решение обратной задачи 1,

используя представление (1.6), отбросив в нем остаточный член ?

Начнем с самого простого случая , тогда , . Учитывая формулу (1.6) и
условие (1.7), определим приближенное решение обратной задачи 1  следующим образом:

(1.8)

Используя формулу (1.5), получаем, что

Для  справедлива оценка

Здесь и далее через  обозначаются положительные постоянные, не зависящие от . Из фор-
мул (1.5), (1.8) следует, что
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Эта оценка позволяет считать, что при малых  функция  является приближенным
решением обратной задачи 1. Конечно, сказанное выше очевидно с физической точки зрения.
При маленькой теплоемкости температура в точке  близка к температуре в точке .

Рассмотрим теперь случай : , . Для функции  справедли-
во представление

(1.9)

где ,

Очевидно, что

Принимая во внимание представление (1.9), определим приближенное решение  обратной
задачи 1, как решение задачи Коши для сингулярно возмущенного дифференциального уравне-
ния

(1.10)

(1.11)

Рассмотрим разность . Эта функция является решением задачи Коши

(1.12)

Корень характеристческого уравнения для дифференциального уравнения (1.12) положителен
при любом . Поэтому  не стремится к нулю при  и функцию  нельзя
считать приближенным решением обратной задачи 1.

Таким образом, использование разложения (1.6) при  (формула (1.8)) дает приближен-
ное решение обратной задачи 1. Но при использовании этого разложения для  решение за-
дачи Коши (1.10), (1.11) не является приближенным решением обратной задачи при малых .

Отметим, что использование разложения (1.6) для приближенного решения обратной задачи 1
при  также не даст положительного результата. Действительно, приближенное решение

 обратной задачи 1 в этом случае определяется как решение задачи Коши

(1.13)

(1.14)

Функции  являются решениями краевой задачи

(1.15)

(1.16)

, .
Функция Грина  краевой задачи (1.15), (1.16) отрицательна при всех положительных 

и . Следовательно, произведение  отрицательно для всех  и .
Это означает, что однородное дифференциальное уравнение, соответствующее уравнению (1.13),
при любом значении  будет иметь решение экспоненциально растущее при , стремя-
щемся к нулю. А значит, решение задачи Коши (1.13), (1.14) не будет стремиться к точному реше-
нию обратной задачи 1.
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2. ЗАДАЧА С ОБРАТНЫМ НАПРАВЛЕНИЕМ ВРЕМЕНИ
Рассмотрим начально-краевую задачу для уравнения теплопроводности с сингулярным воз-

мущением

(2.1)

(2.2)

(2.3)

Решение этой задачи будем обозначать . Предположим, что функция  удовлетворяет
следующим условиям:

(2.4)
Хорошо известно, что решение задачи (2.1)–(2.3) имеет вид

(2.5)

Применив формулу Тейлора и использовав условия (2.4), получим, что для функции 
справедливо представление

(2.6)

Сформулируем обратную задачу – задачу с обратным направлением времени.
Обратная задача 2. Пусть функция  неизвестна. Требуется определить , если задана

дополнительная информация о решении задачи (2.1)–(2.3):
(2.7)

Рассмотрим вопрос о применении разложения по малому параметру (2.6) для приближенного
решения обратной задачи 2.

Пусть . Определим приближенное решение обратной задачи  так:

(2.8)
Из формул (2.6)–(2.8) следует, что

(2.9)

Оценка (2.9) означает, что при малых  функцию  можно рассматривать в качестве при-
ближенного решения обратной задачи 2.

Пусть . Учитывая разложение (2.6), определим приближенное решение обратной задачи 2
 как решение краевой задачи

(2.10)

(2.11)
Справедливо следующее утверждение.

Теорема 1. Пусть функция  удовлетворяет условиям  при  и .
Тогда

(2.12)

Доказательство. Записав представление (2.6) для ,  и использовав условие (2.7), по-
лучим, что функция  является решением краевой задачи
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Рассмотрим функцию . Из уравнений (2.10), (2.13) и условий (2.11), (2.14)
следует, что функция  является решением краевой задачи

Решение этой задачи определяется формулой

(2.15)

где

Рассмотрим функцию

где

Введем обозначения

Из условий теоремы следует, что . Тогда

Из этой оценки и формулы (2.15) следует неравенство (2.12), и теорема 1 доказана.
Сделав дополнительное предположение о гладкости функции , можно улучшить оцен-

ку (2.12).

Следствие. Пусть выполнены условия теоремы  и, кроме того,  непрерывна на . Тогда

(2.16)

Доказательство. При сделанных предположениях существует частная производная

Так как  непрерывна на , то

Следовательно,

(2.17)

Интегрируя по частям интегралы, входящие в формулу (2.15), и используя неравенство (2.17), по-
лучаем, что справедлива оценка (2.16).
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В предыдущих доказательствах использовалось условие , обеспечиваю-
щее ограниченность функции Грина. От него можно отказаться, сделав дополнительное предпо-
ложение относительно функции , а именно, считая, что известно значение .

Определим в этом случае приближенное решение обратной задачи 2  как решение зада-
чи Коши

Справедливо следующее утверждение.

Теорема 2. Пусть функция  удовлетворяет условиям  с ,  непрерывна на 
и . Тогда

Доказательство. Рассмотрим функцию , являющуюся решением задачи
Коши

Для решения этой задачи справедлива формула

Интегрируя по частям и используя оценку (2.17), получаем, что

и теорема 2 доказана.

3. ЗАДАЧИ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ИСТОЧНИКА
В этом разделе для уравнения теплопроводности с сингулярным возмущением рассматрива-

ются две обратные задачи, состоящие в определении одной из функций, входящих в источник,
при условии, что другая функция известна.

Рассмотрим начально-краевую задачу для уравнения теплопроводности с источником:

(3.1)

(3.2)

(3.3)
Решение задачи (3.1)–(3.3) определяется формулой

(3.4)

где

Предположим, что функция  удовлетворяет следующим условиям:

(3.5)

а .

− − /ε π ≥ >1 1 2sin( ) 0T a

ϕ( )x ϕ = ϕ01'(0)
;εϕ1ˆ ( )x

ε ϕ ;ε + ;ε = ;ε , ≤ ≤ π,ϕ2
1 1ˆ'' ˆ( ) ( ) ( ) 0T x x g x x

;ε = , ϕ ;ε = ϕ .ϕ 1 011 ˆ'ˆ (0 ) 0 (0 )

ϕ( )x .(2 5) = 1m ϕ(6)( )x , π[0 ]
ϕ = ϕ01'(0)

,π
;ε − ϕ ≤ ε .ϕ 4

81[0 ]
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=
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1 0
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n
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π 0
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Проинтегрировав по частям интегралы, входящие в формулу (3.4), получим следующее пред-
ставление:

(3.6)

где

а

Сформулируем обратную задачу.
Обратная задача 3. Пусть функция  задана, а  неизвестна. Требуется определить ,

если задана дополнительная информация о решении задачи (3.1)–(3.3):
(3.7)

Рассмотрим вопрос о возможности построения приближенного решения этой обратной задачи
на основе использования представления (3.6).

Пусть функция  удовлетворяет условиям (3.5) при . Предположим также, что

(3.8)

Учитывая представление (3.6), определим приближенное решение обратной задачи 3 следую-
щим образом:

(3.9)

Оценим разность . Из (3.6)–(3.9) следует, что

(3.10)

Из оценки (3.10) следует, что функцию  можно считать приближенным решением обратной
задачи 3.

Перейдем к построению приближенного решения в случае . Определим приближенное
решение обратной задачи  как решение краевой задачи

(3.11)

(3.12)
При анализе задачи (3.11), (3.12) нужно рассматривать три случая: ,  и

.
Очевидно, что первый случай аналогичен случаю  в обратной задаче 2. Поэтому для него

ограничимся формулировкой теоремы, которая доказывается также как следствие теоремы 1.

Теорема 3. Пусть , функция  удовлетворяет условиям  при , 
непрерывна на  и

Тогда

Рассмотрим второй случай: .
Теорема 4. Пусть , а функция  удовлетворяет условиям  при . Тогда

+
+

=
, ;ε = ε + ε , ;ε , v
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Доказательство. Введем функцию  и число . Функция
 является решением краевой задачи

Решив эту задачу, получим

Из условий теоремы следует, что

Тогда

и теорема 4 доказана.
Перейдем к третьему случаю . Возможны три варианта. В первом ,

. Тогда

Во втором ,  и

Третий случай  для построения приближенного решения на основе уравне-
ния (3.11) является бессодержательным.

Перейдем к задаче определения источника, в которой неизвестной является функция, зави-
сящая от времени.

Рассмотрим начально-краевую задачу

(3.13)
(3.14)
(3.15)
(3.16)

Будем предполагать, что функции  и  удовлетворяют следующим условиям:

(3.17)

(3.18)
Из метода разделения переменных следует формула для решения задачи (3.13)–(3.16)

где

;ε = −�

1 1( ) ( ) ( )z x f x f x −= −2 1
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Интегрируя по частям, получим следующее представление:

(3.19)

где

а

Для функций  справедливы также формулы

где  – функция Грина краевой задачи

Сформулируем обратную задачу.
Обратная задача 4. Пусть функция  задана, а  неизвестна. Требуется определить ,

если задана дополнительная информация о решении задачи (3.13)–(3.16):

(3.20)

где  – известная фиксированная точка .
Рассмотрим вопрос о возможности построения приближенного решения обратной задачи 4

на основе использования разложения (3.19).
Пусть  и функция  удовлетворяет условиям (3.18) при . Определив прибли-

женное решение обратной задачи 4 следующим образом: , получим, что

Из этой оценки следует, что функцию  можно считать приближенным решением обратной
задачи 4.

Пусть функция  удовлетворяет условиям (3.18) при . Определим в этом случае при-
ближенное решение обратной задачи 4  как решение задачи Коши

(3.21)

(3.22)
Справедливо следующее утверждение.

Теорема 5. Пусть функция  удовлетворяет условиям  при , а  такова, что вы-
полнены условия  и . Тогда

Доказательство. Введем функцию . Из представления (3.19), условия (3.20),
уравнения (3.21) и условия (3.22) следует, что  является решением задачи Коши

(3.23)

(3.24)
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Для функции  справедлива оценка

(3.25)

Решение задачи (3.23), (3.24) определяется формулой

Из этой формулы и оценки (3.25) следует утверждение теоремы.
Замечание 1. Легко видеть, что при  решение задачи (3.21), (3.22) не сходится к 

при .
Замечание 2. Так как функция Грина  отрицательна при положительных  и , то для выполне-

ния условия  необходимо, чтобы функция  меняла знак на отрезке .
Замечание 3. Из представления (3.19) следует, что при  приближенное решение обратной задачи 4

определяется как решение задачи Коши

(3.26)

Очевидно, что условие неположительности действительных частей корней характеристического
уравнения, соответствующего дифференциальному уравнению (3.26), накладывает сильные
ограничения на функцию .
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