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Работа посвящена обзору и анализу современных асимптотических методов исследования
сингулярно возмущенных задач с внутренними и пограничными слоями. Центральной ча-
стью работы является обзор работ автора, его коллег и учеников. В рассмотрении выделены
краевые и начально-краевые задачи для нелинейных уравнений в частных производных эл-
липтического и параболического типов, а также периодические параболические задачи, ко-
торые широко используются в приложениях и носят название уравнений реакции–диффу-
зии и реакции–диффузии–адвекции. Эти задачи могут быть интерпретированы как модели в
химической кинетике, синергетике, астрофизике, биологии и других областях. Решения этих
задач часто имеют как узкие пограничные области быстрого изменения, так и внутренние
слои различных типов (контрастные структуры, движущиеся внутренние слои – фронты),
что приводит к необходимости развивать новые асимптотические методы, чтобы исследовать
их как формально, так и строго. Представлена и проиллюстрирована на актуальных задачах
общая схема строгого исследования контрастных структур в сингулярно возмущенных зада-
чах для уравнений в частных производных, основанная на применении асимптотического
метода дифференциальных неравенств. Отражены основные достижения этого направления
исследований дифференциальных уравнений в частных производных и выделены ключевые
направления его развития. Библ. 89.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Одной из актуальных задач теории сингулярных возмущений в настоящее время является ис-

следование нелинейных сингулярно возмущенных уравнений в частных производных, решения
которых имеют пограничные и внутренние слои. Такие уравнения представляют большой инте-
рес как в качественной теории дифференциальных уравнений, так и во многих прикладных за-
дачах. В частности, такие уравнения возникают в математических моделях процессов типа реак-
ция–диффузия и реакция–диффузия–адвекция в химической кинетике, синергетике, астрофи-
зике, биологии и других областях, где исследуемые процессы характеризуются узкими
пограничными областями быстрого изменения параметров процессов либо резкими внутренни-
ми слоями различных типов (контрастные структуры) – стационарными или движущимися
(фронтами). Для адекватного математического описания таких процессов нужно развивать но-
вые асимптотические методы исследования нелинейных сингулярно возмущенных задач, иссле-
дование которых (начальных задач с малыми параметрами при старших производных) начато
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достаточно давно. Направление исследований, представленное в данной работе, является разви-
тием глубоких идей работ А.Н. Тихонова (см. [1]–[3]), заложивших основы современной теории
сингулярных возмущений. Эти работы, объединившие теорию сингулярных возмущений с каче-
ственной теорией дифференциальных уравнений и теорией устойчивости Ляпунова, продол-
женные и развитые в работах А.Б. Васильевой, В.Ф. Бутузова и их учеников и последователей
(см. монографию А.Б. Васильевой и В.Ф. Бутузова [4]), и по сей день формируют язык теории
сингулярных возмущений, несмотря на значительно усложнившиеся рассматриваемые задачи.

Различные направления теории нелинейных сингулярно возмущенных задач интенсивно
разрабатываются как у нас в стране, так и за рубежом. Об этом свидетельствует ряд международ-
ных конференций, состоявшихся в последние годы и посвященных теории сингулярных возму-
щений, а также конференции, посвященные внутренним слоям. У нас в стране этими исследо-
ваниями занимаются в школе В.П. Маслова и С.Ю. Доброхотова, ученики С.А. Ломова, С.А. Ка-
щенко, С.Д. Глызин и многие другие. Эти работы активно велись и ведутся в США, eвропейских
странах, Японии, Китае (P. Fife, B. McLeod P. Bates, N. Alikakos, Danielle Hilhorst, B. Fidler,
L. Recke, K. Scheider, P. Szmolyan, H. Motano, Н. Morita K. Sakamoto, Vimura, Nishiura и др). Ре-
зультаты этих и других специалистов представлены в трудах конференции “Patterns of Dynamics
2016”, проведенной в Берлине, и в специальном выпуске журнала “Discrete and continuous dy-
namical systems” V. 37, № 2, February 2017 (см. [5]), посвященном памяти Поля Файфа.

Современное состояние асимптотического анализа сингулярно возмущенных задач с погра-
ничными и внутренними слоями можно узнать из обзора [6]. Ряд интересных результатов, раз-
вивавающих исследование задач с внутренними и пограничными слоями, получен в [7]–[9].
В настоящее время наблюдается значительный рост интереса к сингулярно возмущенным урав-
нениям с запаздыванием, что связано с рассмотрением более сложных моделей, важных для при-
ложений (см., например, [10], [11] и ссылки в этих работах). Одним из важнейших приложений
асимптотического анализа сингулярно возмущенных задач является разработка теории числен-
ных методов для задач с переходными слоями. Значительный вклад в развитие этого направле-
ния внесли работы А.М. Ильина, Н.С. Бахвалова, Г.И. Шишкина, Н.В. Коптевой а также ир-
ландских математиков М. Стайнза (M. Stynes), Е. О’Риордана (E. O’Riordan) и других. С этими
работами можно познакомиться в обзоре [12]. Ряд интересных результатов в области теории и их
применения для численного решения сингулярно возмущенных задач переходными слоями по-
лучен в [13]–[18]. Отметим, что это активно развивающееся направление основывается на ре-
зультатах асимптотического анализа работ, представленных в данном обзоре.

В настоящей работе представлено развитие хорошо известного метода пограничных функций
для построения асимптотик решений различных классов задач с внутренними слоями. Основ-
ные идеи продемонстрированы на новых классах исследуемых сингулярно возмущенных задач,
включающие задачи о движении фронтов, исследования устойчивых стационарных или перио-
дических внутренних слоев в многомерных задачах. Эти результаты являются дальнейшим раз-
витием наших исследований контрастных структур, которые были опубликованы в обзорных
статьях [19]–[22].

Контрастными структурами принято называть решения с внутренними слоями нелинейных
сингулярно возмущенных уравнений. Такие решения изучаются достаточно давно. Первые ре-
зультаты в этом направлении были получены А.Б. Васильевой еще в начале 70-х годов прошлого
века для двухточечной краевой задачи вида

(1)

Было доказано существование решения, близкого при малых  к корню  вырожденного
уравнения  левее некоторой точки  и близкого к корню  правее . При этом
точка  была не известна заранее, а определялась в ходе построения асимптотики. Такие реше-
ния принято теперь называть контрастными структурами типа ступеньки. Примером нели-
нейности, для которой существуют решения указанного выше типа, может служить

. В этом случае , , а  – простой корень уравнения
. Эти результаты были распространены и на некоторые классы одномерных по простран-

ственной переменной квазилинейных уравнений. Методы построения асимптотики таких клас-
сов задач и обоснование построенных асимптотик содержатся в монографии А.Б. Васильевой и
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В.Ф. Бутузова (см. [4]). Существенный вклад в развитие асимптотических методов исследования
нелинейных дифференциальных уравнений в частных производных внес американский матема-
тик П. Файф (P. Fife), общение с которым автор вспоминает с глубокой благодарностью. Им был
рассмотрен многомерный аналог задачи (1). Результаты его работ по пограничным и внутренним
слоям для многомерного аналога задачи (1) (см. [23], [24]) сыграли существенную роль в разви-
тии этого направления исследований. Отметим, что для доказательства существования погран-
слойного решения и решения с внутренним переходным слоем в [23], [24] применялись методы,
аналогичные методам А.Б. Васильевой для одномерных задач, при этом их реализация в много-
мерных задачах существенно сложнее.

Если рассмотреть двумерный аналог задачи (1)

(2)

где  – малый параметр,  – лапласиан, то контрастная структура может быть определена
следующим образом.

Контрастная структура типа ступеньки – это решение  задачи (2), которое близко к
двум различным решениям вырожденного уравнения  по разные стороны от некото-
рой замкнутой кривой  (положение кривой  не известно заранее, а определяется в ходе по-
строения асимптотики). В окрестности кривой  возникает область быстрого изменения реше-
ния – решение в этой области называется внутренним переходным слоем. В [25], [26] был предло-
жен новый метод доказательства существования решений сингулярно возмущенных уравнений
в частных производных, получивший название асимптотический метод дифференциальных не-
равенств. Этот метод оказался эффективным, и получила развитие как общая схема этого метода
(см., например, [27]–[29]), так и ее применение для других классов сингулярно возмущенных за-
дач – начально-краевых задач для параболических уравнений при описании решений с движу-
щимися внутренними слоями (фронтами), периодических параболических краевых задач, крае-
вых и начально-краевых задач для некоторых классов интегро-дифференциальных уравнений и
некоторых классов систем.

Другой класс сингулярно возмущенных задач, который обсуждается в данной работе, пред-
ставляют задачи с разрывными нелинейностями (источниками или адвективными коэффициен-
тами), моделирующими переходные слои в области контакта различных сред, а также межфазо-
вые переходы. В работе представлены новые результаты, касающиеся существования решений
этого класса задач, их асимптотик и устойчивости.

Исследование рассмотренных задач базируется на асимптотическом методе дифференциаль-
ных неравенств. Основная идея этого подхода – построение нижних и верхних решений задачи
с помощью формальной асимптотики. Для всех рассмотренных задач доказывается существова-
ние решений, оценивается точность асимптотики и исследуется их устойчивость.

Представленные в работе результаты формируют основу для дальнейшего развития и разра-
ботки методов асимптотического исследования новых классов нелинейных сингулярно возму-
щенных задач для уравнений в частных производных, которые широко используются в качестве
математических моделей во многих важных приложениях. Развитие асимптотических методов
исследования сложных нелинейных математических моделей с резкими переходными слоями
позволит, наряду с решением важных математических вопросов существования, устойчивости и
асимптотического приближения решений, развивать эффективные численные методы решения
этих классов задач, а также новые концепции решения обратных задач на основе асимптотиче-
ского анализа, исследования условий разрушения и обострения решений, а также применения
полученных результатов в ряде приложений: моделировании контрастных структур в исследова-
нии задач биофизики, экологии, генетики, нелинейной теории волн и других приложений.

Следует отметить, что данный обзор не претендует на полноту. В работе выделено то направ-
ление, в котором работает научная школа, которой принадлежит автор, и тот метод, к развитию
которого он имеет непосредственное отношение.

2. ОСНОВНЫЕ ИДЕИ АСИМПТОТИЧЕСКОГО МЕТОДА
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ НЕРАВЕНСТВ

В наших работах была разработана общая схема строгого исследования контрастных структур
в сингулярно возмущенных задачах для уравнений в частных производных, основанная на при-
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менении асимптотического метода дифференциальных неравенств. Ниже для простоты изложе-
ния мы поясним эту схему на примере задачи (2), не конкретизируя требования, при которых ее
реализация возможна. Как отмечалось во Введении, эта схема состоит из трех основных этапов:
построения формальной асимптотики контрастной структуры, модификации асимптотики для
построения верхнего и нижнего решений задачи, использования построенных нижних и верх-
них решений для доказательства асимптотической устойчивости по Ляпунову стационарных или
периодических решений в соответствующих классах задач. Эти этапы будут кратко изложены да-
лее в этом разделе.

2.1. Построение формальной асимптотики
Контрастные структуры типа ступеньки в задаче (2) и других аналогичных задачах изучаются

в предположении, что нелинейность  является бистабильной, т.е. имеет два устойчивых корня
 и неустойчивый корень , причем  при . Положение

кривой перехода  между корнями  и  обычно определяется условием

(т.е.  определяется как проекция кривой пересечения поверхностей решения  и корня
 на область ).

Пусть  – некоторая замкнутая достаточно гладкая кривая, лежащая в . Введем в окрестно-
сти  локальные координаты , , где  – расстояние от точки из окрестности до кривой 
вдоль нормали к кривой, взятое со знаком “+” , если точка лежит внутри кривой, и со
знаком “ ”, если точка лежит во внешней по отношению к кривой области,  – координата той
точки на кривой, из которой выходит указанная нормаль. Уравнение кривой  ищем в виде

(3)

Кривая  и функции  определяются в ходе построения асимптотики.

Кривая  делит  на внутреннюю  и внешнюю  по отношению к ней области.

В области  рассматриваем задачу

(4)

Асимптотику  задачи (4) строим по методу пограничных функций (см. [4], [20]) в виде

(5)

где  и  обозначают регулярную и погранслойную вблизи  части асимптотики.

В области  рассматриваем задачу

(6)

Асимптотику  задачи (6) строим аналогично (5) в виде

(7)

где  обозначает регулярную часть асимптотики, а  и  – погранслойные части асимптоти-
ки вблизи границы  и  соответственно. В качестве главных членов регулярных частей
асимптотик выбираются , а функции  служат для описания переходного слоя
вблизи .
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По самому построению (см. [4], [20]) асимптотики (5) и (7) удовлетворяют задачам (4) и (6) по
невязке с точностью , в частности,

(8)

так как все члены в сумме, кроме последнего, равны нулю в силу уравнений для коэффициентов
асимптотики, в частности,  и  – нелинейные уравнения для определения
главных членов асимптотики (5). Остальные коэффициенты асимптотики определяются из ли-
нейных уравнений с помощью обратимых операторов – оператора , порождающего регуляр-
ную часть асимптотики, и оператора , порождающего погранслойную часть асимптотики.
Аналогичное (8) представление имеет место и для задачи (6):

(9)

При этом  – нелинейное уравнение для определения главного члена погранслойной
части асимптотики вблизи границы , а следующие пограничные функции определяются из
линейных уравнений с помощью обратимого оператора . Остальные члены в (9) полностью
аналогичны соответствующим членам в (8).

В силу граничных условий на кривой  в задачах (4) и (6) асимптотики  и  являются
сшитыми до непрерывности (выполнено условие -сшивания) на кривой . Эта кривая
(т.е. кривая ) и коэффициенты  в разложении (3) определяются из условия -сшивания
асимптотик  и  на :

(10)

рассматриваемого в соответствующем приближении по . При этом  обычно находится из не-
линейной задачи. Для определения  получаются линейные уравнения вида

(11)

где  – обратимый оператор,  – известная на каждом шаге функция.
Более подробно этот алгоритм будет продемонстрирован на примерах в следующих разделах.

2.2. Асимптотический метод дифференциальных неравенств
Асимптотический метод дифференциальных неравенств развит нами для тех классов сингу-

лярно возмущенных задач, где работает принцип сравнения эллиптических краевых задач, пара-
болических начально-краевых задач и периодических по времени параболических краевых за-
дач, а также задач для интегро-дифференциальных уравнений. Базовые теоремы сравнения для
нелинейных уравнений, основанные на принципе максимума или монотонности линеаризован-
ных операторов, берут начало от известных теорем сравнения С.А. Чаплыгина для начально-кра-
евых задач, теорем Нагумо для краевых задач и являются одним из важнейших инструментов ис-
следования нелинейных уравнений в частных производных. Эти теоремы можно найти в ряде
статей и монографий (см., например, [30] и ссылки в этой монографии). Значительный вклад
в развитие принципа сравнения внесли М.А. Красносельский, М.Г. Крейн, С.И. Похожаев,
H. Amann, P. Hess, D.J. Sattinger (см. [31]–[37]). Эти идеи получили дальнейшее развитие в рабо-
тах для специальных случаев (см. [38]–[44]).

Основной идеей асимптотического метода дифференциальных неравенств является исполь-
зование модификации формальной асимптотики для построения функций сравнения: нижних и
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верхних решений, при этом основным требованием к реализации этого подхода является моно-
тонность линеаризованных на асимптотике нулевого порядка операторов, порождающих
асимптотику. Этот подход был предложен в [25], [26], определив стратегию доказательства суще-
ствования и оценки точности построенной асимптотики. В [27] этот метод распространен на пе-
риодические параболические краевые задачи. В этой работе был предложен достаточно эффек-
тивный метод доказательства асимптотической устойчивости периодических решений, который
затем перенесен на исследование асимптотической устойчивости стационарных решений на-
чально-краевых задач для параболических уравнений типа реакция–диффузия, а затем обобщен
и на некоторые более сложные классы квазилинейных уравнений типа реакция–диффузия–ад-
векция (см. [29], [45]). В последние годы этот подход распространен и на задачи реакции–диф-
фузии–адвекции с разрывными нелинейностями и источниками (см. [46] и ссылки в этой рабо-
те). Существенным развитием метода явились результаты по асимптотическому анализу погра-
ничных и внутренних слоев в различных задачах для интегродифференциальных уравнений
(см. [28], а также [47] и ссылки в этой работе).

Для удобства изложения напомним известные понятия и факты применительно к задаче (2).
Определение. Функции  и  называются нижним и верхним решениями задачи (2), ес-

ли они удовлетворяют следующим условиям

Известно (см., например, [30]), что если существуют упорядоченные нижнее и верхнее решения
задачи (2), т.е.

то задача (2) имеет решение , удовлетворяющее неравенствам

При построении формальной асимптотики основное требование к линейным операторам ,
 и  – их обратимость, при построении нижнего и верхнего решений наши требования более

жесткие: мы требуем, чтобы неравенства ,  и  имели положительные
решения в тех же классах функций, в которых с помощью этих операторов строятся соответству-
ющие разложения. Тогда, если добавить  и  к коэффициентам членов порядка  в регу-
лярной и погранслойной частях асимптотик (5) и (7) и  к  из уравнения (3), то по-
лучим верхнее решение . Аналогично, с помощью добавок , ,  построим
нижнее решение . Проверка по стандартной схеме (см. [26]) показывает, что  и

 удовлетворяют соотношениям

(12)

где  в . Кроме того, по построению

(13)

Из (12) и (13) следует, что  и  являются упорядоченными нижним и верхним ре-
шениями задачи (2), и, следовательно, существует решение  этой задачи, удовлетворяющее
неравенствам

(14)
А так как по построению

(15)
то из (14) и (15) следует, что решение задачи (2) имеет оценку
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Отметим, что  и , удовлетворяющие (12), называются асимптотическими ниж-
ним и верхним решениями порядка .

2.3. Асимптотический метод дифференциальных неравенств в исследовании асимптотической 
устойчивости по Ляпунову стационарных и периодических решений

Как отмечалось выше, в [27] был предложен достаточно простой метод доказательства асимп-
тотической устойчивости по Ляпунову периодических решений периодических параболических
задач, а также определения локальной области устойчивости и единственности решений с по-
строенной асимптотикой. Этот метод применим и для исследования асимптотической устойчи-
вости стационарных решений с пограничными и внутренними слоями начально-краевых задач
для уравнений реакции–диффузии и реакции–диффузии–адвекции. Отметим, что стандартные
методы исследования устойчивости, основанные на рассмотрении соответствующих спектраль-
ных задач для линеаризованных на решении уравнений, достаточно сложны и не получили су-
щественного развития. Основная сложность такого подхода – это наличие так называемого кри-
тического спектра – собственных значений, стремящихся к нулю при стремлении к нулю малого
параметра. Такой подход для уравнений в частных производных, называемый методом сингу-
лярного предела задачи на собственные значения, был впервые реализован в [48]. Отметим так-
же, что эта работа сыграла важную роль и в развитии методов построения асимптотик в так на-
зываемых задачах со сбалансированной нелинейностью, а также в задачах с адвекцией, где мно-
гомерность играет существенную роль в структуре и свойствах устойчивости решения.

Проиллюстрируем схему подхода метода дифференциальных неравенств на задаче (2). Реше-
ние задачи (2) можно рассматривать как стационарное решение начально-краевой задачи

(16)

Можно показать, что если верхнее и нижнее решения задачи (2) достаточно точные (  достаточ-
но велико, см. предыдущий пункт), то функции  и  (которые определяются выра-
жениями

(17)

где  – достаточно малое положительное число,  и  – верхнее и нижнее решения
задачи (2),  – решение задачи (2)) удовлетворяют соответствующим дифференциальным
неравенствам для параболической начально-краевой задачи (16) (см., например, [30]). Тогда при

 решение задачи (16) , удовлетворяющее неравенствам
. Из этих неравенств, учитывая представления (17), следует асимпто-

тическая устойчивость стационарного решения задачи (16) с областью устойчивости по крайней
мере , . Кроме того,  локально единственно как решение задачи (2) с
этой же областью единственности.

3. НЕКОТОРЫЕ АКТУАЛЬНЫЕ ЗАДАЧИ С ПОГРАНИЧНЫМИ
И ВНУТРЕННИМИ СЛОЯМИ

В этом разделе рассмотрен ряд актуальных задач, представляющих интерес как для теории
сингулярных возмущений, так и для приложений. При рассмотрении этих задач проиллюстри-
рованы основные идеи и направления развития. Одним из активно развиваемых направлений
является исследование существования и устойчивость стационарных гладких решений в одно-
мерной и многомерной задачах реакции–диффузии с разрывными источниками и адвективны-
ми членами. Эти задачи моделируют переходные слои на границе контакта двух сред с различ-
ными характеристиками. Рассмотрены задачи для стационарного уравнения реакции–диффу-
зии на отрезке и в двумерной области. Особенностью этих задач является разрыв (первого рода)
реактивного слагаемого в одномерном случае в некоторой внутренней точке, а в двумерном –
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на некоторой гладкой замкнутой кривой. Это новый неизученный ранее класс задач. Разработа-
ны методы построения асимптотических приближений решений, доказано существование глад-
ких стационарных решений уравнений реакции–диффузии с внутренним переходным слоем в
окрестности разрывов в одномерном и двумерном случаях, а также получены условия, при кото-
рых эти решения являются локально единственными и асимптотически устойчивыми по Ляпу-
нову. Кроме того, указана локальная область притяжения стационарных решений. Эти исследо-
вания представлены в [46], [49], [50] (см. также ссылки в этих работах).

Другим важным направлением исследований являются новые классы задач – задачи с мо-
дульными нелинейностями. Это новые классы математических задач с разрывными коэффици-
ентами адвекции или(и) разрывными нелинейными источниками. Основной особенностью
этих задач является то, что разрывы возникают при некоторых значениях искомой функции. Эти
задачи моделируют межфазовые переходы и инициированы исследованиями в нелинейной тео-
рии волн (см. [51]–[53]). В [54], [55] проведены исследования начально-краевых задач для урав-
нений типа уравнения Бюргерса. Доказано существование новых классов решений с движущим-
ся внутренним слоем (фронтом), сформулированы условия нового эффекта в этом классе
задач – разрушения (обострения) фронта, и получена оценка времени движения фронта от точ-
ки начального положения до точки разрушения. Эти работы продолжили изучение задач для
уравнений типа реакция–диффузия и реакция–диффузия–адвекция с движущимися внутрен-
ними слоями (фронтами). В [47], [56] было получено асимптотическое приближение фронтов в
одномерной параболической и интегро-параболической задачах типа реакция–диффузия. Эти
результаты затем были перенесены на квазилинейные уравнения типа реакция–диффузия–ад-
векция с нелинейным коэффициентом адвекции в [57]–[59]. Отметим, что рассмотрение движу-
щихся внутренних слоев (фронтов) в ограниченных объемах с учетом пространственно-времен-
ной неоднородности существенно отличается от широко представленных в литературе исследо-
ваний решений типа бегущих волн и автомодельных решений (см., например, [60]–[62] и ссылки
в этих работах). Аналогичные результаты были получены в исследовании периодических фрон-
тов в параболических периодических краевых задачах, включающих уравнения типа уравнения
Бюргерса. Различные задачи этого класса представлены в [63]–[68]. В этих работах рассмотрены
многомерные по пространственной переменной периодические задачи с внутренним переход-
ным слоем и выделены классы новых задач, в которых многомерность приводит к новым ранее
не изученным условиям существования и устойчивости решения с внутренним переходным сло-
ем. Это задачи с балансом нелинейности, в которых результаты, полученные ранее для задачи
реакции–диффузии обобщаются на задачи для уравнения реакции–диффузии–адвекции. Вы-
явлены соотношения между адвекцией и реакцией, при которых адвекция играет существенную
роль в устойчивости внутренних переходных слоев.

В [69]–[71] был исследован новый класс нелинейных сингулярно возмущенных задач с син-
гулярно возмущенными граничными условиями второго рода и третьего рода. Доказано суще-
ствование стационарных и периодических по времени решений погранслойного типа, построе-
но асимптотическое приближение по малому параметру таких решений. Исследовано множе-
ство граничных условий, при которых такие решения существуют, и установлены локальная
единственность и асимптотическая устойчивость по Ляпунову таких решений. Показано, что, в
отличие от аналогичной задачи Дирихле, где такое решение единственно, в рассматриваемой за-
даче таких решений может быть несколько, при этом каждое из них обладает своей областью
устойчивости и локальной единственности.

Среди активно развиваемых направлений выделим исследование существования и условий
устойчивости по Ляпунову стационарных решений начально-краевых задач и периодических ре-
шений систем параболических уравнений с быстрыми источниками разной скорости. Построе-
на асимптотика решения, исследована асимптотическая устойчивость периодического реше-
ния. Проведено исследование систем уравнений с быстрыми источниками разной скорости в
случае различной квазимонотонности правых частей (источников). В [72], [73] рассматриваются
сингулярно возмущенные системы параболических уравнений в одномерной и двумерной про-
странственных областях с периодическими условиями по времени. Исследуется вопрос суще-
ствования у системы решения типа периодического фронта. Приведен алгоритм построения
асимптотического приближения решения, доказана теорема существования решения типа пери-
одического фронта, его локальная единственность и асимптотическая устойчивость. Решение
такого вида может описывать резкое изменение физических характеристик некоторой простран-
ственно-неоднородной среды. Системы подобного типа применяются для моделирования пере-
ходных процессов в экологии, биофизике, химической кинетике, физике полупроводников и
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других областях. Отмеченные выше работы основаны на развитии классических методов постро-
ения асимптотик, предложенного в работах А.Б. Васильевой, В.Ф. Бутузовы и их учениками.
В последние годы в работах В.Ф. Бутузова был разработан новый метод построения асимптоти-
ческих приближений решения сингулярно возмущенных уравнений с кратными корнями вы-
рожденных уравнений (см. [74]–[83] и ссылки в этих работах). В данных работах было показано,
что в этом случае пограничные и внутренние слои многозонные. Структура переходных слоев, в
отличиe от случаев простого слоя, существенно зависит от типа граничных условий. Исследова-
ние существования решений и их устойчивости было проведено на основе развития асимптоти-
ческого метода дифференциальных неравенств на этот класс задач.

Среди важных приложений асимптотических методов выделим разработку концепции
асимптотического решения обратных задач для нелинейных сингулярно возмущенных уравне-
ний типа реакция–диффузия–адвекция. Особенностью математических моделей указанного
типа является наличие в их решениях стационарных или движущихся узких внутренних переход-
ных слоев, что приводит к неустойчивости при численном решении прямых задач и существен-
ным образом усложняет дальнейшее исследование соответствующих обратных задач. Основная
идея концепции асимптотического решения обратных задач состоит в том, что асимптотический
анализ позволяет свести исходную нелинейную сингулярно возмущенную задачу к набору более
простых задач, которые не содержат малых параметров и имеют меньшую пространственную
размерность или содержат не дифференциальные, а алгебраические уравнения. Таким образом,
применение асимптотического анализа дает возможность установить более простые связи между
наблюдаемыми параметрами решения и параметрами обратной задачи, которые необходимо
определить (коэффициенты в уравнении, граничные и начальные условия и т.п.), что позволяет
принципиально изменить подход к решению обратных задач. Наличие малого параметра в ис-
ходной модели обеспечивает при этом достаточно точное качественное и количественное опи-
сание решения. За последнее время получены результаты по решению обратных задач для ново-
го класса нелинейных сингулярно возмущенных уравнений типа Бюргерса с модульной и квад-
ратичной адвекциями с периодическими по времени коэффициентами, а также некоторые
классы начально-краевых задач. Показано, что в рассматриваемых моделях при определенных
условиях асимптотический подход позволяет свести коэффициентные обратные задачи к линей-
ным алгебраическим уравнениям, связывающим с заданной точностью наблюдаемое положение
движущегося фронта с входными данными модели (коэффициентами в уравнении и граничны-
ми условиями). Таким образом, если имеется возможность наблюдения траектории движения
фронта на некотором временном интервале, то вопрос об определении неизвестного коэффици-
ента уравнения или граничного режима сводится к набору простых алгебраических операций.
Предложено асимптотическое решение задачи восстановления функции источника в уравнении
Бюргерса с модульной адвекцией по известной (точно или приближенно) информации о траек-
тории движения фронта на заданном временном интервале (периоде). Аналогичным образом
было получено асимптотическое решение задачи граничного управления, т.е. определения гра-
ничных условий, при которых фронт движется по заданному закону. Развиваемый подход про-
демонстрирован при решении обратной коэффициентной задачи коэффициента линейного
усиления на основании асимптотического анализа и эффективных численных методов в случае,
когда коэффициент линейного усиления получается на основании решения некорректно по-
ставленной задачи дифференцирования наблюдаемой информации. Продемонстрирована вы-
сокая эффективность предлагаемого подхода по сравнению с ранее развитыми для таких классов
задач (см. [84]–[87]).

В ряде работ создан новый подход аналитико-численного исследования движущихся фронтов
в сингулярно возмущенных моделях типа реакция–диффузия–адвекция. Предложен метод ге-
нерации динамически адаптированной сетки для эффективного численного решения задач дан-
ного класса. Метод основан на априорной информации о движении и свойствах фронта, полу-
ченной в результате строгого асимптотического анализа сингулярно возмущенной параболиче-
ской задачи. В частности, существенными параметрами, которые учитываются при построении
сетки, являются оценки местоположения переходного слоя, его ширина и структура. Предлага-
емый аналитико-численный подход позволяет значительно сэкономить вычислительные ресур-
сы, сократить время счета и повысить стабильность работы вычислительного процесса по срав-
нению с классическими подходами. Рассмотрены примеры, демонстрирующие основные идеи и
методику применения предлагаемого подхода (см., например, [88] и ссылки в этой работе).

Продемонстрированы возможности методов асимптотического анализа в разрешении вопро-
са о диагностикe разрушения решения по времени и пространству уравнения Бюргерса с квадра-
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тичной и модульной нелинейностями и кубическим усилением (см. [54]). Результат, получен-
ный методами асимптотического анализа был уточнен с помощью методики численной диагно-
стики разрушения точного решения, которая основана на вычислении апостериорной
асимптотически точной оценки погрешности, получаемой при вычислении приближенного ре-
шения на последовательности сгущающихся сеток. Численные эксперименты демонстрируют,
что асимптотический результат дает хорощую оценку времени разрушения решения и его лока-
лизацию по пространству для достаточно широкого диапазона малых параметров. Таким обра-
зом, можно утверждать, что создан и развивается новый метод аналитического исследования яв-
лений разрушения решений, областью применения которого является класс сингулярно возму-
щенных задач (например, задачи для уравнения типа Бюргерса). Важным отличием этого метода
от используемых другими исследователями является то, что он позволяет установить факт разру-
шения решения не только по времени (а также получить асимптотическое приближение време-
ни разрушения), но и определить пространственную локализацию этого явления, что является
важным результатом при решении многих прикладных задач. Ниже идеи асимптотического ме-
тода дифференциальных неравенств продемонстрированы в двух классах актуальных задач. Эти
разделы сейчас активно развиваются и переносятся в новые классы задач, представляющих как
теоретический, так и прикладной интерес.

3.1. Многомерные внутренние слои в задаче со сбалансированной нелинейностью
В этом разделе мы проиллюстрируем общую схему применения асимптотического метода

дифференциальных неравенств на примере задачи о многомерной стационарной контрастной
структуре. Эта задача возникает при математическом моделировании различных процессов с
межфазовыми переходами.

Рассмотрим пространственно неоднородное уравнение реакции–диффузии с граничными
условиями Дирихле

(18)

и исследуем вопросы существования и устойчивости по Ляпунову стационарной контрастной
структуры. Будем предполагать, что выполнены следующие условия:

(A1) Вырожденное уравнение  имеет ровно три корня ,  таких, что

и

Введем в рассмотрение функцию :

и предположим, что
(A2) , .
При выполнении условия (A2) уравнение в задаче (18) называют уравнением со сбалансиро-

ванной нелинейностью.

(A3) Пусть граничное условие принадлежит области влияния корня , т.е. выполне-
но условие
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Введем множество  гиперповерхностей

Асимптотику решения с внутренним переходным слоем, локализованным вблизи некоторой ги-
перповерхности , принадлежащей множеству , строим по схеме, описанной в предыдущем
разделе. При этом условия  и  обеспечивают разрешимость задач для определения глав-
ных членов асимптотических представлений (5) и (7). Главные члены регулярных частей этих
представлений определяются из вырожденного уравнения, а погранслойных – из стандартных
краевых задач для автономных ОДУ второго порядка, разрешимость которых устанавливается с
помощью анализа на фазовой плоскости (см., например, [20]). Операторы 
при . Следовательно, они обратимы и, более того, позволяют построить нижние и верхние
решения нужного порядка с помощью модификации регулярной части асимптотики (см. преды-
дущий раздел). Порождающий погранслойную часть асимптотического разложения оператор

где  – растянутое расстояние вдоль нормали к границе , хорошо изучен и, в частности, соот-
ветствующее неравенство имеет положительное (экспоненциально убывающее) решение в слу-
чае монотонной пограничной функции , добавление которого к погранслойной части
асимптотики позволяет добиться упорядоченности нижнего и верхнего решений в зоне погран-
слоя (см. [20]).

Определим функцию  для поверхностей  следующим соотношением:

где  – средняя кривизна поверхности ,

 – вектор единичной нормали к кривой , направленный в ,  – решение краевой
задачи, описывающей внутренний переходный слой в нулевом приближении:

 – растянутая переменная переходного слоя. Известно, что такая задача имеет единственное ре-
шение.

Условие -сшивания (10) выполняется в первом приближении, если наложить требование
(отметим, что в случае сбалансированной нелинейности условие (10) в нулевом приближении
выполняется для любой поверхности ):

(A4) Существует поверхность  такая, что

Как отмечалось в предыдущем разделе, условие -сшивания (10) в следующих приближениях
приводит к линейным уравнениям для определения коэффициентов  в асимптотическом пред-
ставлении (3) для поверхности перехода :

6

= Γ ∈ |Γ − − .6 ${ ( 1)-мерное гладкое связное замкнутое многообразие}N

εΓ 6

( 1)A ( 3)A

± ±= − ϕ <( )( ( )) 0R uL f x
∈ $x

−∂= − ϕ + Π , , , ∈ ∂ ,
∂ρ

$

2
( )

02 ( ( ) 0)BL uL f x x x

ρ ∂$

Π ρ0( )

,Γ1( )V x Γ ∈ 6

,Γ ≡ −κ , Γ + ;Γ ,1( ) ( ) ( ) ( )V x x m x J x

κ ,Γ( )x Γ
∞

−∞
∞

ε= τ;
−∞

∂ τ; = τ, ∂τ 

∂ τ;;Γ = τ ∇ , , ν ;Γ + τ; , , τ, ∈ Γ,
∂τ



 �

�

�

�

0

2
0

0
0( )

( )( )

( )( ) [ ( ( 0) ( )) ( ( ) 0)]x u xQ

Q xm x d

Q xJ x f u x x f Q x x d x

ν ;Γ( )x Γ +
$

( ) τ;�

0( )Q x

±

τ→±∞

− , , = , τ ∈ ,
τ

τ; = ϕ , ; = ϕ , ∈ Γ

�

�

� �

2
0

02

( ) (0)
0 0

( 0) 0

lim ( ) ( ) (0 ) ( ) ,

d Q f Q x R
d

Q x x Q x x x

τ

1C

Γ
Γ ∈ 60

,Γ ≡ , ∈ Γ .1 0 0( ) 0V x x

1C
iR

εΓ
Γ = ,i iA R H



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 61  № 12  2021

РАЗВИТИЕ МЕТОДОВ АСИМПТОТИЧЕСКОГО АНАЛИЗА 2085

где оператор  выражается через исходные данные следующим образом:

где ,  и  обозначают, соответственно, операторы Лапласа–Бельтрами, дивергенции и гра-
диента на поверхности , а  ( ) – главные кривизны  в точке . Функция

 определяется следующим образом:

Оператор  является самосопряженным, все его собственные значения действительны. Наше
следующее требование

(A5) Главное (наибольшее) собственное значение  оператора  удовлетворяет условию
.

Оно обеспечивает однозначную разрешимость задач для определения , а также выполнение
условия существования положительного решения у неравенства , которое, как отмеча-
лось в п. 2.2, позволяет построить нижнее и верхнее решения, упорядоченные в зоне переходного
слоя. Таким образом, применяя асимптотический метод дифференциальных неравенств, для за-
дачи (18) мы получаем следующий результат.

Теорема 1. Пусть выполнены условия – . Тогда для достаточно малых  существует ста-
ционарное решение  задачи (18) такое, что вне любых сколь угодно малых, но фиксированных
окрестностей  поверхности  и  границы  имеет место равномерный предельный переход

где  и  – внутренняя и внешняя по отношению к поверхности  подобласти . Это решение
локально единственно и асимптотически устойчиво с областью устойчивости .

3.2. Периодические фронты в задаче с модульной адвекцией

Проиллюстрируем развитие важного направления исследований задач с разрывными коэф-
фициентами и источниками следующей задачей:

(19)

для , . Функции ,  и  – достаточно гладкие и -периодические
по .

Определим области: , , 
, и дадим следующее определение решения.

Определение. Функция  называется решением зада-
чи (19), если она удовлетворяет уравнению в (19) в каждой , а также граничным условиям.
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 Предположим, что ,  и  – достаточно гладкие и -периодические по  функции.
Пусть ,  при .

При  в (19) получаем так называемое вырожденное уравнение

(20)

Уравнение (20) рассмотрим с одним из дополнительных условий задачи (19):

(21)

(22)

Предположим, что выполнены условия

 Задачи (20), (21) и (20), (22) имеют решения  и , определенные при
, -периодические по  и удовлетворяющие условию

Для формулировки следующих условий введем функцию :

и потребуем выполнения условий
 Задача

имеет решение , удовлетворяющее неравенствам

 Функция

удовлетворяет условию

Положение внутреннего переходного слоя  в каждый момент времени  определим как
точку пересечения решения задачи (19) с прямой . Асимптотическое приближение функ-
ции  ищем в виде ряда

где , , – -периодические функции, которые определяются из условия -сшива-

ния асимптотик задач  и   (эти задачи используют дополнительные условия в точке
 – ). Формальную асимптотику  решения каждой из этих задач:

(23)
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ищем в виде (по схеме п. 2.1, подробнее см., например, [68])

(24)

где  и  обозначают регулярную и погранслойную вблизи  части асимптотики (19).

Для определения функций  используются условия -сшивания

(25)

в -м порядке по . Используя стандартную процедуру, получаем представление, из которого
определяются коэффициенты регулярной части асимптотики (24):

Очевидно, что главные члены этого представления  определяются условием , а члены бо-
лее высоких порядков определяются из линейных задач

решение которых можно выписать в явном виде (из него также следует монотонность оператора,
порождающего регулярную часть асимптотики).

Для построения погранслойной части асимптотики (24) используется растянутая переменная
, представление А.Б. Васильевой для нелинейности , а также представление

дифференциального оператора

Для нахождения коэффициентов погранслойной части асимптотики имеем представление

(26)

Из представления (26) получаем уравнения , для которых используется
стандартное условие на  Для  и  получаем следующие задачи:
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Решения задач (27), (28) и (29), (30) выписываются в явном виде: 

 и . Очевидно, что 

имеют оценку , , . Условие -сшивания (25) в нулевом порядке

выполняется, так как оно приводится к задаче

разрешимой в силу условия . Заметим, что это условие является аналогом условия Ранкине–
Гюгонио для рассматриваемого класса задач.

Из представления (26) можно получить задачи для  и  следующих порядков, решение
которых выписывается в явном виде. Условие -сшивания (25) в первом порядке по  достаточ-
но просто приводится к задаче отыскания периодического решения уравнения

где Φ1(t) выражаются через известные функции асимптотики первого порядка. Решение этой за-
дачи гарантировано условием . Функции  следующих порядков определяются из аналогич-
ных задач, а условие  является условием однозначной разрешимости и монотонности опера-
тора, порождающего асимптотику положения внутреннего переходного слоя.

Определим  и :

Обозначим через  частичные суммы порядка  представлений (24),  заменена на

. Введем также обозначение

Рассмотрим соответствующую задаче (19) начально-краевую задачу

(31)

Доказательство теоремы существования и устойчивости периодического решения проводится с
помощью асимптотического метода дифференциальных неравенств, который в данной задаче
использует следующее определение нижнего и верхнего решений.
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Определение. Функции  и  называются упорядоченными нижним и верхним решениями задачи (19)
при , если они удовлетворяют следующим условиям:

В случае, когда  и  непрерывные в , но не гладкие на некоторой периодической кривой
, они должны удовлетворять допустимому скачку производной

(32)

(33)

Замечание. Известно (см., например, [33]), что из существования упорядоченных нижнего и верхнего
решений следует существование решения  задачи (19), удовлетворяющее неравенствам

В данной задаче используются нижнее и верхнее решения с допустимым скачком производной
на модификациях кривых формальной асимптотики положения внутреннего слоя  и . В этом
случае имеется такой же результат существования (см., например, [36], [40], а также [39] и ссыл-
ки в этих работах).

Имеет место следующая теорема существования решения задачи (19), его локальной един-
ственности и его асимптотической устойчивости как периодического решения начально-крае-
вой задачи (31):

Теорема 2. Пусть выполнены условия –  . Тогда при достаточно малых  существует ре-
шение задачи 19) u(x,t,  с переходным слоем в окрестности , удовлетворяющее предельным со-
отношениям

и оценкам

где  – некоторая положительная постоянная, не зависящая от . Это решение асимптотически
устойчиво как периодическое решение начально-краевой задачи (31) с областью устойчивости по
крайней мере  и локально единственно в этой области как решение задачи (19).

Для доказательства существования решения и оценки точности асимптотического приближе-
ния решения задачи (19) используются нижнее и верхнее решения  и , построен-
ные по схеме п. 2.2. При этом модификация асимптотики положения переходного слоя 
имеет вид

В этих модификациях, используемых для построения верхнего и нижнего решений, сдвиг 
определяется из периодической задачи, введенной в условии :
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где  – периодическая положительная функция. Следовательно,  в силу монотонности
оператора этой задачи. Это обеспечивает нужный скачок производных у  и , а
также их упорядоченность в окрестности переходного слоя. Выполнение условий определения
проводится подстановкой в задачу (19). Доказательство асимптотической устойчивости перио-
дического решения задачи (31) следует из того, что функции  и , определенные при

 следующими выражениями:

где  – периодическое решение задачи (19),  и  – верхнее и нижнее ре-
шения задачи (19),  и  – подобласти , лежащие справа и слева от кривых  ,
являются верхним и нижним решениями задачи (31).

Аналогичная схема доказательства применяется и в других периодических задачах, процити-
рованных выше.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В данной обзорной статье отражено развитие методов асимптотического анализа новых клас-

сов нелинейных сингулярно возмущенных задач для параболических и эллиптических уравне-
ний, включающих так называемые уравнения реакции–диффузии–адвекции с пограничными и
внутренними переходными слоями. Эти исследования включают в себя как разработку методов
построения формальных асимптотических приближений (удовлетворяющих задаче по невязке),
так и строгое обоснование – доказательство существования решения, оценку точности постро-
енного асимптотического приближения, исследование устойчивости решений по Ляпунову. Но-
визна каждого класса задач может быть определена новыми дифференциальными операторами,
производящими асимптотику. В основе строгих математических результатов, представленных в
статье, лежит использование асимптотического метода дифференциальных неравенств. Суть
этого метода состоит в использовании асимптотики для построения функций сравнения – ниж-
них и верхних решений. При этом выясняются свойства операторов, производящих асимптоти-
ку: обратимость, монотонность. Этот метод определяет стратегию исследования. Переход к но-
вым классам задач, в том числе обобщение ряда результатов на многомерный случай, а также на
некоторые важные для приложений классы систем, требует развития как методов построения
асимптотики и исследования обратимости новых классов операторов, порождающих асимпто-
тику, так и исследования их монотонности. В ряде случаев это потребовало также привлечение
и модификацию базовых теорем сравнения, устанавливающих условия существования соответ-
ствующих классов решений.

Полученные результаты асимптотического анализа широко используются и составляют осно-
ву как для развития теории численных методов, так и для создания эффективных численных ал-
горитмов для исследования задач с переходными слоями. В ходе работ в этом направлении со-
здан и развивается новый метод аналитического исследования явлений разрушения решений,
областью применения которого является класс сингулярно возмущенных задач (например, зада-
чи для уравнения типа Бюргерса).

Известно, что динамика решений начально-краевых задач для параболических уравнений за-
висит от множества неустойчивых стационарных решений. Представляет интерес развитие ме-
тодов доказательства существования и установления условий неустойчивости в классах задач,
представленных выше. Продвижения в этом направлении представлены в [89].

Среди важных приложений отметим разработку концепции асимптотического решения об-
ратных задач для нелинейных сингулярно возмущенных уравнений типа реакция–диффузия–
адвекция. Известно, что наличие в их решениях стационарных или движущихся узких внутрен-
них переходных слоев приводит к неустойчивости при численном решении прямых задач и су-
щественным образом усложняет дальнейшее исследование соответствующих обратных задач.
Основная идея концепции асимптотического решения обратных задач состоит в том, что асимп-
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тотический анализ позволяет свести исходную нелинейную сингулярно возмущенную задачу к
набору более простых задач, которые не содержат малых параметров и имеют меньшую про-
странственную размерность или содержат не дифференциальные, а алгебраические уравнения.
Таким образом, применение асимптотического анализа дает возможность установить более про-
стые связи между наблюдаемыми параметрами решения и параметрами обратной задачи, кото-
рые необходимо определить (коэффициенты в уравнении, граничные и начальные условия и
т.п.), что позволяет принципиально изменить подход к решению обратных задач.

Полученные результаты асимптотического анализа, развитие численных методов и методов
решения обратных задач применены для конкретных математических моделей нелинейной тео-
рии волн, биологии, магнитной гидродинамики и урбо-экологическим моделям. Среди важных
достижений отметим создание модели развития урбоэкосистем, согласно которой городскую
экосистему можно рассматривать как активную среду с взаимодействующими природными и
антропогенными подсистемами.

Основная часть работы посвящена идеям и результатам автора, его учеников и коллег, рабо-
тающих на кафедре математики физического факультета МГУ им. М.В. Ломоносова. Автор счи-
тает своим приятным долгом выразить им глубокую благодарность. Полученные результаты со-
здают несколько новых направлений в нелинейных задачах с внутренними и переходными сло-
ями и, как нам представляется, определяют мировое лидерство в этой области исследований
школы А.Н. Тихонова по теории сингулярных возмущений. Особенную благодарность автор вы-
ражает В.Ф. Бутузову за тесное научное взаимодействие в течение многих лет.
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