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Формулируются обратные задачи для трехмерной модели магнитостатики, возникающие при
проектировании осесимметричных многослойных экранирующих и маскировочных
устройств. В предположении, что проектируемое устройство состоит из конечного числа
сферических слоев, каждый из которых заполнен однородной изотропной средой, предлага-
ется численный алгоритм решения указанных задач, основанный на оптимизационном мето-
де. С его помощью рассматриваемые обратные задачи сводятся к конечномерным экстре-
мальным задачам, роль управлений в которых играют магнитные проницаемости каждого
элементарного слоя. Для нахождения искомых управлений применяется метод роя частиц.
На основе анализа проведенных вычислительных экспериментов показывается, что получен-
ным оптимальным решениям отвечают маскировочные устройства, обладающие наивысшей
эффективностью в рассматриваемом классе устройств и простотой технической реализации.
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1. ВВЕДЕНИЕ
В последние годы большое внимание уделяется разработке методов решения задач маскиров-

ки материальных тел. Начало указанному направлению было положено в работах [1]–[3], в ко-
торых авторы цитированных работ разработали оригинальный метод, получивший название
“transfomation optics” (ТО-подход). Указанный метод основан на установленных в [1], [4] и ряде
других работ свойстве инвариантности уравнений Максвелла относительно определенных пре-
образований координат. Позже этот метод был распространен на акустические [5] и статические
(тепловые, электрические и магнитные) поля [6]–[9]. Близкие обратные задачи восстановления
диэлектрической или магнитной проницаемости тела, помещенного в прямоугольный волно-
вод, изучались в [10], [11].

Нужно отметить, что полученные в цитируемых работах решения задач маскировки обладают
рядом недостатков. Главным недостатком является трудность технической реализации получен-
ных решений. По этой причине в последние годы стала развиваться другая стратегия решения
задач дизайна устройств невидимости. Она основана на использовании оптимизационного ме-
тода решения обратных задач. Начиная с фундаментальных работ А.Н. Тихонова [12], оптимиза-
ционный метод широко используется при решении прикладных обратных задач. Преимуще-
ством оптимизационного метода по сравнению с другими является то, что его применение поз-
воляет учесть априори многие из требований, касающиеся технической реализации искомых
решений задач дизайна. Использованию оптимизационного метода для решения задач дизайна
маскировки и других специальных функциональных устройств посвящен ряд работ. Отметим
среди них статьи [13]–[19], в которых оптимизационный метод вместе с методом топологиче-
ской оптимизации или методом роя частиц (в качестве метода численной оптимизации) приме-
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няется для численного решения задач дизайна устройств маскировки и концентрирования ста-
тических полей. Упомянем также работы [20]–[24], посвященные качественному анализу задач
электромагнитной или тепловой маскировки на основе оптимизационного метода.

Оптимизационный метод применяется и в настоящей работе для решения обратных задач
магнитной маскировки в рамках трехмерной осесимметричной модели магнитостатики. Указан-
ные задачи заключаются в нахождении материальных параметров неоднородной среды, запол-
няющей материальную (маскировочную либо экранирующую) оболочку в виде сферического
слоя, исходя из выполнения условий маскировки либо экранирования. В предположении, что
исходная оболочка состоит из конечного числа элементарных сферических слоев, заполненных
однородными изотропными средами, мы сведем указанные задачи к решению соответствующих
конечномерных экстремальных задач, в которых постоянные магнитные проницаемости каждо-
го слоя играют роль управляющих параметров. Для нахождения решений указанных экстремаль-
ных задач мы предложим численный алгоритм их решения, основанный на методе роя частиц
[25], по схеме, используемой в заметке [16], и обсудим результаты вычислительных эксперимен-
тов для случая однородного внешне приложенного магнитного поля. На основе проведенного
анализа мы покажем, что применение разработанного алгоритма позволяет спроектировать мас-
кировочные или экранирующие слоистые оболочки, обладающие высокой маскировочной эф-
фективностью даже при малом количестве слоев и простотой технической реализации.

2. ПОСТАНОВКА ПРЯМОЙ И ОБРАТНОЙ ЗАДАЧ

Задача магнитной маскировки по своей структуре содержит три основные компоненты: об-
ласть, где рассматривается физический процесс, внешне приложенное магнитное поле и мате-
риальную оболочку, служащую для маскировки материальных тел [26]. В трехмерных задачах
магнитной маскировки роль основной области играет все пространство , исходное внешне
приложенное магнитное поле создается компактно распределенными источниками, либо источ-
никами, расположенными в бесконечности, тогда как роль маскировочной оболочки играет об-
ласть в виде сферического слоя , заполненная неоднородной изотропной ли-
бо анизотропной (в общем случае) средой с переменной магнитной проницаемостью . Обозна-
чим через  и  внутренность и внешность области  соответственно. Будем предполагать,
что эти области  и  заполнены однородной изотропной средой с постоянной магнитной
проницаемостью  (см. фиг. 1).

Обозначим через  шар  радиуса , содержащий внутри себя области  и  (см. фиг. 1),
и предположим, что за пределами шара  находятся внешние источники, создающие в частном
случае, когда  в  и, следовательно, все пространство  заполнено однородной средой с
постоянной магнитной проницаемостью , однородное поле . Оно описывается
магнитным потенциалом , сужение которого на шар  удовлетворяет уравнению Лапласа

 в .

Наличие оболочки  внутри  приводит к изменению поля , в результате чего оно при-
нимает вид . Здесь  – возмущение поля , вызываемое внесением объекта 
в область . Обозначим через  либо  сужения поля  на области , либо  соответственно.
Положим . Введенные поля  в ,  в  и  в  являются решением следующей
задачи сопряжения [23]:
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Ниже будем ссылаться на (2.1)–(2.4) как на задачу магнитного рассеяния, а на  – как на рас-
сеянное оболочкой  поле.

В случае, когда  – диагональный в сферических координатах , ,  тензор, причем
, где  и  – заданные ограниченные положительные функции, задача (2.1)–(2.4)

была исследована теоретически в работе [23]. В ней установлены достаточные условия на исход-
ные данные, обеспечивающие существование единственного слабого решения. В рассматривае-
мом нами в данной статье случае, когда  – скалярная функция, описывающая переменную изо-
тропную среду, заполняющую область , указанные условия, обеспечивающие корректность за-
дачи (2.1)–(2.4), имеют вид

(2.5)
Как уже указывалось, основное внимание в этой статье будет уделено численному анализу об-

ратных задач для модели (2.1)–(2.4), связанных с проектированием устройств маскировки мате-
риальных тел. Указанные задачи состоят в нахождении неизвестной магнитной проницаемости ,
исходя из условий маскировки. Чтобы сформулировать их, обозначим через  ре-
шение задачи (2.1)–(2.4), отвечающее проницаемости  в  и проницаемости  в  и . Ниже
будем рассматривать общую и две частные обратные задачи маскировки. Общая обратная задача,
называемая задачей полной магнитной маскировки, состоит в нахождении магнитной проница-
емости  среды, заполняющей область , исходя из следующих двух независимых условий:

(2.6)

Первое условие в (2.6) относится к поведению внутреннего поля  (т.е. поля  внутри об-
ласти ), тогда как второе условие в (2.6) описывает поведение рассеянного поля  во внеш-
ности . С учетом этого задачу нахождения проницаемости , исходя из выполнения первого
условия в (2.6), принято называть задачей внутренней маскировки или задачей экранирования,
тогда как задачу нахождения , исходя из выполнения второго условия в (2.6), называют задачей
внешней маскировки [26]. На саму пару , обеспечивающую выполнение первого условия
(либо обоих условий) в (2.6), будем ссылаться как на экранирующую (либо маскировочную) обо-
лочку.

Ниже мы будем предполагать, исходя из условий простоты технической реализации проекти-
руемых с помощью оптимизационного метода оболочек, что искомая оболочка  является сло-
истой и состоит из  сферических слоев , , , 

Φs
Ω,μ( )
μ r θ ϕ

θ θμ = μ ,μ ,μdiag( )r μr θμ

μ
Ω

∞μ ∈ Ω , μ ≥ μ = > Ω, ΔΦ = .0( ) ( ) const 0 в 0 вa RL Bx

μ
μ μ μ μΦ ≡ Φ , Φ , Φ� ( )i s

μ Ω μ0 Ωi
∞Ωe

μ Ω
μ μ μ ∞∇Φ = . . Φ = Ω , Φ = Ω .0 (т е const) в 0 вi i i s e

μΦi
μΦ�

Ωi
μΦs

∞Ωe μ

μ
Ω,μ( )

Ω
M −Ω = < = <1{ }m m mR r Rx = , , ...,1 2m M =0R a =MR b

Фиг. 1. Схематическое изображение внешне приложенного магнитного поля и шара , содержащего сфери-
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одной и той же толщины . Каждый из них заполнен однородной изотропной сре-
дой, магнитные свойства которой характеризуются постоянной магнитной проницаемостью

, . Последнее означает, что искомую магнитную проницаемость  искомой
оболочки  следует искать в виде

(2.7)

Здесь  – характеристическая функция слоя , равная  в  и  вне , а ,  –
неизвестные положительные константы, которые находятся, исходя из точного или приближен-
ного выполнения одного или двух условий в (2.6). Отметим, что функция (2.7) удовлетворяет при
любых  первым двум условиям в (2.5).

3. СЛУЧАЙ ПОСТОЯННОГО ВНЕШНЕ ПРИЛОЖЕННОГО ПОЛЯ
Аналогично [8] будем рассматривать ниже важный частный случай, когда внешне приложен-

ное магнитное поле  постоянно во всем пространстве и направлено вдоль оси . В этом случае,
означающем, что источники находятся в бесконечности, поле  представимо в виде

(3.1)
Поскольку потенциал , введенный в (3.1), и магнитная проницаемость , определенная
в (2.7), удовлетворяют условиям (2.5) при любом , то точное решение  за-
дачи (2.1)–(2.4), отвечающее упомянутой паре  и  в (2.7) и (3.1) (мы опускаем для просто-
ты верхний индекс  в обозначении решения), существует и единственно. Более того, используя
метод Фурье, указанное решение можно записать в явном виде. С этой целью обозначим через

 сужение компоненты  решения  на подобласть , , и положим

 в ,  в . Простой анализ показывает, что отдельные компоненты 
(мы будем ссылаться на них как на поля), позволяющие определить решение 
во всем пространстве , представимы в виде
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Решив систему (3.6)–(3.10) относительно неизвестных коэффициентов , , ,
, и  и подставив найденные значения в (3.2)–(3.4), мы получим соответствующие

поля  в ,  в , , и  в , образующие
искомое решение задачи (2.1)–(2.4). Ясно, что так полученные поля  и  зависят от по-
стоянных проницаемостей  слоев . Поэтому рассматриваемые нами об-
ратные задачи магнитной маскировки сводятся при выполнении условия (3.1) к поиску таких
проницаемостей , что соответствующее им решение , определяемое
формулами (3.2)–(3.4), удовлетворяет точно или приближенно одному или обоим условиям
в (2.6).

В простейшем случае, когда число слоев  равно , соответствующее точное решение
 определяется формулами (3.2), (3.3), в которых следует положить . Здесь не-

известные коэффициенты , , , ,  и  являются решением системы шести линейных ал-
гебраических уравнений, состоящей из (3.6), (3.7) и (3.10), где следует положить . Из (3.2)
вытекает, что первое (либо второе) условие в (2.6) выполняется тогда и только тогда, когда 
(либо ). Используя аналитический модуль пакета Wolfram Mathematica, точные выражения
для коэффициентов  и  можно записать в виде

(3.11)

(3.12)

где определитель  системы (3.6), (3.7), (3.10) при  определяется формулой

(3.13)

Из (3.11) следует в предположении , что  тогда и только тогда, когда  (либо
). Подставляя  в (3.12), выводим, что

(3.14)

Полагая  в (3.14), получаем линейное уравнение относительно неизвестной проницаемо-
сти . Его решение, обеспечивающее выполнение условия , имеет вид

(3.15)

Из построения следует, что пара  является искомым решением обратной задачи
полной маскировки. Впервые указанное решение было приведено в [8]. Хотя построенное точ-
ное решение описывается простой формулой (3.15), его техническая реализация не представля-
ется возможной (вследствие условия ) из-за отсутствия природных либо инженерных ма-
териалов с нулевой магнитной проницаемостью. Ввиду этого указанное решение  называ-
ют сингулярным. Один из способов преодоления трудностей с технической реализацией
решений задач магнитной маскировки состоит в замене исходных обратных задач соответствую-
щими приближенными задачами и в применении для решения последних задач оптимизацион-
ных методов, позволяющих учесть требования, связанные с технической реализацией отыскива-
емых решений. Этим мы займемся в следующем разделе.
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4. ПРИМЕНЕНИЕ ОПТИМИЗАЦИОННОГО МЕТОДА.
ФОРМУЛИРОВКА ЭКСТРЕМАЛЬНЫХ ЗАДАЧ

Для решения сформулированных выше обратных задач мы применим оптимизационный ме-
тод [12]. В соответствии с этим методом обратные задачи магнитной маскировки заменяются со-
ответствующими экстремальными задачами, которые адекватно отвечают рассматриваемым об-
ратным задачам. Указанные задачи заключаются в минимизации определенных функционалов
качества, зависящих от магнитных проницаемостей , …,  отдельных слоев , …, . Чтобы
сформулировать их, введем в рассмотрение -мерный вектор , на который мы
будем ссылаться как на вектор магнитных проницаемостей, и определим ограниченное множе-
ство  в пространстве  формулой

(4.1)

На введенное множество , где заданные положительные константы  и  определяют его
нижнюю и верхнюю границы, будем ссылаться как на множество управлений. Напомним, что
введение множества  по формуле (4.1) отвечает так называемой схеме коробки или схеме про-
стых ограничений.

Введем переобозначение  для решения  задачи
(2.1)–(2.4), отвечающего магнитной проницаемости  в , связанной с вектором

 формулой (2.7). Кроме того, в аналогичной ситуации будем использовать
обозначение  для маскировочной оболочки вместо обозначения . Положим

.
Предполагая ниже, что вектор  принадлежит множеству управлений ,

сформулируем следующие три экстремальные задачи:

(4.2)

(4.3)

(4.4)

Здесь функционалы качества ,  и  определяются формулами

(4.5)

Напомним, в частности, что  – потенциал заданного внешне приложенного по-
ля, а  – нормы, входящие в (4.5), определяются формулами

(4.6)

Из вида функционала  следует, что условие  на некотором векторе
 эквивалентно тому, что  в . Это означает, что отвечающая

вектору  в силу формулы (2.7) проницаемость

является решением задачи экранирования. Аналогично, условие  эквивалентно тому,

что рассеянное поле  обращается в нуль всюду в подобласти  области

. Отсюда вытекает в силу принципа единственного продолжения гармонической в  функ-
ции , что  всюду в . Последнее эквивалентно тому, что проницаемость  является
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решением задачи внешней маскировки. Наконец, условие  озна-
чает, что проницаемость  является решением задачи полной маскировки.

Способность проектируемой оболочки  экранировать либо маскировать материальные
объекты характеризуется так называемой экранирующей либо маскировочной эффективно-
стью. Количественно указанные характеристики описывают точность, с которой выполняются
оба условия в (2.6), либо одно из этих условий. Простой анализ формул (4.5), (4.6) показывает,
что введенные выше функционалы ,  и  имеют наглядный смысл среднеквадра-
тичных интегральных ошибок выполнения первого, второго или обоих условий маскировки в
(2.6) на векторе .

Из сказанного вытекает, что для оценки экранирующей либо маскировочной эффективности
проектируемой оболочки  следует использовать именно значения ,  и  функ-
ционалов  и . Так, маскировочную эффективность оболочки  следует оценивать при
помощи значения , которое связано с ней обратной зависимостью: чем меньше значение

, тем выше маскировочная эффективность оболочки , и наоборот. В частности, усло-
вие  для некоторого , математически эквивалентное тому, что  является точ-
ным решением задачи полной маскировки, физически означает, что соответствующая маскиро-
вочная оболочка обладает наивысшей маскировочной эффективностью.

Но нужно отметить, что введенный в (4.5) функционал  необходимо удовлетво-
ряет условию  для всех , где  – любое ограниченное множество, введенное в
(4.1). Фактически это вытекает из того известного в теории маскировки факта (см., например,
[9], [26]), что проницаемость , обеспечивающая точный маскировочный эффект, и, следова-
тельно, отвечающая в силу (2.7) вектору , для которого , необходимо должна при-
нимать сингулярные (например, нулевые) значения в некоторых точках множества . В то же
время проницаемость , определенная формулой (2.7), является регулярной положительной
в  функцией для любого вектора  с положительными . Поэтому наша цель
при решении, например, задачи (4.4) при заданном множестве  будет заключаться в том, чтобы
найти вектор проницаемостей (оптимальное решение задачи (4.4)) , на котором функ-
ционал  принимает минимальное на множестве  значение , а следовательно,
спроектированная оболочка  обладает максимальной (на множестве ) маскировочной
эффективностью. На аналогичные цели направлены задачи (4.2) и (4.3).

Для реализации указанных целей мы применим численный алгоритм, основанный на методе
роя частиц (МРЧ) [25]. Напомним, что МРЧ был предложен в 1995 г. в работе [27]. Он не исполь-
зует значений производных от минимизируемого функционала, является достаточно универ-
сальным и простым при численной реализации. Поэтому в последнее время этот метод широко
применяется при решении большого класса обратных и экстремальных задач в различных обла-
стях науки и техники. Указанный метод применялся, в частности, в статьях [15]–[18] при чис-
ленном решении двумерной и трехмерной задач статической маскировки при помощи оболочек,
состоящих из однородных изотропных (либо анизотропных, в общем случае) материалов.
Мы будем использовать МРЧ по схеме, подробно описанной в заметке [16]. Из нее следует, что
основную роль в описанном выше алгоритме играет вычисление значений  минимизируе-
мого функционала  для конкретного вектора , моделирующего положения конкретных
частиц, составляющих используемый рой. С учетом особенностей предложенного выше метода
решения прямой задачи магнитной маскировки указанная процедура состоит из двух этапов.

На первом этапе мы находим компоненты  и  решения системы (3.6)–(3.10) для кон-
кретного вектора  с использованием пакета Matlab R2019a и, подставив найден-
ные значения  и  в формулы (3.2), содержащие поля  и ,
находим внутреннее и рассеянное поля  и , отвечающие
конкретному вектору . Далее мы подставляем найденные выражения  и  в (4.5) и вы-
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числяем соответствующие интегралы, определяющие нормы, входящие в (4.6), с помощью сле-
дующих аналитических формул:

(4.7)

(4.8)

(4.9)

Здесь  – величины (радиусы сфер), введенные в (3.5), .
Важно отметить, что все приведенные выше интегралы вычисляются точно, поэтому этот

этап не вносит дополнительной ошибки в процедуру нахождения решения. Это важно в вычис-
лительном плане, поскольку рассматриваемые обратные задачи относятся к классу некоррект-
ных задач. Тем не менее с учетом плохой обусловленности системы (3.6)–(3.10) в общем случае
задание ее коэффициентов, нахождение решения и все другие расчеты производились с доста-
точно высокой точностью, обеспечиваемой правилами пакета Matlab R2019a.

5. АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫХ ЭКСПЕРИМЕНТОВ
Обсудим здесь некоторые результаты по численному решению рассматриваемых задач маг-

нитной маскировки с использованием метода роя частиц (МРЧ). Численное моделирование
проводилось для следующих исходных данных:

(5.1)

Внешне приложенное магнитное поле имеет вид (3.1). Основное внимание мы уделим анализу
вычислительных экспериментов по решению задачи экранирования (4.2) либо задачи полной
маскировки (4.4).

Напомним, что параметр  входит в виде  в формулы (4.8), (4.9) для вычисления 
и . Анализ этих формул в сравнении с (2.6) показывает, что чем больше , тем больше ин-
формации об условии  в , входящем в (2.6), учитывается в выражениях (4.8), (4.9). От-
сюда следует, что точность решения задач внешней и полной маскировки должна увеличиваться
с увеличением . Этот же факт подтвердили численные эксперименты, проводимые (в случае,
когда  м,  м) при разных значениях , равных , ,  и  м, причем даль-
нейшее увеличение  не приводило к сколь-нибудь заметным различиям в результатах. По этой
причине приводимые ниже результаты расчетов относятся именно к значению  м в (5.1).

Анализ большого количества проведенных вычислительных экспериментов по решению за-
дачи (4.2) позволил выявить весьма интересную тенденцию в поведении компонент  ее опти-
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мального решения . Оказалось (при определенных условиях на исходные
данные задачи (4.2)), что оптимальные значения  всех параметров  с нечетными индексами

 совпадают с одной из границ ,  множества управлений , тогда как оп-
тимальные значения  остальных параметров (с четными индексами) совпадают с
другой границей. Таким образом, выполняются соотношения:

(5.2)

либо

(5.3)

Следуя [17], [18], мы будем ссылаться на (5.2) (либо на (5.3)) как на соотношения чередующе-
гося дизайна 1-го (либо 2-го) типа. Напомним, что под термином “чередующийся дизайн” в тео-
рии маскировки понимают решение в виде слоистой оболочки, состоящей из конечного числа
слоев, заполненных чередующимися (по слоям) материалами с большим (определенным) отно-
шением параметров указанных материалов [6]. Указанное отношение принято называть их кон-
трастом. Одним из условий, обеспечивающих выполнение условия (5.2) (либо (5.3)), является
условие

(5.4)

Из (5.2) (либо (5.3)) следует, что для соответствующего оптимального решения
 задачи (4.2) справедлив аналог так называемого свойства bang-bang. Со-

гласно этому свойству каждая компонента  оптимального решения принимает одно из двух
значений , , являющихся границами множества  [28]. Как мы увидим ниже, именно это
свойство играет основополагающую роль для получения легко реализуемых решений рассматри-
ваемых задач.

Обсудим теперь результаты решения задачи экранирования (4.2) для трех конкретных тестов,
отвечающих следующим трем парам :

(5.5)

Отметим, что все введенные в (5.5) значения, кроме , отвечают магнитным проница-
емостям известных материалов. Например, значение  описывает относительную магнит-
ную проницаемость закаленной нержавеющей стали, значение  отвечает магнитной про-
ницаемости кобальта, тогда как значение  отвечает известному метаматериалу под на-
званием “сверхпроводник SuperPower SCS12050” [29], [30], который широко используется в
приложениях. Подчеркнем, что все пары в (5.5) удовлетворяют условию (5.4).

Результаты решения с помощью МРЧ задачи (4.2) для первой пары  в (5.5) с контра-
стом  для четных значений , изменяющихся от  до , приведены
в табл. 1. Она содержит оптимальные значения  магнитных проницаемостей первого и
последнего слоев, совпадающие в силу (5.3) с  и  соответственно, и оптимальные значе-
ния  функционала , где , вместе со значениями

 и  (для сравнения) для четных значений , изменяющихся от  до . Остальные
значения управлений , , определяются из соотношений (5.3), где следует по-
ложить , . Анализ табл. 1 показывает, что при изменении  от  до  зна-
чения  изменяются в пределах от  до значения , которое соответствует
невысокой экранирующей эффективности.

Из общих соображений (см. детали в [18]) следует, что для повышения экранирующей эффек-
тивности следует увеличить контраст . Этого можно добиться как за счет уменьшения

, так и за счет увеличения . Полагая в соответствии со вторым сценарием в (5.5)
, , чему соответствует контраст , и применяя МРЧ к за-

даче (4.2), мы получаем результаты, приведенные в табл. 2, которая является аналогом табл. 1 для
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новой пары . Она содержит оптимальные значения  магнитных
проницаемостей первого и последнего слоев, совпадающие в силу (5.3) с  и  соответ-
ственно, и оптимальные значения  функционала , где , вместе со значени-
ями  и . Анализ табл. 2 показывает, что значения  изменяются в пределах от

 до  при увеличении  от  до . В то же время значения  и ,
приведенные в двух последних столбцах табл. 2, достаточно велики. Это, естественно, связано с
тем, что мы минимизируем именно функционал .

Последнее значение  (при ) соответствует достаточно высокой
экранирующей эффективности оптимальной оболочки , причем спроектированная в
рамках теста 2 оболочка  допускает простую техническую реализацию, поскольку она со-
стоит из слоев, заполненных чередующимися распространенными материалами. Первым из них
является распространенный инженерный материал – закаленная нержавеющая сталь с относи-
тельной магнитной проницаемостью , вторым является известный метаматериал Super-
Power SCS12050 с относительной магнитной проницаемостью .

Наконец, выбрав в качестве следующего теста третий сценарий в (5.5), когда ,
 и применяя МРЧ, мы получаем результаты, приведенные в табл. 3, являющейся анало-

гом табл. 1 для третьей пары  в (5.5). Видно, что при увеличении  от  до  значения
 уменьшаются от  до значения , которое отвечает очень высокой

экранирующей эффективности.
Обсудим теперь результаты вычислительных экспериментов по решению задачи полной мас-

кировки (4.4). Предварительно напомним, что в физической литературе общепринято в качестве

μ ,μ = . ,min max( ) (0 0045 40) μ , μopt opt
1 M
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opt( )iJ m ( )iJ m =opt altm m

opt( )eJ m opt( )J m opt( )iJ m
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μ ,μmin max( ) M 2 16
opt( )iJ m −. × 32 43 10 −. × 102 45 10

Таблица 1. Задача экранирования: , , 

2 40 0.025
4 40 0.025
6 40 0.025
8 40 0.025

10 40 0.025
12 40 0.025
14 40 0.025
16 40 0.025

μ = .min 0 025 μ =max 40 =opt altm m

M μopt
1 μopt

M
opt( )iJ m opt( )J m opt( )eJ m

−. × 22 16 10 −. × 21 14 10 −. × 31 18 10
−. × 32 77 10 −. × 31 83 10 −. × 49 02 10
−. × 48 46 10 −. × 47 68 10 −. × 46 91 10
−. × 44 08 10 −. × 44 69 10 −. × 45 29 10
−. × 42 55 10 −. × 43 30 10 −. × 44 06 10
−. × 41 86 10 −. × 42 48 10 −. × 43 10 10
−. × 41 50 10 −. × 41 92 10 −. × 42 34 10
−. × 41 28 10 −. × 41 51 10 −. × 41 74 10

Таблица 2. Задача экранирования: , , 

2 40 0.0045
4 40 0.0045
6 40 0.0045
8 40 0.0045

10 40 0.0045
12 40 0.0045
14 40 0.0045
16 40 0.0045

μ = .min 0 0045 μ =max 40 =opt altm m

M μopt
1 μopt

M
opt( )iJ m opt( )J m opt( )eJ m

−. × 34 14 10 −. × 32 78 10 −. × 31 41 10
−. × 41 10 10 −. × 47 30 10 −. × 31 35 10
−. × 67 97 10 −. × 46 50 10 −. × 31 29 10
−. × 61 08 10 −. × 46 19 10 −. × 31 24 10
−. × 72 25 10 −. × 45 93 10 −. × 31 19 10
−. × 86 46 10 −. × 45 69 10 −. × 31 14 10
−. × 82 36 10 −. × 45 48 10 −. × 31 10 10
−. × 81 04 10 −. × 45 28 10 −. × 31 06 10
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решения задачи маскировки использовать решение , отвечающее чередующемуся дизай-
ну [6], [26]. Это связано с тем, что оболочку, состоящую из чередующихся слоев с большим кон-
трастом, принято считать хорошей аппроксимацией анизотропной оболочки, которая получает-
ся в результате применения для решения задач дизайна устройств маскировки метода, основан-
ного на ТО подходе [2]. Однако, как показывает анализ табл. 1–3, оболочки , отвечающие
схеме чередующегося дизайна, обладают низкой маскировочной эффективностью. Действи-
тельно, в то время как значения , где , приведенные в табл. 2 и 3, достаточно ма-
лы при , близких к , отвечая высокой экранирующей эффективности оболочки , зна-
чения , наоборот, относительно велики, имея порядок  даже при , близких
к , что отвечает невысокой маскировочной эффективности. Для того, чтобы получить реше-
ние задачи маскировки, обладающее высокой маскировочной эффективностью, необходимо ре-
шить именно экстремальную задачу (4.4), отвечающую задаче полной маскировки.

Мы начнем наш анализ результатов решения задачи (4.4) с анализа простейшего случая двух-
слойной оболочки . Напомним, что в этом случае существует точное решение  зада-
чи полной маскировки, где  определяется формулой (3.15). Простые вычисления с учетом со-
отношений (5.1), согласно которым  м,  м,  м,
показывают, что . (Последнее значение записано с
11-ю верными цифрами после запятой). С учетом этого мы зафиксируем верхнюю границу

, а в качестве нижней границы  выберем убывающую последовательность .
Результаты решения задачи (4.4) в виде оптимальных проницаемостей  и оптимальных

значений  функционала , где , представлены вместе со значениями
 и  (для сравнения) в табл. 4 для ряда значений , изменяющихся от  до .

Анализ табл. 4 показывает, что с уменьшением нижней границы  множества  от  до
, чему соответствует увеличение контраста  от  до , оптимальное решение

 задачи полной маскировки (4.4), найденное с помощью МРЧ, при стремлении  к
нулю приближается к точному (сингулярному) решению  задачи полной маскировки. При
этом значение , где , изменяется от  при  до значения

 при , отвечающего очень высокой маскировочной эффективности обо-
лочки . Указанные факты подтверждают высокую точность используемого нами опти-
мизационного метода для решения обратной задачи полной маскировки. Хотя, как уже отмеча-
лось выше, в практическом плане полученные с высокой точностью решения, отвечающие ма-
лым значениям , мало перспективны в виду их сингулярности.
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Таблица 3. Задача экранирования: , , 

2 70 0.0045
4 70 0.0045
6 70 0.0045
8 70 0.0045

10 70 0.0045
12 70 0.0045
14 70 0.0045
16 70 0.0045

μ = .min 0 0045 μ =max 70 =opt altm m

M μopt
1 μopt

M
opt( )iJ m opt( )J m opt( )eJ m

−. × 32 43 10 −. × 31 92 10 −. × 31 41 10
−. × 53 80 10 −. × 46 94 10 −. × 31 35 10
−. × 61 64 10 −. × 46 46 10 −. × 31 29 10
−. × 71 35 10 −. × 46 17 10 −. × 31 23 10
−. × 81 77 10 −. × 45 90 10 −. × 31 18 10
−. × 93 28 10 −. × 45 64 10 −. × 31 13 10
−. × 108 03 10 −. × 45 41 10 −. × 31 08 10
−. × 102 45 10 −. × 45 18 10 −. × 31 04 10
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Из табл. 4 следует, что  для всех  (кроме , когда  и
), тогда как  принимает некоторое промежуточное значение между  и . Это

является проявлением общей тенденции в поведении отдельных компонент оптимального ре-
шения задачи (4.4) для всех значений . Указанная тенденция состоит в том, что соотноше-
ния (5.2) (либо (5.3)) для оптимальных проницаемостей, отвечающие схеме чередующегося ди-
зайна 1-го (либо 2-го) типа, выполняются при выполнении условия (5.4) для всех управлений ,
кроме, быть может, последнего , которое принимает некоторое промежуточное значение
между  и . Другими словами, для задачи (4.4) вместо (5.2) (либо (5.3)) выполняются сле-
дующие соотношения почти чередующегося дизайна:

(5.6)

либо

(5.7)

Приведем теперь результаты решения задачи маскировки для нескольких конкретных тестов.
Первый тест отвечает первой выбранной ранее паре  в (5.5). Соответству-
ющие результаты решения задачи (4.4) в виде оптимальных управлений ,  и оптимальных
значений  функционала  представлены вместе со значениями  и  (для
сравнения) в табл. 5. Остальные управления  при  определяются из соотноше-
ний (5.7), отвечающих схеме почти чередующегося дизайна 2-го типа. Из табл. 5 видно, что по-
следнее управление  совпадает с  при  и , при  оно принимает про-
межуточные между  и  значения, убывающие от  при  до  при ,
тогда как значение  убывает от  при  до значения  при ,
отвечающего невысокой маскировочной эффективности оболочки .

Следующий тест отвечает второй выбранной ранее паре  в (5.5). Соот-
ветствующие результаты решения задачи (4.4) в виде управлений ,  и оптимальных значе-
ний  функционала  представлены вместе со значениями  и  в табл. 6,
которая является аналогом табл. 5. Остальные значения  при  определяются из
соотношений (5.6), отвечающих схеме почти чередующегося дизайна 1-го типа. Из табл. 6 видно,
что последнее управление  совпадает с  при , а при изменении  от  до

  возрастает от значения  до , тогда как значение  убывает от 
при  до значения  при , отвечающего достаточно высокой маскировочной
эффективности оболочки .
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Таблица 4. Задача маскировки: , , , 

10.0
10.0
10.0 0.0
10.0 0.0
10.0 0.0
10.0 0.0
10.0 0.0

= 2M −μ =min 10n n = , ...,1 12n μ =max 10

μmin μmax μopt
1 μopt

2
opt( )J m opt( )iJ m opt( )eJ m

−110 10 .0 10000000000 −. × 11 10 10 −. × 12 20 10 −. × 45 86 10
−210 10 .0 01000000000 −. × 21 60 10 −. × 23 06 10 −. × 31 35 10
−410 −410 .3 38595617966 −. × 43 90 10 −. × 47 80 10
−610 −610 .3 38725605599 −. × 63 90 10 −. × 67 80 10
−810 −810 .3 38726906202 −. × 83 90 10 −. × 87 80 10
−1010 −1010 .3 38726919208 −. × 103 90 10 −. × 107 80 10
−1210 −1210 .3 38726919338 −. × 123 90 10 −. × 127 80 10
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Достигнутую эффективность можно сделать еще выше, если увеличить контраст  за
счет увеличения . В этом можно убедиться из табл. 7, которая является аналогом табл. 6 для
случая , отвечающего магнитной проницаемости кобальта. Видно, что указанное изме-
нение  до  привело к изменению  от  при  до значения 
при , которое отвечает очень высокой маскировочной эффективности оболочки .
Отметим еще одну особенность последних двух тестов. Она состоит в том, что построенное оп-
тимальное решение  задачи полной маскировки является при  одновременно точным
решением задачи внешней маскировки. Это вытекает из соотношений , приведенных
в последнем столбце каждой из табл. 6 и 7 при .

μ μmax min/
μmax

μ =max 70
μmax 70 opt( )J m −. × 31 92 10 = 2M −. × 102 77 10
= 16M Ω, opt( )m

optm ≥ 4M
=opt( ) 0eJ m

> 2M

Таблица 5. Задача маскировки: , 

2 40 0.025
4 40 0.025
6 40 0.025
8 40 0.0546

10 40 0.0465
12 40 0.0411
14 40 0.0370
16 40 0.0339 0.0

μ = .min 0 025 μ =max 40

M μopt
1 μopt

M
opt( )J m opt( )iJ m opt( )eJ m

−. × 21 14 10 −. × 32 16 10 −. × 31 18 10
−. × 31 83 10 −. × 32 77 10 −. × 49 02 10
−. × 47 68 10 −. × 38 46 10 −. × 46 91 10
−. × 43 19 10 −. × 46 37 10 −. × 194 78 10
−. × 41 76 10 −. × 43 52 10 −. × 191 59 10
−. × 41 18 10 −. × 42 36 10 −. × 207 96 10
−. × 58 91 10 −. × 41 78 10 −. × 193 19 10
−. × 57 28 10 −. × 41 46 10

Таблица 6. Задача маскировки: , 

2 40 0.0045
4 0.0045 6.3817 0.0
6 0.0045 9.2633 0.0
8 0.0045 11.9708 0.0

10 0.0045 14.5166 0.0
12 0.0045 16.9168 0.0
14 0.0045 19.1880 0.0
16 0.0045 21.3467 0.0

μ = .min 0 0045 μ =max 40

M μopt
1 μopt

M
opt( )J m opt( )iJ m opt( )eJ m

−. × 32 78 10 −. × 34 14 10 −. × 31 41 10
−. × 42 43 10 −. × 44 85 10
−. × 51 24 10 −. × 52 48 10
−. × 61 33 10 −. × 62 66 10
−. × 72 35 10 −. × 74 71 10
−. × 85 97 10 −. × 71 19 10
−. × 81 98 10 −. × 83 96 10
−. × 98 09 10 −. × 81 62 10

Таблица 7. Задача маскировки: , 

2 70 0.0045
4 0.0045 6.3806 0.0
6 0.0045 9.2573 0.0
8 0.0045 11.9512 0.0

10 0.0045 14.4691 0.0
12 0.0045 16.8218 0.0
14 0.0045 19.0213 0.0
16 0.0045 21.0804 0.0

μ = .min 0 0045 μ =max 70

M μopt
1 μopt

M
opt( )J m opt( )iJ m opt( )eJ m

−. × 31 92 10 −. × 32 43 10 −. × 31 41 10
−. × 41 39 10 −. × 42 79 10
−. × 64 15 10 −. × 68 31 10
−. × 72 66 10 −. × 75 31 10
−. × 82 88 10 −. × 85 75 10
−. × 94 61 10 −. × 99 22 10
−. × 91 00 10 −. × 92 00 10
−. × 102 77 10 −. × 105 54 10
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На наш взгляд, представляет интерес сравнить табл. 7 и 3 (а также 6 и 2), отвечающие одним
и тем же данным . Указанное сравнение позволяет сделать вывод об очень сильном
влиянии на качество (т.е. точность) решения задачи маскировки именно последнего управления

. Действительно, ошибка решения задачи маскировки, определяемая значением , где
 – чередующееся решение, равна  в табл. 3 (при ) и равна

 в табл. 7 на оптимальном решении  задачи (4.4), отличающемся от 
лишь последней компонентой . Такое существенное уменьшение значения  на шесть
порядков обусловлено изменением последнего управления .

Таким образом, применение численного алгоритма решения обратных задач экранирования
и маскировки, основанного на оптимизационном методе, позволило получить решения, облада-
ющие наивысшей эффективностью в рассматриваемом классе. Для задачи экранирования полу-
ченные решения обладают также простотой технической реализации при определенном выборе
множества управлений  в (4.1), поскольку отвечающие им экранирующие оболочки состоят из
чередующихся слоев, заполненных распространенными материалами. Для задачи маскировки
материал последнего слоя может не принадлежать классу природных или инженерных материа-
лов. В связи с этим может возникнуть техническая трудность с реализацией полученных реше-
ний. Однако эта трудность не является принципиальной ввиду больших успехов, достигнутых в
последнее время в создании метаматериалов с заданными магнитными свойствами.

Полученные в статье результаты относятся к случаю однородного внешне приложенного маг-
нитного поля, имеющего вид (3.1). На наш взгляд, большой интерес представляет перенесение
полученных выше результатов на случай неоднородного внешне приложенного поля, создавае-
мого компактно распределенными источниками. Исследованию этой проблемы авторы собира-
ются посвятить будущую работу.
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