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Рассматривается обратная задача для системы полулинейных эллиптических уравнений, мо-
делирующих радиационный теплообмен с френелевскими условиями сопряжения на поверх-
ностях разрыва коэффициента преломления. Задача состоит в отыскании правой части урав-
нения теплопроводности, являющейся линейной комбинацией данных функционалов, по
заданным значениям этих функционалов на решении. Разрешимость обратной задачи дока-
зана без ограничений малости. Представлено достаточное условие единственности решения.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Задачи радиационно-кондуктивного (сложного) теплообмена представляют интерес в связи с
инженерными и медицинскими приложениями (см. [1]–[5]). В [6]–[22] выполнен анализ крае-
вых задач и задач оптимального управления для уравнений сложного теплообмена с диффузион-
ным  приближением уравнения переноса излучения. Анализ различных краевых задач, связан-
ных с радиационным теплообменом, представлен в [23]–[28].

В [21] представлены построение и анализ стационарной модели сложного теплообмена в рам-
ках  приближения для многокомпонентной трехмерной области с учетом эффектов отражения
и преломления на поверхностях разрыва коэффициента преломления. Настоящая работа посвя-
щена анализу обратной задачи для указанной нелинейной модели сложного теплообмена. Зада-
ча заключается в отыскании неизвестных интенсивностей тепловых источников (объемных или
поверхностных), а также соответствующих полей температуры и теплового излучения, по задан-
ным значениям некоторых функционалов на решении краевой задачи. Близкие обратные задачи
для стационарных уравнений сложного теплообмена рассмотрены в [29] и для квазистационар-
ных уравнений в [31], [41].

Задачи восстановления неизвестных функций источников в эллиптических и параболиче-
ских уравнениях и системах с интегральными и точечными условиями переопределения рас-
сматривались в работах С.Г. Пяткова и др. (см. [32]–[35]). Обратные задачи с конечномерным
переопределением для уравнений Навье–Стокса, уравнений тепловой конвекции и других мо-
делей сплошных сред представлены в [36]–[41].

Статья организована следующим образом. В разд. 2 ставится прямая краевая задача с услови-
ями сопряжения, определяются пространства и операторы, обратная задача формулируется в ви-
де системы уравнений с операторными коэффициентами. Разрешимость обратной задачи дока-
зана в разд. 3. Достаточное условие единственности решения получено в разд. 4, а в разд. 5 пред-
ставлено доказательство вспомогательных результатов.

1)Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства науки и высшего образования Российской Федера-
ции (проект 075-15-2019-1878).
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2. ПОСТАНОВКА И ФОРМАЛИЗАЦИЯ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ
С ФРЕНЕЛЕВСКИМИ УСЛОВИЯМИ СОПРЯЖЕНИЯ

Процесс сложного теплообмена рассматривается в ограниченной липшицевой области
. В области  содержится конечное число липшицевых подобластей , , за-

мыкания которых не пересекаются.
Подобласть

является внешней, при этом , , .
Процесс описывается следующими функциями:  – нормализованная температура и  – нор-

мализованная интенсивность теплового излучения, усредненная по всем направлениям. Ука-
занные функции в каждой из областей , , удовлетворяют уравнениям

(1)

Положительные физические параметры , ,  и , описывающие свойства среды, определяются
стандартным образом (см. [21]). Отметим, что указанные параметры, так же как и коэффициент
преломления , принимают постоянные значения в областях , , и при этом,

что важно, , . Функция  моделирует тепловые источники.
На внешней границе  заданы краевые условия

(2)

где  – заданная граничная температура,  – коэффициент теплопередачи,  – пара-
метр, зависящий от коэффициента излучения. Через  обозначаем производную в направлении
внешней нормали  к границе.

Условия сопряжения для температуры  и интенсивности излучения  на внут-

ренних границах , , выведенные в [21], имеют следующий вид:

(3)

(4)

Здесь ,  – параметры, зависящие от коэффициентов отражения на
внутренних границах (см. [21]).

Для формализации краевой задачи будем использовать пространства Лебега , , и
пространства Соболева . Обозначим ,  и

Отождествляя пространство  с сопряженным пространством , получаем включения
 Здесь ,  – пространства, сопряженные с  и  соответствен-

но. Через  будем обозначать значение функционала  на элементе  и скалярное
произведение в , если  Кроме того,

Далее будем предполагать, что исходные данные удовлетворяют следующим условиям, есте-
ственным с физической точки зрения:

(i) , , , ;

(ii) , , ;

(iii) ; .
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Определим следующие операторы и функционалы , , , ,
используя равенства

которые справедливы для всех  и . Здесь .

Отметим сразу, что билинейная форма  определяет норму, эквивалентную стандартной
норме пространства , и поэтому в дальнейшем полагаем . В дальнейшем будем ис-

пользовать следующие неравенства непрерывности вложений , , :

Пусть , , . Указанная функция является монотонной и при этом

.
Определение. Пара  называется слабым решением задачи (1)–(4), если

(5)

Указанная слабая формулировка выводится обычным образом. Достаточно умножить урав-
нения (1) на тестовые функции  и  соответственно и проинтегрировать по частям
по областям , применяя краевые условия (2) и условия сопряжения (3), (4).

Для постановки обратной задачи рассмотрим линейно независимую систему функционалов

 из  и предположим, что  в первом уравнении (5) имеет вид . Ин-
тенсивности источников  считаются неизвестными, но задаются значения указанных
функционалов на решении . Таким образом, приходим к следующей постановке.

Задача (IP). Найти , ,  такие, что

(6)

Здесь вектор  является заданным.
Типичным примером обратной задачи, которая возникает при моделировании процессов ла-

зерной абляции (см. [5]), является задача нахождения интенсивностей тепловых источников, ло-
кализованных в , , по средним значениям температуры в этих подобластях.
В этом случае  если , и , если , а условия переопределения име-

ют вид , .

3. РАЗРЕШИМОСТЬ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ
Предварительно сформулируем следующие вспомогательные результаты, доказательство ко-

торых приводится в конце статьи.
Лемма 1. Для каждого  существует единственное решение  уравнения

(7)

Лемма 2. Матрица с элементами , , является невырожденной.
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Лемма 3. Пусть для 

Тогда величина  строго положительна и справедливо неравенство

Сведем обратную задачу (IP) к операторному уравнению относительно неизвестной функции
. Пусть  – решение задачи (IP). В силу леммы 1 заключаем, что

. Далее, умножим скалярно уравнение для  на  и учтем, что
. Поэтому интенсивности  являются решением системы

(8)

которая, в силу леммы 2, однозначно разрешима для заданных , . Таким образом,
функция  является решением операторного уравнения

(9)

а числа  являются решением системы (8). Очевидно, что задача (8), (9) эквивалентна за-
даче (IP).

Определим нелинейный оператор , используя равенство

(10)

где , , – решение системы (8). Учитывая определение скалярного
произведения в пространстве , , заключаем, что задача (8), (9) сводится к урав-
нению 

Лемма 4. Оператор  вполне непрерывен.

Доказательство. Пусть , ,  Из определения оператора  следует ра-
венство

(11)

где  и  таковы, что

(12)

Для оценки правой части в (11) используем неравенства

Здесь .
Первое уравнение в (12) умножим скалярно на  и отбросим неотрицательные граничные ин-

тегралы в левой части. Тогда

Следовательно, , где .
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Далее,

Здесь  – норма матрицы, обратной к 
Полученные неравенства позволяют оценить правую часть (11):

Полагая в последнем неравенстве , получаем оценку

Поскольку вложение  непрерывно и компактно, из полученной оценки следует, что
оператор  вполне непрерывен.

Теорема 1. Пусть выполняются условия (i)–(iii). Тогда существует решение задачи (IP).
Доказательство. Для доказательства существования неподвижной точки вполне непрерывно-

го оператора  достаточно, на основании принципа Лере–Шаудера, показать равномерную по
 ограниченность в пространстве  множества решений операторного уравнения

 Из определения оператора  следуют равенства

(13)

где , , – решение системы (8). Заметим сразу, что из (13) следует равенство
.

Выберем  так, что , . Поскольку  плотно в пространстве

, в дальнейшем считаем, что . Умножим скалярно первое уравнение в (13) на
. Тогда

Поскольку , получаем неравен-
ство

(14)

Далее, пусть ,

Умножая скалярно второе уравнение в (13) на  получаем равенство

В полученном равенстве перейдем к пределу при . Тогда аналогично [29, теорема 1] за-
ключаем, что  и справедливо равенство

(15)
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Из равенства (15), учитывая определение функционала  (лемма 3), выводим неравенство

(16)

Учтем, что в силу леммы 3, справедливо неравенство , а подынтегральные выраже-
ния в правой части (16) оценим, используя следующие неравенства Юнга c параметром :

Выбрав параметр  достаточно малым, выводим из (16) неравенство

Здесь постоянная  зависит только от величин , ,  и функций ,  и, что важно, не зависит
от  Сложив полученное неравенство с (14), получаем

В последней оценке можно опустить второе слагаемое в левой части, поскольку оно неотрица-
тельно. Далее, используя неравенство , получаем оценку равномерной
по  ограниченности множества решений операторного уравнения 

(17)

Из оценки (17) следует разрешимость обратной задачи (IP).

4. УСЛОВИЯ ЕДИНСТВЕННОСТИ РЕШЕНИЯ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ

Обозначим через  множество решений задачи (9), т.е. множество -компонент реше-
ний задачи (IP). Из доказательства теоремы 1 следует, что при выполнении условий (i)–(iii), ука-
занное множество ограничено в  и в пространстве  Оценим разность двух функций из
множества .

Пусть , ,  Заметим, что, в силу неравенства

функция  и 

Из уравнения (9) для  вычтем аналогичное уравнение для  и умножим первое уравнение
скалярно на , учитывая, что , . Тогда

(18)

Заметим, что

где
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Тогда из (18) следует неравенство

(20)

Умножим уравнение (19) скалярно на  и отбросим неотрицательное слагаемое . Ис-
пользуя неравенство Гёльдера, получаем оценку

Справедливы также мультипликативное неравенство для нормы в  и неравенство вло-
жения  в 

Таким образом, из (20) следует неравенство

(21)

В силу теоремы Гильберта–Шмидта, собственные функции  оператора , определяемые
из условий , , , , образуют базис пространств 

и , причем  при . Поскольку , то из оценки (21) следует един-
ственность решения задачи (IP), если выполняется условие

(22)

В общем случае из оценки (21), аналогично [29], в силу компактности вложения пространства 
в , следует конечномерная структура множества .

Теорема 2. Пусть выполняются условия . Тогда множество решений задачи (IP) непусто и го-
меоморфно компакту, лежащему в конечномерном пространстве, а если выполняется условие (22),
то решение единственно.

5. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ЛЕММ 1–3

Лемма 1. Для каждого  существует единственное решение  уравнения

(23)
Доказательство. Утверждение следует из леммы Лакса–Мильграма, поскольку билинейная

форма  является непрерывной, симметричной и положительно-определен-
ной в пространстве .

Лемма 2. Матрица с элементами , , является невырожденной.
Доказательство. Достаточно проверить, что следующая однородная линейная система

имеет только тривиальное решение. Умножим -е уравнение системы на  и просуммируем. То-

гда для  получим . Следовательно,  и в силу линейной независимости
функционалов  получаем .

Лемма 3. Пусть для 
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Тогда величина  строго положительна и справедливо неравенство

Доказательство. Пусть . Тогда имеется минимизирующая последовательность ,
, . Из определения функционала  вытекает, что

Следовательно, найдется  такая, что  сильно в ,  сильно в  и,

кроме того,

Поэтому . Далее, поскольку для 

получаем в пределе, что . Таким образом,  и , что противоречит

равенству .
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