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На основе ранее разработанного метода самосогласованного поля рассмотрена задача о дви-
жении любого конечного числа идентичных сферических частиц произвольной плотности в
заданном на бесконечности однородном потоке идеальной несжимаемой жидкости при на-
личии плоской твердой поверхности. Получены выражения для скоростей частиц и жидкости
при заданном начальном расположении частиц в пространстве с учетом коллективного гид-
родинамического взаимодействия частиц друг с другом и с заданной твердой поверхностью.
Для случая статистически равномерного распределения частиц в пространстве получены в
аналитическом виде усредненные профили скорости частиц и жидкости, образующих полу-
безграничную невязкую суспензию, в первом приближении по объемной доле частиц в сус-
пензии. Библ. 27. Фиг. 4.
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Одной из ключевых проблем при описании динамики дисперсных потоков с повышенной
концентрацией дисперсной фазы является учет эффектов коллективного гидродинамического
взаимодействия большого количества дисперсных частиц во внешнем потоке несущей сплош-
ной среды. Исследование этой проблемы для случая идеальной жидкости началось с решения за-
дачи о движении двух сфер [1], [2]. Задача о движении большего количества частиц оказалась
чрезвычайно сложной, поскольку является разновидностью известной в науке фундаменталь-
ной проблемы многих тел, которая до сих пор не имеет точного решения даже в классической
механике. В связи с этим предпринимались попытки приближенного решения этой проблемы
на основе построения разного рода физических моделей. Одной из первых была так называемая
ячеечная модель, разработанная Каннингэмом [3] применительно к вязкой жидкости, а впо-
следствии использованная Зубером [4] для определения присоединенной массы газовых пузырь-
ков, образующих в идеальной жидкости безграничную невязкую пузырьковую эмульсию. В рам-
ках этой модели безграничная однородная суспензия (эмульсия) рассматривается как среда, со-
стоящая из множества одинаковых единичных ячеек, каждая из которых содержит одну
дисперсную частицу, окруженную жидкой оболочкой, на поверхности которой постулируются
те или иные граничные условия. По сути, эта модель носит эвристический характер, поскольку
допускает различные формы жидких оболочек и разные виды граничных условий на их поверх-
ности. Результат Зубера [4] впоследствии был уточнен Вейнгаарденом и Джеффри [5] на основе
физически более строгой модели, учитывающей гидродинамическое взаимодействие пузырьков
в эмульсии. Затем Фельдерхофом было получено [6] обобщение этого результата на случай ча-
стиц произвольной массы, однако, решение имеет неявный вид и требует численных расчетов
для каждых конкретных значений параметра, характеризующего соотношение плотностей ча-
стиц и несущей жидкости.

В середине 1980-х годов научной группой В.В. Струминского был разработан новый метод [7]
решения задач о движении многих тел сферической формы в идеальной жидкости на базе из-
вестной в физике концепции самосогласованного поля. Метод позволяет описывать эффекты
коллективного гидродинамического взаимодействия при движении большой группы частиц в
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потенциальных потоках идеальной жидкости и определять средние динамические характери-
стики как пространственно ограниченных дисперсных структур, так и безграничных суспензий.
Впоследствии этот метод позволил получить ряд принципиально новых результатов [8]–[14] по
динамике невязких суспензий, в том числе при наличии внешних границ, в виде явных аналити-
ческих зависимостей от определяющих параметров.

В последнее время получили широкое распространение численные методы исследований ди-
намики дисперсных сред и процессов переноса в них (например, [15]–[19] и др.). Такие методы,
очевидно, имеют ряд достоинств по сравнению с чисто теоретическими подходами. К ним мож-
но отнести возможность исследования задач со сложной геометрией потоков и в широком диа-
пазоне значений определяющих гидродинамических критериев (в том числе, по числу Рей-
нольдса). Однако они имеют и ряд недостатков. Математически априори довольно сложно опре-
делить степень достоверности результатов численных расчетов, что нередко приводит к
необходимости проведения параллельных экспериментальных исследований. Кроме того, лю-
бой расчет производится для дискретного набора значений определяющих параметров. Поэтому
выявление зависимостей физических характеристик дисперсных потоков от всего комплекса
определяющих параметров является чрезвычайно трудоемкой задачей. В этом плане аналитиче-
ские результаты теоретических методов более информативны.

Ниже на основе метода самосогласованного поля рассмотрена задача о движении невязкой
суспензии сферических частиц вдоль плоской твердой границы в заданном на бесконечности
однородном потоке идеальной несжимаемой жидкости. В результате в аналитическом виде по-
лучены зависимости усредненных профилей скорости частиц и жидкости от определяющих па-
раметров задачи.

1. КОНЕЧНАЯ СИСТЕМА ЧАСТИЦ
Рассмотрим систему из любого, но конечного числа N идентичных сферических частиц ради-

уса a, погруженных в первоначально покоящуюся идеальную несжимаемую жидкость, занима-
ющую полупространство x3 > 0, ограниченное плоской твердой поверхностью W, заданной усло-

вием x3 = 0 (см. фиг. 1). Центры частиц имеют координаты , , а их скорости 
первоначально равны нулю. В некоторый момент времени t = 0 жидкость на бесконечности из
состояния покоя импульсно приводится в состояние движения со скоростью  в
направлении, параллельном плоскости W.

Классическая постановка этой задачи в предположении потенциальности течения жидкости,
как известно, состоит в решении уравнения Лапласа для потенциала скорости  и удовлетворе-
нии граничных условий непротекания на границе W и на поверхности всех частиц.
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Фиг. 1. Схема течения жидкости вдоль плоской твердой поверхности W при наличии в потоке системы иден-
тичных твердых сферических частиц в декартовой системе координат  (ось  направлена перпенди-

кулярно плоскости фигуры).  – скорость заданного на бесконечности однородного потока,

 – скорость i-й частицы,  – радиус-вектор центра i-й частицы.
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В рамках метода самосогласованного поля [7]–[9] граничные задачи динамики N сфер в иде-
альной жидкости в предположении потенциальности течения сведены к формальному решению
системы уравнений для тензорных коэффициентов , входящих в полученное точное реше-
ние таких задач. Для сформулированной выше задачи точное решение для безразмерного потен-
циала скоростей ϕ, описывающего течение жидкости сразу после внешнего воздействия и удо-
влетворяющего граничным условиям на поверхности частиц и стенки W, как показано в ра-
боте [7], имеет вид

(1.1)

где

Формула (1.1) является точным решением для потенциала скоростей при условии, что тензорные
коэффициенты  удовлетворяют системе уравнений [7]:

(1.2)

где , ,  – скорость i-й частицы, , ρp и ρ – плотность частиц и
жидкости соответственно.

Формулы (1.1) и (1.2) записаны в безразмерном виде. В качестве масштабов величин в них
приняты заданная на бесконечности скорость жидкости U(0) и характерное расстояние между
центрами соседних частиц L. Здесь и далее приняты тензорные обозначения переменных с усло-
вием о суммировании по повторяющимся нижним координатным индексам, принимающим
значения от 1 до 3. Это условие не распространяется только на переменную Ri. Верхние индексы
относятся к частицам, и чтобы отличать их от показателя степени, они заключены в круглые
скобки.

Следует отметить, что структура точного решения уравнения Лапласа для потенциала скоро-
стей жидкости (1.1), полученного в работе [7], такова, что это решение изначально удовлетворяет
граничному условию непротекания жидкости на плоской стенке W при любых значениях тен-
зорных коэффициентов . В свою очередь, первое равенство в (1.2), напрямую вытекающее
из граничных условий на поверхности всех сферических частиц, связывает между собой заранее
неизвестные тензорные коэффициенты, относящиеся к разным частицам. С физической точки
зрения первое равенство в (1.2) по существу представляет собой условие взаимного согласования
между собой гидродинамических полей возмущений от всех частиц в заданном внешнем потоке.
Второе равенство в (1.2) представляет собой второй закон Ньютона, в котором для записи гидро-
динамической силы, действующей на i-ю частицу, использована теорема Бика [20], описываю-
щая движение частиц при известном нестационарном внешнем воздействии на них со стороны
жидкости. Таким образом, решение системы (1.2) для тензорных коэффициентов  после их
подстановки в выражение (1.1) для потенциала скоростей определяет самосогласованное гидро-
динамическое поле, возникающее сразу после импульсного приведения жидкости на бесконеч-
ности из состояния покоя в состояние движения с заданной постоянной скоростью 
и удовлетворяющее граничным условиям непротекания на стенке W и на поверхности всех ча-
стиц.

( )
�1γ γn

iC

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )∞ ∞+ +

+ +
= = = =

= + +
+ + � �

�

�

�

�

�
�

1 1
1 11 1

2 1 2 1
γ γ γ γ

0 β γ β γγ γ β β2 1 2 1
1 1 1 1

α αφ φ ,
1 1

n n

n nn n

i i i iN Nn n
i i

n n
i n i ni i

X X X Xn nC T T C
n nR R

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )= = − = − =�

0
0 γ γ γ γ γ γ γ βγ β γ γ, ,φ ,, i i i i i i

iU x X x x X x T x R X X

( ) ( )
 
 = = =
 

−  

� � �

γ γ βγ

1 0 0
, α / , 0 1 0 .

0 0 1

i i
iR X X a L T

( )
�1γ γn

iC

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

∞ +

+
≠ =

∞ +

+
≠ = =

∂= − + +∂ ∂ +

+ − =+ 





� �

�

� �

�

�

�

�

�

1

1 1
1

1
1 1 1

2 1
0 β β

β β βγ γ β β 2 1
γ γ 0

2 1
β β

δ β δ β β βδ δ 2 1
0 0

1 α( )
! 1

α 3, (λ
1 2

,1)

k

n k

n

k

k k k

i

j jn n
i i i j

k
j i k j

j jn
j i i

k
j i k j R

X XkC U U X C
n x x k R

X Xk T T C U C
k R

= …1,2,i N ( ) { }=0
β 1,0,0U ( )

β
iU =λ ρ /ρp

( )
�1γ γn

iC

( )
�1γ γn

iC

( ) { }=0
β 1,0,0U



496

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 61  № 3  2021

ГУСЬКОВ

Если принять условие о малости характерного параметра задачи , т.е. ограничиться слу-
чаем разбавленных суспензий, то при решении системы уравнений (1.2) все неизвестные функ-
ции можно искать в виде разложений по степеням этого параметра

(1.3)

Подстановка (1.3) в (1.2) приводит к следующей системе уравнений:

(1.4)

где δji – символ Кронекера, а квадратные скобки над знаком суммы обозначают целую часть числа.
Соотношения (1.4) представляют собой рекуррентную систему алгебраических уравнений,

где каждое последующее приближение по малому параметру  для всех функций определяется
через предыдущие. Таким образом, зная нулевое приближение, с помощью системы (1.4) можно
определить все функции в аналитическом виде в любом заданном приближении по малому па-
раметру и, соответственно, найти решение исходной задачи в этом приближении. Решение си-
стемы (1.4) с точностью до  для продольных (в проекции на ось ) компонент скоростей
частиц  и жидкости  имеет вид

(1.5)
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(1.6)

где приняты обозначения

а переменные , ,  и  определены в описании формулы (1.1).

Таким образом, если заданы координаты центров всех частиц  , фор-
мулы (1.5) позволяют вычислить их скорости, а формулы (1.6) – скорость жидкости в любой за-
данной точке  пространства с точностью до .

В формулах (1.5) и (1.6) приведены выражения только для одной компоненты скоростей ча-
стиц и жидкости в направлении заданного на бесконечности однородного потока. Структура
функций, описывающих две другие компоненты этих скоростей таковы, что после применения
к ним последующей процедуры усреднения они дают нулевое значение. Поэтому выражения для
этих компонент скорости в (1.5) и (1.6) опущены.

2. ВЫЧИСЛЕНИЕ СРЕДНИХ ХАРАКТЕРИСТИК ПОТОКА
Формулы (1.5) и (1.6) позволяют с высокой точностью вычислять скорости частиц и жидкости

для разбавленных дисперсных систем, состоящих из конечного числа частиц. Однако при опи-
сании динамики больших систем целесообразен переход к осредненному описанию. В этом слу-
чае при вычислении средних значений скоростей с учетом наличия внешней границы W приме-
нима процедура осреднения [21]–[23] по различным возможным конфигурациям дисперсных
частиц в пространстве. В рамках этой процедуры суммирование известных функций в соотноше-
ниях (1.5) и (1.6) фактически заменяется интегрированием по переменным  при условии, что
частицы не пересекаются друг с другом (либо с точкой пространства, в которой вычисляется
среднее значение скорости жидкости) и не выходят за границы объема, занимаемого системой
частиц. Весовой функцией в процедуре усреднения является числовая концентрация частиц.

Рассмотрим случай безграничной суспензии, в которой дисперсные частицы статистически
равномерно распределены в полупространстве , а их объемная доля φ в суспензии мала.
В этом случае весовой функцией в процедуре усреднения по объему будет безразмерная число-
вая концентрация частиц, равная единице при выбранном линейном масштабе задачи L. Если
при вычислении средних величин ограничиться первым приближением по объемной доле ча-
стиц в суспензии, то при решении системы уравнений (1.4) достаточно учесть лишь члены, опи-
сывающие парное взаимодействие частиц. Взаимодействия более высокого порядка в рамках
последующей процедуры усреднения вносят вклад только в коэффициенты при более высоких
степенях объемной доли. Поэтому в формулах (1.5) и (1.6) они заранее опущены. Для решения
задачи с точностью до  перед процедурой усреднения необходимо при решении системы (1.4)
учесть все члены, описывающие взаимодействие частиц до порядка n + 1.

Применение процедуры усреднения к правым частям формул (1.5) и (1.6) в итоге с точностью
до  приводит к следующим выражениям для средних значений скоростей частиц  и
жидкости :

(2.1)
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где  – характерная безразмерная величина скорости, которую обретает одиночная

частица в безграничной жидкости при том же внешнем воздействии [24], а  и
 – нормированные на радиус частиц расстояния от плоской границы W до центра

выбранной частицы  и точки пространства  соответственно. Выражения для функций
, ,  и  приведены в приложении ниже.

Из формул (2.1) следует, что вдали от границы величины средних скоростей частиц и жидко-
сти выходят на свое постоянное значение, равное

(2.2)

Для иллюстрации полученных результатов (2.1), (2.2) на фиг. 2 и 3 представлены графики за-
висимости скоростей частиц  и жидкости  от расстояния до границы
W, нормированного на радиус частиц, при заданном значении объемной доли частиц  и
разных значениях параметра λ. Как и следовало ожидать, при равенстве плотностей частиц и
жидкости (λ = 1) их скорости во всем пространстве совпадают с заданной на бесконечности ско-
ростью внешнего потока. Из представленных графиков также видно, что характер зависимости
скоростей частиц и жидкости в суспензии существенно зависит от значений параметра λ. В слу-
чае, если суспензия содержит “легкие” частицы ( ), то скорости частиц и жидкости в ос-
новном потоке превышают их скорости вблизи границы W. И наоборот – в случае “тяжелых” ча-
стиц в дисперсной фазе ( ) скорости частиц и жидкости вдали от границы W меньше, чем их
скорости вблизи этой границы. В пределе при  скорости частиц (2.1), как и следовало ожи-
дать, равны нулю. В этом случае неподвижные частицы образуют полу-безграничный стацио-
нарный зернистый слой, усредненная скорость жидкости в котором вдали от стенки (2.2) имеет
значение .
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Фиг. 2. Графики зависимости усредненной по ансамблю скорости частиц  от их расстояния до

стенки  при различных значениях параметра  (см. описание переменных к формулам (1.2) и (2.1)) и
заданном значении объемной доли частиц в суспензии .
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Описанные выше характерные особенности зависимостей усредненных скоростей частиц и
жидкости для случаев “легких” и “тяжелых” частиц становятся лишь более выраженными с ро-
стом объемной доли частиц в суспензии. Это проиллюстрировано на фиг. 4 на примере зависи-

Фиг. 3. Графики зависимости усредненной по ансамблю скорости жидкости  от расстояния до стенки z
при различных значениях параметра  (см. описание переменных к формулам (1.2) и (2.1)) и заданном
значении объемной доли частиц в суспензии .
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Фиг. 4. Графики зависимости усредненной по ансамблю скорости жидкости  от расстояния до стенки 
для случаев “легких” ( ) и “тяжелых” ( ) частиц при различных значениях объемной доли частиц в
суспензии , 0.15 и 0.25.
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мостей скорости жидкости от расстояния до стенки W для двух значений параметра 
(“легкие” частицы) и  (“тяжелые” частицы) при разных значениях объемной доли частиц
в суспензии.

Функции, описывающие скорости частиц и жидкости, выходят на свое асимптотическое зна-
чение (2.2) на расстоянии от границы W порядка размера дисперсных частиц. Это означает, что
в потоке суспензии существует узкая приграничная область, в которой наблюдаются сравни-
тельно большие градиенты скоростей частиц и жидкости.

Следует также отметить, что решение системы (1.4) для скорости частиц (1.5) и жидкости (1.6)
получено с точностью до . Как показывает анализ членов  в представлениях вида (1.5)
и (1.6), после применения процедуры осреднения их вклад в результат (2.1) во всем интервале
значений аргументов функций не превышает величины 5%.

3. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе теоретически исследована задача о течении невязкой суспензии вдоль плоской по-
верхности в заданном однородном потоке идеальной жидкости с учетом коллективного гидро-
динамического взаимодействия частиц. Для случая статистически равномерного распределения
частиц в пространстве получено аналитическое решение для усредненных профилей скоростей
частиц и жидкости в первом приближении по объемной доле частиц в суспензии с учетом влия-
ния внешней плоской границы. Показано, что характер полученных зависимостей существенно
зависит от соотношения плотностей частиц и жидкости в суспензии.

Следует отметить, что в записи решений (1.5) и (1.6), полученных с точностью до , учте-
ны только те функции, которые описывают парное взаимодействие частиц, так как при осредне-
нии только они дают вклад в коэффициент перед первой степенью объемной доли частиц в сус-
пензии φ в формулах (2.1). Для получения решения вида (2.1) с точностью до более высоких сте-
пеней объемной доли  необходимо в формулах (1.5) и (1.6) учитывать также функциональные
члены, описывающие взаимодействия частиц более высокого порядка. Это возможно в рамках
метода [7], [8], что может быть предметом дальнейших исследований.

Использованная в работе модель идеальной жидкости для несущей сплошной среды, как из-
вестно, приближенно описывает течение жидкостей и газов при больших числах Рейнольдса.
Кроме того, результат (2.1) получен в первом приближении по объемной доле частиц в дисперс-
ной среде, т.е. для малых значений этого параметра. Однако реальная точность и пределы при-
менимости результата (2.1) по числу Рейнольдса и по объемной доле дисперсной фазы могут
быть установлены только экспериментально.

Следует также отметить, что использованный в работе подход применим для теоретического
исследования достаточно широкого класса задач динамики невязких дисперсных сред. К ним
относятся задачи динамики как пространственно ограниченных ансамблей свободных дисперс-
ных частиц, так и безграничных суспензий, в том числе при наличии внешних границ [7], [8].
Метод дает возможность исследовать задачи динамики жестких кластерных структур [12], задачи
о движении тел произвольного размера сквозь дисперсную среду [10], [11], задачи о движении
шероховатых тел в идеальной жидкости [14] и ряд других.

В работе для поставленной гидродинамической задачи в рамках модели идеальной жидкости
получено аналитическое решение одного из классических уравнений, которое имеет отношение
не только к гидродинамике, но и к целому ряду других областей физики. Полученное в работе
аналитическое решение гидродинамической задачи может быть напрямую использовано, напри-
мер, для теоретического исследования процессов переноса в дисперсной среде с учетом коллек-
тивного взаимодействия дисперсных частиц, так как решение такого рода задач также основано
на решении уравнения Лапласа. Возможность такого подхода была обоснована Фельдерхофом в
1991 г. (см. [6]). В рамках такого подхода в работах Б.В. Бошенятова (например, [25]–[27]) были
получены коэффициенты переноса (теплопроводности, электропроводности) для дисперсных
сред (в том числе, сложноструктурированных) с учетом эффектов коллективного взаимодей-
ствия частиц. В этих работах были напрямую использованы результаты решения соответствую-
щих гидродинамических задач в рамках модели идеальной жидкости.
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ПРИЛОЖЕНИЕ

Выражения для функций , ,  и , входящих в формулы (2.1) для усреднен-
ных скоростей частиц и жидкости суспензии:
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