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Впервые увиденным в ярких вспышках света и обусловленным большим числом Рейнольдса
спонтанным появлением нестационарных вихрей турбулентности, неизменно выравниваю-
щих параболический профиль скорости в трубе, динамика сплошной среды отнюдь не исчер-
пывается. В окружающем пространстве наблюдаемы также и стационарные смерчи, и водо-
вороты, приближаемые обычно аналитическими зависимостями, разложимыми в степенные
ряды. Вопрос же о существовании, пусть сколь угодно гладкого, но не аналитического, а ста-
ло быть фантомного, т.е. классически уже не приближаемого полиномами с какой-либо за-
данной степенью точности, или, словом, точно не вычисляемого, но устанавливаемого со
временем стационарного течения идеальной несжимаемой жидкости в граничной задаче о
протекании Кочина–Юдовича, как оказалось, тоже сводится к такого же рода вихрям, кон-
кретно, к нахождению их бесконечно гладкого невычисляемого массового расхода как функ-
ции тока, разрешающей двумерную задачу Дирихле для отрицательного оператора Лапласа, с
правой частью – бесконечно гладкой срезкой Соболева, известной еще в 30-х годах 20-го ве-
ка, ставшей по ее окончанию сглаживателем Фридрихса. Эта задача кратко обсуждается ниже.
Библ. 14. Фиг. 1.

Ключевые слова: cтационарные гидродинамические уравнения Эйлера, задача о протекании
Кочина–Юдовича, фантомные вихри неединственности.
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1. ГЛАДКО ВМОРОЖЕННЫЕ ВИХРИ
Принимая во внимание срезку Соболева [1] и сглаживатель Фридрихса [2] и задавшись пря-

моугольником и достаточно малым расстоянием,

рассмотрим плоскопараллельное стационарное поле скоростей несжимаемой жидкости,

из линий уровня  массового расхода, или функции тока  Дезина [3],

соответственно, образующей плоский вихрь, как бы вмороженный в покоящуюся сплошную
среду бесконечно гладкого линейного многообразия (см. [4])

1)Работа выполнена в рамках государственного задания ФГУ ФНЦ НИИСИ РАН (фундаментальные научныe иссле-
дования, ГП 14) по теме № 0065-2019-0005 “Математическое моделирование динамических процессов в деформи-
руемых и реагирующих средах с использованием многопроцессорных вычислительных систем” (№ АААА-А19-
119011590092-6).
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Другой пример вмороженного вихря доставляет нетривиальное решение ,
, граничной задачи

(1)

где строгий принцип максимума  при  (см. [5]) влечет  в .
Разрешимость же задачи (1) гарантирует отрицательная производная

что для гильбертовых норм

предполагает как положительную определенность квадратичной формы

повторного дифференциала Фреше [6], так и, по известным конструкциям Соболева [7, § 16], на-
личие минимума  у функционала

в его критической точкe , в замыкании

пространства , обобщенно разрешающей задачу (1),

и обладающей к тому же требуемой гладкостью, , обеспечиваемой как необходимыми
приграничными оценками [8], так и тождеством

2. ВЫЧИСЛЯЕМЫЕ ВИХРИ ПРОСТОГО ПРОТЕКАНИЯ
В подвижной стационарной жидкой среде вмороженные вихри превращаются в точно невы-

числяемые, но сколь угодно гладкие вихревые фантомы бесконечно гладкого неаналитического
расхода  и завихренности , по-прежнему связанные лапласианом и скалярным коммутатором
в области течения,

(2)

что и обеспечивает выполнение соотношений (1) для .
Взяв теперь в роли такой области канал  с непроницаемыми стенками  и постоянной

завихренностью  на участке втекания  границы , приходим к следующей граничной
задаче Кочина–Юдовича [9], в ее стационарной постановке [10], [11] для (2),

(3)

Как известно [10], последняя обладает единственным аналитическим решением из

одиночный вихрь которой с расходом  оказывается симметричным,
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и, сверх того, выпуклым отдельно по  и ,

Им же определяется число

которое оказывается критическим значением безразмерного параметра

или для

как на фиг. 1.

3. ФАНТОМЫ ПРОСТОГО ПРОТЕКАНИЯ

Как и в покоящейся среде разд. 1, в простом протекании из разд. 2 каждый фантом возникает
при нарушении принципа максимума

для секундного расхода  перемешиваемой жидкости в замыкании  области течения ,
т.е. при , как выше на фиг. 1. Он как бы садится на вычисляемый аналитический вихрь, ес-
ли регулируемый на участке втекания  секундный расход  в области течения  превосхо-
дит измеряемый на границе:  при  либо  при .

Конкретно для задачи (2), (3) это происходит следующим образом.
Желаемое однозначное продолжение центрального условия

с участка втекания  на всю область стационарного течения  действительно возможно
только для вычисляемых расходов, т.е. для аналитических функций тока  [10].

В классе же  такое продолжение уже неединственно [11]:

(4)

и, как и в разд. 1, приводит к нетривиальному решению
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задачи (2), (4), или решению  задачи (4), поскольку производная

и

в альтернативном случае

чтобы обеспечить положительную определенность квадратичной формы функционала задачи (4),
как в разд. 1.

4. ЗАКЛЮЧИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ
Включение ньютоновых вязкости и условий прилипания в простое протекание для плоского

периодического канала [12], разумеется, избавит его от катастрофы неединственности стацио-
нарного течения, обусловленной рассмотренными выше фантомами, или пространственными
вихревыми трубками, продолжаемыми, однако, вихревыми кольцами без закрутки [13], но с осе-
вой симметрией [14].

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1. Соболев С.Л. Новый метод решения задачи Коши для уравнений в частных производных нормального

гиперболического типа // Mатем. сб. 1936. Т. 1(43). № 1. С. 39–72. S. Soboleff. Méthode nouvelle à résou-
dre le problème de Cauchy pour les équations lineaires hyperboliques normales. Rec. Math. Mat. Sbornik. N.S.,
1936, V. 1(43), No. 1. Р. 39–72.

2. Friedrichs K.O. The identity of weak and strong extensions of differential operators // Trans. Amer. Math. Soc.
1944. V. 55. P. 132–151.

3. Дезин А.А. Об одном классе векторных полей. Комплексный анализ и его приложения. М.: Наука, 1978.
С. 203–208. Dezin A.A. A class of vector fields // in “Complex analysis and its applications”. Moscow: Nauka,
1978. Р. 203–208.

4. Дезин А.А. Общие вопросы теории граничных задач.М.: Наука, 1980. 207 с. Dezin A.A. Partial differential
equations: An introduction to a general theory of linear boundary value problems. Springer, 1987. 161 p.

5. Ландис Е.М. Уравнения второго порядка эллиптического и параболического типов. М.: Наука, 1971.
287 с. Landis E.M. Second Order Equations of Elliptic and Parabolic Type. Translation of Mathematical Mono-
graphs. US–Rhode Island–Providence: American Mathematical Society. 1997. V. 171. 203 p.

6. Ekeland I., Temam R. Convex Analysis and Variational Problems.–Amsterdam–Oxford: North–Holland Publ.
Company, 1976. 402 p. Экланд И., Темам Р. Выпуклый анализ и вариационные проблемы. М.: Мир, 1979.
399 с.

7. Sobolev S.L. Some applications of functional analysis in mathematical physics. Translation of Mathematical
Monographs. US–Rhode Island–Providence: American Mathematical Society, 1963. V. 7. 239 p. Соболев С.Л.
Некоторые применения функционального анализа в математической физике. М.: Наука, 1988. Изд. 3-е.
337 с.

8. Agmon S., Douglis A., Nirenberg L. Estimates near the boundary for solutions of elliptic partial differential equa-
tions satisfying general boundary conditions I, II // Comm. Pure Appl. Math. 1959. V. 12. Iss. 4. P. 623–727.
1964. V. 17. Iss. 1. P. 35–92. Агмон С., Дуглис А., Ниренберг Л. Оценки решений эллиптических уравнений
вблизи границы. М.: Изд-во иностр. лит., 1962. 208 с.

9. Юдович В.И. Двумерная нестационарная задача протекания идеальной жидкости через заданную об-
ласть // Матем. сб. 1964. Т. 64. С. 562–588. Yudovich V. I. A two-dimensional problem of unsteady flow of an
ideal incompressible f luid across a given domain // Amer. Math. Soc. Translations. 1966. V. 57. P. 277–304.

ϕ ∈ #
0С

ϕ

    εβ− −εβ = > β > β >    ϕ ϕϕ    
02

1 1exp exp 0 при 0,

ϕ
∂

Δψ − Δψ
ψ = ψ − ϕ ϕ > −Δϕ = = −εβ ϕ =1/*, 0 для в , 0,* VUh e V

Uh

ϕ

  εβ−εβ = < β < −β < ϕ ϕϕ 
02

1 1exp exp 0 при 0,



688

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 61  № 4  2021

ТРОШКИН

10. Трошкин О.В. О топологическом анализе структуры гидродинамических течений // Успехи матем. на-
ук. 1988. Т. 43. Вып. 4(262). С. 129–158. Troshkin O.V. Topological analysis of the structure of hydrodynamic
flows // Russian Mathematical Surveys. 1988. V. 43. No. 4. P. 153–190.

11. Трошкин О.В. Двумерная задача о протекании для стационарных уравнений Эйлера // Матем. сб. 1989.
Т. 180. В. 3. С. 354–374. Troshkin O.V. A two-dimensional f low problem for steady-state Euler equations //
Mathematics of the USSR-Sbornik. 1990. V. 66. No. 2. P. 363–382.

12. Ладыженская О.А. Математические вопросы динамики вязкой несжимаемой жидкости. М.: Наука,
1970. 288 с. Ladyzhenskaya О.А. The Маthematical Theory of Viscous Incompressible Flow. 2014 Reprint of
1963 Edition–NY: Gordon and Breach, 1969. 224 p.

13. Moffatt H.K. Generalised vortex rings with and without swirl // Fluid Dynamic Research. 1988. V. 3. P. 22–30.
14. Troshkin O.V. On Smooth Vortex Catastrophe of Uniqueness for Stationary Flows of an Ideal Fluid // Comput.

Math. and Math. Phys. 2019. V. 59. No. 10. P. 1742–1752. Трошкин О.В. О гладкой вихревой катастрофе
единственности стационарных течений идеальной жидкости // Ж. вычисл. матем. и матем. физ. 2019.
Т. 59. № 10. С. 1803–1814.



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (Adobe RGB \0501998\051)
  /CalCMYKProfile (Photoshop 5 Default CMYK)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize false
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /BleedOffset [
        14.173230
        14.173230
        14.173230
        14.173230
      ]
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /ClipComplexRegions true
        /ConvertStrokesToOutlines false
        /ConvertTextToOutlines false
        /GradientResolution 300
        /LineArtTextResolution 1200
        /PresetName ([High Resolution])
        /PresetSelector /HighResolution
        /RasterVectorBalance 1
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MarksOffset 14.173230
      /MarksWeight 0.250000
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PageMarksFile /RomanDefault
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.000 842.000]
>> setpagedevice


