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Показано, что представление непрерывной и достаточно гладкой сложной или неявно задан-
ной функции на некотором конечном отрезке при помощи метода быстрых синус-разложе-
ний позволяет приближенно вычислять определенные интегралы с переменным верхним
пределом в любой точке отрезка с высокой точностью и минимальными численными затра-
тами на ЭВМ. Приводятся аналитические формулы квадратур и алгоритм применения мето-
да быстрых синус-разложений, состоящий из простых операций, удобных для его реализации
с примерами. Точность метода быстрых синус-разложений быстро повышается как с увели-
чением количества учитываемых членов в ряде Фурье, так и при повышении порядка гранич-
ной функции. Библ. 13. Табл. 4.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Известны различные методы вычисления сложных интегралов в классическом смысле с пе-

ременным верхним пределом, достаточно подробно изложенные в [1]. В [2] приведены квадра-
турные формулы наивысшей тригонометрической степени точности, когда используются значе-
ния функции в смещенных точках по отношению к равномерно нанесенным узлам данного от-
резка. В [3], [4] рассмотрены интегралы от функций с некоторыми особенностями. Для
вычисления интегралов часто применяют различные разложения. Оценка погрешности разло-
жений в L2 приведена в [5]. В [6] используются быстрые синус-разложения, когда функцию
представляют суммой граничной функции четного порядка M2p специальной конструкции и ря-
дом Фурье, исследуется сходимость ряда, дается оценка погрешности. Скорость сходимости та-
кого ряда значительно повышается при увеличении порядка 2p граничной функции.

При рассмотрении более простой проблемы – вычисления интегралов с постоянными преде-
лами, для прикладных целей чаще используется метод Симпсона, или пакет Maple. Известен
также метод Ромберга, как техника, позволяющая повышать точность вычислений интегралов
путем составления определенной линейной комбинации их значений, полученных на разных
сетках интегрирования [7]. В методе Клиншоу–Куртиса предлагается вводить замену перемен-
ной и затем использовать классические ряды Фурье [8].

Ниже предлагается новый метод быстрых синус-разложений (МБСР), основанный на быст-
рых разложениях [6], который эффективен по своей простоте и особенно высокой точности и
удобен для практического применения. Это будет видно из численных экспериментов. Метод
применим для решения многомерных краевых задач, позволяет решать различные сложные кра-
евые и нелинейные интегродифференциальные задачи [9], [10]. В методе используется поточеч-
ный способ вычисления коэффициентов Фурье.
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В связи с использованием в данной работе метода коллокаций следует отметить работу [11], в
которой решается однa из сложных задач для уравнений Навье–Стокса. Здесь используется ком-
плексный метод, состоящий из следующих действий: метод коллокаций+наименьших квадра-
тов+итерационный+вычисление поправок по методу Крылова для организации итераций. При
этом используются разложения по мономам с некоторыми степенями. Каждый из перечислен-
ных шагов улучшает конечный результат, который получается с высокой точностью. Но срав-
нить его с предлагаемым методом быстрых разложений не представляется возможным, так как
неясно, каким образом метод из [11] можно применить для нахождения неявно заданной функ-
ции при любых , а также и для вычисления определенного интеграла с переменным
верхним пределом в любой точке заданного отрезка.

1. ВЫЧИСЛЕНИЕ ОПРЕДЕЛЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ С ПЕРЕМЕННЫМ ВЕРХНИМ 
ПРЕДЕЛОМ ОТ ФУНКЦИЙ, ДЛЯ КОТОРЫХ ПЕРВООБРАЗНАЯ НЕ ВЫРАЖАЕТСЯ 

ЧЕРЕЗ ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ИЛИ СПЕЦФУНКЦИИ

Функцию , , будем называть сложной, если на данном отрезке первообразная в
точном виде не выражается конечным образом через элементарные или спецфункции.

Пусть задана сложная функция одной переменной

(1.1)
где  – некоторое заданное целое число. Здесь рассматриваются только непрерывные гладкие
функции вместе со своими производными до порядка  включительно. Разрывы не допус-
каются в связи с тем, что в работе используются ряды Фурье, которые в случае разрывных функ-
ций медленно сходятся и не допускают почленное дифференцирование, что затрудняет их при-
менение в исследованиях прикладного характера. Запишем интеграл:

(1.2)

Полагаем, что функция  сложная и интеграл (1.2) невозможно представить точно в явном
конечном виде через элементарные или спецфункции. Подобные интегралы являются особенно
проблемными. Для решения таких задач на отрезке  представим  быстрым разложе-
нием [6] с оператором :

(1.3)

где для определенности и простоты изложения вначале положим ,  – коэффициенты
Фурье для разности ,  – количество учитываемых членов в ряде Фурье,  –
граничная функция, конструкция которой обеспечивает быструю сходимость ряда Фурье и по-
тому  можно брать небольшим для обеспечения высокой точности вычисления интеграла.

Функция  с четным индексом внизу называется граничной, так как ее коэффициенты
определяются через значения  и ее производных четного порядка от 0 до  включительно
на концах отрезка.

Скорость сходимости ряда Фурье в (1.3) существенно возрастает при увеличении порядка 
используемой граничной функции . Быстрое разложение (1.3) обладает замечательными
свойствами: оно быстро сходится и его можно почленно трижды дифференцировать, ряд Фурье
при этом остается сходящимся на всем отрезке . Сравнение метода быстрых синус-разложе-

ний с классическим синус-разложением Фурье на примере с функцией  на отрезке 

показывает, что при использовании МБСР для  погрешность будет порядка , тогда как
в случае рядов Фурье такая точность достигается только при . Так как  – сложная
функция, то непосредственно применить МБСР не удается из-за невозможности вычисления
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коэффициентов  – их интегральными выражениями Фурье. Поэтому ниже предлагается по-
точечный способ вычисления .

Для этого на отрезок  нанесем равномерную сетку с  внутренними точками и быстрое
разложение функции  из (1.3) заменим на другое

(1.4)

где выражение  остается прежним, но коэффициенты  вычисляются иным способом –
поточечным из алгебраической системы, когда равенство (1.4) записывается в узлах равномер-
ной сетки :

(1.5)

Ее решение удается представить в явном конечном виде. Для этого левую и правую части равен-
ства (1.5) умножим на  и просуммируем по :

(1.6)

В [12] доказано, что множество ,  сохраняет свойство ортогональности
на бесконечном отрезке, имеющее вид

(1.7)

Можно показать, что свойство (1.7) остается верным и для конечного отрезка . Кроме
(1.7), отметим еще одно важное предельное свойство коэффициентов  и  при использова-
нии быстрых разложений и равномерном разбиении отрезка  на мелкие части с  внутрен-
ними точками:

(1.8)

Теперь из (1.6) при помощи свойства (1.7) найдем коэффициенты

(1.9)

Свойство (1.8) позволяет предположить: если для рассматриваемых гладких функций разложе-
ние (1.3) с рядом Фурье в его правой части быстро сходится, то и разложение (1.4), где  опре-
деляются из поточечной системы (1.9), тоже быстро сходится. Это предположение подтвержда-
ется многочисленными численными экспериментами, которые приводятся ниже. Доказатель-
ство такого свойства приводится в [13].

Представляя  поточечным равенством (1.4), где  находятся по формуле (1.9), с высо-
кой точностью получим искомое выражение для определенного интеграла (1.2) с переменным
верхним пределом:

(1.10)
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Правая часть (1.10) допускает возможность дифференцирования до второго порядка включи-
тельно. С ростом порядка производной относительная погрешность растет (см. табл. 1).

В табл. 1 приведены максимальные относительные погрешности при использовании быстро-
го разложения с оператором  второго порядка при  для функции .

Точность вычисления интеграла (1.10) значительно повышается при использовании в быст-
ром разложении (1.3) вместо  граничной функции  более высокого (четвертого) по-
рядка

(1.11)

Введем обозначения

(1.12)

Используя обозначение , данное в первом равенстве (1.12), коэффициенты , подоб-
но (1.9), можно записать в виде

(1.13)

Подставляя  и  из (1.11) в (1.2), после интегрирования будем иметь формулу для вы-
числения определенного интеграла с переменным верхним пределом, когда используется БСР с
оператором :

(1.14)

Квадратура (1.14) допускает вычисление производных до четвертого порядка включительно,
но при этом растет относительная погрешность (см. табл. 2), составленной для 
при .
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Скорость сходимости ряда для квадратуры еще более повышается при использовании в (1.11)
вместо  граничной функции , т.е.

(1.15)

Вспомогательную функцию , подобно (1.12), определим равенством

(1.16)

Коэффициенты , по аналогии с (1.13), найдем из выражения

(1.17)

При использовании разложения (1.15) интеграл (1.2) с переменным верхним пределом представ-
ляется формулой

(1.18)

Выражение квадратуры (1.18) можно дифференцировать 6 раз, при этом ряды Фурье будут оста-
ваться сходящимися. С ростом порядка производной относительная погрешность возрастает
(см. табл. 3, составленную для  при ).

Из табл. 3 видно, что производная шестого порядка при  вычисляется слишком грубо,
поэтому для ее вычисления необходимо брать .

При одинаковом значении  квадратура (1.14) более точная по сравнению с (1.10), а квадра-
тура (1.18) еще точнее по сравнению с (1.14). То есть с ростом порядка  оператора , как и с
увеличением  – числа учитываемых членов в рядах Фурье, погрешность быстро уменьшается.
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Таблица 2

( )Δf x ( )Δ 'f x ( )''f x ( )Δ '''f x ( ) ( )Δ 4f x

−Δ = ×
=

51.1 10
1x

−Δ = ×
=

73.38 10
0.96x

−Δ = ×
=

62.1 10
1x

−Δ = ×
=

51.85 10
0.96x

−Δ = ×
=

41.8 10
1x
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По этой причине предложенный здесь МБСР целесообразно применять для проведения высо-
коточных расчетов, например, космического характера.

Для вычисления интегралов с переменным верхним пределом от сложных функций в [1]
предлагается пошаговый метод, когда интеграл вычисляется на всех предыдущих шагах перед
данным значением переменной . Но тогда полученная квадратура не будет допускать вычисле-
ние от нее производной второго, или более высокого порядка.

Ниже в таблицах приведено сравнение данного в работе метода быстрых синус-разложений с
методом Симпсона, когда для рассматриваемой подынтегральной функции  существует
первообразная и оба предела постоянные . Это дает возможность сравнить данные два мето-
да с точным значением интеграла. В первом примере выбрана гладкая функция , во вто-
ром примере быстро осциллирующая , в третьем функция, имеющая участок резкого
возрастания . Сравнения сделаны для случаев, когда в быстрых разложениях использу-
ются три граничные функции четных порядков , , . При этом количество внутренних
точек бралось одинаковым и равным . Для метода Симпсона величина  подбиралась
так, чтобы абсолютная погрешность  была одинаковой с методом БСР. Результаты приведены
в табл. 4.

Отсюда можно сделать следующие выводы:

1) погрешность при использовании МБСР с оператором  на несколько порядков меньше
по сравнению с методом Симпсона (более 100 раз и еще больше при использовании операторов
высокого порядка);

2) с ростом порядка оператора  при неизменном  погрешность быстро уменьшается;

3) с увеличением количества членов  в ряде Фурье (1.15) погрешность также быстро умень-
шается.

Алгоритм нахождения определенного интеграла
от сложной функции с переменным верхним пределом

1. Считаем заданными гладкую функцию  и размер отрезка .
2. Учитывая данные в таблицах или другие данные подобного характера, выберем значение

порядка  граничной функции и число учитываемых членов  в ряде Фурье.

3. Внутри отрезка  равномерно нанесем  внутренних точек , .

x

( )f x
[ ]0, 1

πsin 0,3 x
πsin 5.3 x

( )+ 101 x
2M 4M 6M

= 10N N
Δ

6Ch

2 pCh N

N

( )f x a

2p N

[ ]0,a N ( )= + 1kx ak N = ÷1k N

Таблица 3

( )Δ ''f x ( )Δ '''f x ( ) ( )Δ 4f x ( ) ( )Δ 5f x ( ) ( )Δ 6f x

−Δ = ×
=

94.15 10
1x

−Δ = ×
=

83.71 10
0.96x

−Δ = ×
=

73.12 10
1x

−Δ = ×
=

63.55 10
0.96x

−Δ = ×
=

54.93 10
1x

Таблица 4

Функция
Метод Метод Метод

Симпсон МБСР Сh2 Симпсон МБСР Сh4 Симпсон МБСР Сh6

sin(0.3πx) Δ = 4.66 × 10–9 Δ = 2.44 × 10–12 Δ = 1.42 × 10–15

N 28 10 170 10 194 10
sin(5.3πx) Δ = 5.45 × 10–4 Δ = 9.1 × 10–5 Δ = 1.677 × 10–5

N 20 10 30 10 42 10
(1 + x)10 Δ = 2.381 × 10–3 Δ = 1.1 × 10–5 Δ = 2.548 × 10–8

N 24 10 86 10 378 10
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4. Вычислим значения функции  во внутренних расчетных точках ,
. Вид функции  представлен в (1.5) при , в (1.12) при , в (1.16) при .

5. Коэффициенты Фурье  найдем по одной из формул (1.9), (1.13) или (1.17), в зависимо-
сти от значения порядка .

6. Определенный интеграл (1.2) вычислим по соответственной формуле (1.10), (1.14) или
(1.18), имеющей явный и удобный для вычислений вид.

Численное сравнение метода БСР с методами Maple позволяют сделать следующие выводы.
1. Современные методы Maple вычисляют определенный интеграл с постоянными пределами

от сложных функций с точностью до 300 знаков и более после запятой, тогда как метод БСР –
с точностью до 35 и более знаков.

2. Однако столь высокая точность 300 знаков при рассмотрении прикладных задач, по-види-
мому, является излишней. Подавляющее большинство прикладного характера, включая и кос-
мические, не нуждаются в столь высокой точности, так как входные данные в подобных случаях
(упругие постоянные, коэффициенты вязкости, теплопроводности, характеристики сил воздей-
ствия на космический корабль при запуске, или в космосе и т.д.) не могут быть определены с та-
кой высокой точностью.

3. В случае интеграла с переменным верхним пределом методы Maple позволяют его вычис-
лить только от элементарных или спецфункций, заложенных в его базу данных. Если же подын-
тегральная функция сложная, например , то Maple отказывается от
вычисления, тогда как метод БСР легко справляется с проблемой. Лишь бы  была достаточ-
но гладкой и допускала ее представление быстрым разложением.

4. Метод быстрых синус-разложений имеет еще одно важное преимущество. Если функция
задана неявно, или требуется вычислить интеграл от сложной функции с переменным верхним
пределом, то Maple, если сможет в соответствии со своей базой данных, выдаст ответ в сложном
виде через спецфункции. Тогда как метод БСР во всех подобных случаях выдает ответ через эле-
ментарные функции с высокой точностью. Это создает существенные удобства в дальнейших ис-
следованиях, где используются подобные интегралы.

2. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ НЕЯВНО ЗАДАННОЙ ФУНКЦИИ В ЯВНОМ “АНАЛИТИЧЕСКОМ” 
ВИДЕ И ВЫЧИСЛЕНИЕ ОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА

С ПЕРЕМЕННЫМ ВЕРХНИМ ПРЕДЕЛОМ

Решение поставленной здесь проблемы представляет определенный интерес при рассмотре-
нии различных прикладных вопросов, а также при необходимости вычисления определенных
интегралов с переменным верхним пределом или при проведении других исследований. На пер-
вый взгляд постановка самой задачи о вычислении подобного интеграла от неявно заданной
функции является противоречивой. Ведь функция в явной форме отсутствует и потому как же
можно вычислить подобный определенный интеграл, да еще и с переменным верхним пределом.
В классической литературе и научных статьях данная проблема вообще не обсуждается.
Вполне возможно, что здесь она рассматривается впервые. В этой связи вначале решим вспо-
могательную задачу о приближенном представлении неявно заданной функции в явном
“аналитическом” виде при помощи метода быстрых разложений [5]. Это позволит вычислять

 и ее производные до -го порядка включительно в любой внутренней точке и на
концах отрезка .

Обычно под аналитической функцией понимают функцию, которая непрерывна вместе со
всеми своими производными любого конечного порядка в области определения. Ниже мы будем
называть функцию аналитической, если она непрерывна вместе со всеми своими производными
до некоторого заданного конечного m-го порядка включительно на данном отрезке  и ее
можно вычислить не только в узловых точках, но и при любом . Подобное определение
необходимо в связи с применением теории быстрых разложений, так как здесь используются ря-
ды Фурье, допускающие почленное дифференцирование некоторое ограниченное заданное чис-
ло раз. Поэтому над словом «аналитическая» в дальнейшем кавычки будем опускать.

( )ϕ2 p kx ( )= + 1kx ak N
= ÷1k N ( )ϕ2 p kx = 1p = 2p = 3p

2 p,* mf
2p

( ) ( )( )= + +2 2sin 3 ln 1f x x x

( )f x

( )f x ( )+2 1p
[ ]a0,

[ ]a0,
[ ]∈ 0,x a
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Пусть некоторая функция

(2.1)

задана на отрезке  неявной формой:

(2.2)

Здесь  – целое число. Под  в (2.1) будем понимать некоторое дополнительное усло-
вие, позволяющее выделить единственное из множества возможных решений уравнения

 относительно  при любом заданном . Предположим, что неявная функ-
ция (2.1), определенная зависимостью (2.2), существует, единственна и удовлетворяет требова-
ниям, указанным в (2.1). Размеры прямоугольника  в (2.2) считаем конечными и из-
вестными. Полагая  в (2.2) и затем , определим значения функции на концах отрез-
ка 

(2.3)

Для существования зависимости (2.1) в приближенном явном виде при использовании метода
БСР необходимо наложить условия на частные производные

(2.4)

Здесь  – суммарный порядок частной производной. Для возможности представления 
быстрым разложением вычислим производную от равенства (2.2) как от сложной функции по
переменной , учитывая возможную зависимость , записанную в (2.1):

(2.5)

Из (2.5) получаем известное выражение для первой производной, что позволяет вычислить ее
значения на концах отрезка, используемые при применении метода БСР:

(2.6)

После повторного дифференцирования (2.5), как сложную функцию по , найдем , необ-
ходимую для построения граничной функции :

(2.7)

Из (2.7) вычислим значения второй производной на концах отрезка

(2.8)

Подобным образом находятся все четные производные , , используемые в кон-
струкции граничной функции .

Для построения  произвольного четного порядка приведем достаточно удобную рекур-
рентную формулу. Для этого запишем  суммой

(2.9)

( ) ( ) [ ] ( )+= ∈ ∀ ∈2 1
2 0, , *py f x L x a S f

[ ]∈ 0,x a
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� �
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+2 1p ( )*S f

( ) =, 0k kF x y ky ≤ ≤0 kx a

Ω = ×
�

a b
= 0x =x a

[ ]0,a

( ) ( )= =0 0 и .ay f y f a

( )
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�
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''' , 2 , ' , , .
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Здесь ,  – значения четных производных -го порядка функции  на концах
отрезка , ,  – полиномы, для построения которых найдем рекуррентную фор-
мулу следующим образом. Вначале запишем граничную функцию  нулевого порядка

(2.10)

В (2.10) даны полиномы  и  нулевого порядка. Рекуррентные формулы для ,
 при  записываются следующими интегральными выражениями: если известны

полиномы , , то полиномы порядка ,  вычислим через нижеприве-
денные неопределенные интегралы (2.11) с учетом их значений на концах отрезка :

(2.11)

Теперь можно представить неявно заданную функцию  с оператором  порядка 
быстрым разложением:

(2.12)

где  – коэффициенты ряда Фурье для разности ,  – число учитываемых чле-
нов ряда,  – граничная функция. Ее конкретный вид при  приводится в (1.3), в (1.11)
при , в (1.15) при .

Разложение (2.12) обеспечивает быструю сходимость ряда Фурье. Хотя  и задана неявно,

но значения всех четных производных , , , для определения  мож-
но считать найденными. При  данные производные представлены формулами (2.8). Для за-
вершения построения  остается найти коэффициенты Фурье , но их интегральные вы-
ражения неизвестны, так как зависимость  явно не дана. Поэтому в дальнейшем используем
поточечный способ.

Для решения задачи на отрезок  равномерно нанесем  внутренних точек  :

(2.13)

Будем полагать, что функция  такова, что при выполнении условий  в (2.1) неиз-
вестные  найдем из алгебраических уравнений

(2.14)

Используя формулы тригонометрической интерполяции [11], выражение (2.12) заменим на сле-
дующее:

(2.15)

где коэффициенты  определяются из линейной системы, полученной из (2.15) при :

(2.16)

Здесь величины  считаем уже найденными из уравнений (2.14). Подобным же образом можно
построить  и вычислить коэффициенты . Затем по формуле, аналогичной форму-
лам (1.10), (1.14), (1.18), в зависимости от величины порядка , вычисляется интеграл с пере-
менным верхним пределом от неявно заданной функции.
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В качестве примера рассмотрим следующую задачу.
Задача. Найти определенный интеграл (1.2) с переменным верхним пределом от следующей

неявно заданной функции:

(2.17)

Полагая , , вычислим  в (2.17).
Возьмем , так как оператор  шестого порядка дает очень высокую точность. Тогда

из (2.17) надо вычислить производные , ,  на концах отрезка .
Из (1.15) вычислим значения  в точках  и затем по формуле 

найдем .
Теперь из (1.17) можно определить коэффициенты . После подстановки в (1.15) значений

четных производных , , , и коэффициентов  будем иметь в (2.17) не-
явно заданную функцию приближенно в явном виде. Оценка погрешности  вычислялась по
формуле

(2.18)

где значения  вычислялись из выражения (2.17).

Из (1.18) получаем искомую зависимость интеграла (1.2) от переменной  сразу на всем
отрезке в явном виде с высокой точностью.

Приведенные численные примеры показывают очень высокую точность и быструю сходи-
мость метода. Кроме предложенного здесь метода БСР, точно также может быть развит метод
быстрых косинус-разложений (МБКР). Оба метода можно применять для решения, например,
уравнений Вольтерра I и II родов, для вычисления многомерных интегралов с переменными
пределами и других сложных систем интегродифференциальных уравнений.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1. Крылов В.И. Приближенное вычисление интегралов. М.: Наука, 1967. С. 377–432.
2. Габдулхаев Б.Г. Квадратурные формулы наивысшей тригонометрической степени точности и их при-

ложения // Известия ВУЗов. Математика. 2007. № 7 (542). С. 28–41.
3. Боголюбский А.И., Скороходов С.Л., Христофоров Д.В. Быстрое вычисление эллиптических интегралов

и их обобщений // Ж. вычисл. матем. и матем. физ. 2005. Т. 45. № 11. С. 1938–1953.
4. Гласко А.В. Повышение устойчивости метода вычисления коэффициентов абсолютно сходящегося ря-

да, приближающего функциональный интеграл // Ж. вычисл. матем. и матем. физ. 2000. Т. 40. № 1.
С. 30–34.

5. Абилов В.А., Абилова Ф.В., Керимов М.К. О некоторых оценках для интегрального преобразования Фу-
рье-Бесселя в пространстве  // Ж. вычисл. матем. и матем. физ. 2009. Т. 49. № 7. С. 1158–1166.

6. Чернышов А.Д. Метод быстрых разложений для решения нелинейных дифференциальных уравнений //
Ж. вычисл. матем. и матем. физ. 2014. Т. 54. № 1. С. 13–24.

7. Жидков Е.П., Лобанов Ю.Ю., Рушай В.Д. Применение метода Ромберга для повышения точности вы-
числения кратных интегралов // Ж. вычисл. матем. и матем. физ. 2009. Т. 49. № 2. С. 232–240.

8. Clenshaw C.W., Curtis A.R. A method for numerical integration in an automatic computer // Numer. Math.
1960. Bd. 2. S. 197–205.

9. Чернышов А.Д., Попов В.М., Шахов А.С., Горяйнов В.В. Повышенная точность решения задачи о кон-
тактном термосопротивлении между сжатыми шарами методом быстрых разложений // Тепловые
процессы в технике. 2014. Т. 6. № 4. С. 179–191.

10. Чернышов А.Д., Горяйнов В.В. Применение метода быстрых разложений для расчета траекторий косми-
ческого корабля // Изв. вузов. Авиационная техника. 2015. № 2. С. 41–47.

11. Isaev V.I., Shapeev V.P. High-Accuracy of the Collocations and Least Squares Method for the Numerical Solu-
tion of the Navies-Stokes Equations // Comp. Math. and Math. Phys. 2010. V. 50. № 10. P. 1670–1681.

12. Бахвалов Н.С., Жидков Н.П., Кобельков Г.М. Численные методы. М.: Наука, 1987. С. 166.
13. Чернышов А.Д. Решение нелинейного уравнения теплопроводности для криволинейной области мето-

дом быстрых разложений // Инженерно-физ. ж. Минск. 2018. Т. 91. № 2. С. 456.

( ) [ ]+ = + + ∈ ≥2 2 2 sin 0.9 4, 0,1 , 0.x y xy x y

= = 11kx x k = ÷0 11k { }ky
=2 6p 6Ch

( ) ( )0ny ( ) ( )1ny = ÷1 6n [ ]0, 1
( )6 kM x = kx x ( ) ( ) ( )ϕ = −6 6k k kx f x M x

( )ϕ6 kx

6,*mf
( ) ( )2 0ny ( ) ( )2 1ny = 0, 1, 2, 3n 6,*mf

Δ

( ) ( ) [ ] ( ) −

=
Δ = − − π ∈  Δ = = ×

10
8

6 6,
1

*sup sin , 0,1 0.04 4.547 10 ,m
m

y x M x f m x x x

( )y x

[ ]∈ 0, 1x

( )2L R



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (Adobe RGB \0501998\051)
  /CalCMYKProfile (Photoshop 5 Default CMYK)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize false
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /BleedOffset [
        14.173230
        14.173230
        14.173230
        14.173230
      ]
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /ClipComplexRegions true
        /ConvertStrokesToOutlines false
        /ConvertTextToOutlines false
        /GradientResolution 300
        /LineArtTextResolution 1200
        /PresetName ([High Resolution])
        /PresetSelector /HighResolution
        /RasterVectorBalance 1
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MarksOffset 14.173230
      /MarksWeight 0.250000
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PageMarksFile /RomanDefault
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.000 842.000]
>> setpagedevice


