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Рассматривается локальная динамика связанных цепочек одинаковых осцилляторов. В каче-
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правленные. В задаче об устойчивости состояния равновесия выделены критические случаи.
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торых описывает поведение всех решений цепочки из окрестности состояния равновесия.
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ВВЕДЕНИЕ
В настоящее время особое внимание уделяется таким важным объектам, как цепочки взаимо-

действующих осцилляторов. Эти цепочки возникают при моделировании многих прикладных
задач в радиофизике (см. [1], [2]), лазерной оптике (см. [3]–[5]), механике (см. [6], [7]), теории
нейронных сетей (см. [8], [9]), биофизике (см. [10]), математической экологии (см. [11]–[16]) и
др. В данной работе исследуются актуальные для биофизики и математической экологии цепоч-
ки связанных логистических уравнений с запаздыванием. В качестве базового объекта рассмат-
ривается хорошо известное логистическое уравнение с запаздыванием

где  – нормированная численность (плотность) популяции в момент времени ,  –
коэффициент мальтузианского роста, а коэффициент  – время запаздывания.

Отметим, что с помощью нормировки времени  можно коэффициент  принять рав-
ным 1, а получившийся при этим коэффициент  можно опять переобозначить через . Таким
образом, далее в качестве базового рассматриваем уравнение

(1)

Напомним (см., например, [11]–[13]), что при условиях  состояние равновесия 

этого уравнения асимптотически устойчиво, а при  в уравнении (1) существует устойчивый
цикл.

1)Работа выполнена в рамках реализации программы развития регионального научно-образовательного математиче-
ского центра (ЯрГУ) при финансовой поддержке Министерства науки и высшего образования РФ (дополнительное
соглашение 075-02-2020-1514/1 к Соглашению о предоставлении из федерального бюджета субсидии 075-02-2020-
1514).
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При  его асимптотика имеет вид

(2)

При  соответствующий цикл имеет ярко выраженный релаксационный характер
(см. [14]), причем и амплитуда цикла, и его период неограниченно растут при .

Цепочкой связанных логистических уравнений с запаздыванием называют систему из 
уравнений

(3)

в которой удобно считать, что количество популяций  является четным, а коэффициент  по-
ложителен. Будем предполагать, что эта цепочка замкнута в кольцо, т.е.  и

.
Относительно коэффициентов  примем три идеологически важных ограничения. Во-пер-

вых, из биологических соображений вытекает, что эти коэффициенты неотрицательны: ,
иначе при некоторых начальных условиях численность хотя бы одной из популяций может стать
отрицательной. Во-вторых, предполагаем, что среда однородна. Это означает, что для коэффи-
циентов связей  выполнены условия , , . Тогда систему (3) можно
представить в виде

(4)

В-третьих, предполагаем, что выполнено условие

(5)

Это означает, что в системе (4) имеются однородные решения

где  – решение уравнения (1).
Как одни из наиболее важных и часто встречающихся в приложениях, отметим два вида свя-

зей: 1) диффузионная связь, когда

(6)

2) однонаправленная или адвективная связь, когда

(7)

Значение  можно ассоциировать со значением плотности популяции с номером , нахо-
дящейся в точке некоторой “окружности”  с угловой координатой , т.е.

Основное предположение в настоящей работе состоит в том, что значение  предполагается
достаточно большим, т.е. для параметра  выполнено условие

(8)
При малых  количество значений  на окружности  является достаточно большим, поэто-

му представляется естественным перейти от дискретной переменной  к непрерывной про-
странственной переменной , имея в виду, что для  выполнено равенство

. В более общем случае система (4) принимает вид краевой задачи

(9)

(10)
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Относительно функции  полагаем, что

(11)

Например, в случае (6) , а в случае (7) . Здесь  –

-функция, сосредоточенная в точке , т.е. для любого  имеем .

Ниже будем рассматривать достаточно гладкие функции . По-видимому, наиболее важ-
ным с прикладной точки зрения являются функции , состоящие из комбинаций функций вида

 (  – некоторые постоянные). Так, обобщением диффузионного типа
связей является функция

(12)

а обобщением одностороннего типа связей – функция

(13)

В качестве фазового пространства, т.е. пространства начальных условий, фиксируем
 пространство непрерывных на отрезке  и непрерывных и -периодических

по пространственной переменной функций.
Краевая задача (9), (10) имеет однородное состояние равновесия . Поставим во-

прос об исследовании при малых  локальной динамики (9), (10), т.е. об исследовании поведе-
ния при  всех решений (9), (10) с начальными условиями из некоторой достаточно малой
в норме  и не зависящей от  окрестности состояния равновесия .

Тем самым речь идет об изучении динамики распределенных цепочек логистических уравне-
ний с запаздыванием. Отметим, что исследованию динамики в различных цепочках связанных
систем были посвящены результаты многих авторов (см., например, [17]–[24]). В настоящей ра-
боте, используя специальные методы локального анализа (см. [25]–[28]), будут построены ква-
зинормальные формы – эволюционные краевые задачи, нелокальная динамика которых опре-
деляет поведение всех решений исходной краевой задачи (7), (6) в окрестности .

Приведем без доказательства два стандартных утверждения, являющихся аналогом классиче-
ских теорем А.М. Ляпунова об устойчивости по первому приближению. Рассмотрим линеаризо-
ванную в окрестности  краевую задачу

(14)

(15)
Характеристическое уравнение для нее имеет вид

(16)

Теорема 1. Пусть все корни уравнения (16) имеют отрицательную вещественную часть и отде-
лены от мнимой оси при . Тогда найдется такое , что при всех  все решения кра-
евой задачи (9), (10) из некоторой достаточно малой и не зависящей от  окрестности состояния
равновесия  стремятся к  при .

Теорема 2. Пусть уравнение (16) имеет корень с положительной и отделенной от нуля при 
вещественной частью. Тогда при малых  состояние равновесия  в (9), (10) неустойчиво и в неко-
торой достаточной малой и не зависящей от  окрестности  не существует аттрактора этой
краевой задачи.

Таким образом, в условиях теоремы 1 поставленная задача о локальной в окрестности  ди-
намике тривиальна, а в условии теоремы 2 она не может быть исследована методами локального
анализа.
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Ниже будем предполагать, что реализуется критический случай, т.е. уравнение (16) не имеет
корней с положительной и отделенной от нуля при  вещественной частью, но существует
корень, вещественная часть которого стремится к нулю при .

Ограничимся здесь рассмотрением только указанных выше двух наиболее важных и интерес-
ных случаев, когда выполнены условия (12) или (13). Отметим, что методика рассмотрения об-
щего случая та же, что и для этих двух случаев. Важно подчеркнуть, что будет рассмотрена ситу-
ация, когда в (12), (13) параметр  является достаточно малым, что приведет к появлению новых
динамических эффектов. В связи с этим интересно выявить роль диффузионного слагаемого,

когда в (9) добавляется выражение , причем коэффициент  тоже является малым парамет-

ром. Тем самым будет рассмотрена краевая задача

(17)

(18)
В следующем разделе рассмотрены вопросы о динамике краевой задачи (9), (10) в случае свя-

зей диффузионного типа. Показано, что в зависимости от величины параметра  могут реализо-
ваться принципиально различные ситуации. Все они описаны в соответствующих подразделах.
В разд. 2 исследуется динамика (9), (10) при односторонних связях.

Будут построены специальные нелинейные краевые задачи, не содержащие малых парамет-
ров, которые играют роль нормальных форм. Кроме этого, будет рассмотрена важная задача о
взаимодействующих осцилляторах в цепочке со слабыми связями. Речь пойдет об изучении ди-
намики в случае, когда параметр  является достаточно малым. В заключительном разделе сфор-
мулированы выводы.

1. ДИНАМИКА ЦЕПОЧЕК В СЛУЧАЕ ДИФФУЗИОННОГО ТИПА СВЯЗЕЙ
Предполагаем, что функция  задана равенством (12). В зависимости от параметра 

можно выделить три принципиально различные ситуации. В первой из них, самой простой,
предполагается, что параметр  как-то фиксирован и, естественно, не зависит от малого па-
раметра . Этот случай рассмотрен в п. 1.1. В п. 1.2 предполагаем, что найдется такое значение

, что
(19)

При этом условии реализуется упомянутый выше критический случай бесконечной размер-
ности. Наконец, в п. 1.3 предполагаем, что параметр  еще более мал: . Точнее, будем для
некоторого фиксированного  рассматривать соотношение

(20)
Этот случай наиболее сложен и интересен. Он естественным образом обобщает случай “чисто

диффузионных” связей, когда .

1.1. Динамика цепочек при фиксированном значении 

Фиксируем в формуле (12) произвольное значение . Необходимое и достаточное усло-
вие отрицательности при всех  вещественных частей всех собственных значений характери-
стических уравнений (16) состоит в выполнении неравенств

(21)

При условии  уравнение (16) имеет ровно два чисто мнимых корня , а веще-

ственные части остальных коней отрицательны и отделены от нуля при . Тем самым вы-
полнены условия хорошо изученной бифуркации Андронова–Хопфа. Пусть для произвольно
фиксированного значения  имеем

(22)
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Тогда близкие при  к  корни  уравнения (16) имеют вид

(23)

При этих условиях и при достаточно малых  краевая задача (9), (10) имеет в окрестности
 двумерное устойчивое локальное интегральное инвариантное многообразие , на ко-

тором эту краевую задачу можно с точностью до  записать в виде специального скалярного
комплексного обыкновенного дифференциального уравнения

(24)

в котором  – медленное время, а  – медленно меняющаяся амплитуда в асимптотиче-
ском представлении решений на многообразии :

(25)

Здесь функции  – 4-периодические по . Подставим формальное выражение (25) в (9) и бу-
дем собирать коэффициенты при одинаковых степенях . Сначала, приравнивая коэффициенты
при , находим, что

(26)

На следующем шаге из условия разрешимости получающегося уравнения относительно 
приходим к необходимости выполнения соотношения (24), в котором

(27)

Сформулируем итоговые утверждения. Доказательства их хорошо известны (см., например,
[11], [12]).

Теорема 3. Пусть . Тогда при всех достаточно малых  решение краевой задачи (9), (10) из
некоторой достаточно малой и не зависящей от  окрестности состояния равновесия  стре-
мится к  при .

Теорема 4. Пусть . Тогда все, кроме нулевого, решения уравнения (24) стремятся к орби-
тально устойчивому циклу

(28)

а все решения ( ) из  при  стремятся к циклу

(29)

Таким образом, в рассмотренной ситуации краевая задача (9), (10) может иметь в окрестности 
только однородный цикл, являющийся решением в условии (22) логистического уравнения (2).
По-видимому, рассмотренный здесь случай интереса не представляет.
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1.2. Динамика цепочек при значении  порядка 

Предполагаем, что выполнено условие (19). Тогда характеристическое уравнение (16) имеет
совокупность корней  и  ( ), вещественные части которых стремятся к
нулю при . Для этих корней справедливо представление

(30)

Отсюда получаем, что для каждого целого  выполнено асимптотическое равенство

Каждому такому корню отвечает решение  линейной краевой задачи (14), (15), для ко-
торого

Введем в рассмотрение формальный ряд

(31)

Здесь  – медленное время,  – неизвестные медленно меняющиеся амплитуды, а
функции  – периодичны по  и . Отметим, что в линейном приближении, т.е. при

, формула (31) задает совокупность решений линейной краевой задачи (14), (15).
Выражение (31) можно существенно упростить. Для этого положим

Тогда из (31) вытекает, что

(32)

Подставим (31) в (9), (10) и в получившемся формальном тождестве будем приравнивать ко-
эффициенты при одинаковых степенях . На первом шаге при  тождество выполнено, а на вто-
ром шаге, собирая коэффициенты при , приходим к равенству (26), в котором .
На следующем шаге из условия разрешимости получающегося уравнения относительно  при-
ходим к краевой задаче для определения :

(33)

где , а коэффициенты  и  те же, что и в (23), и (27).
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Теорема 5. Пусть краевая задача (33) имеет ограниченное при  решение . Тогда
функция

удовлетворяет краевой задаче (9), (10) с точностью до .
Вопрос о существовании и об устойчивости точного решения (9), (10), близкого при  к

соответствующему решению краевой задачи (33), может быть решен, например, в случае, когда
– периодическое решение, обладающее свойством грубости. Под грубостью будем пони-

мать следующее. Если , то лишь один мультипликатор линеаризо-
ванной на  краевой задачи равен по модулю 1. В остальных случаях условие грубости со-
стоит в том, что только два мультипликатора линеаризованной на  краевой задачи равны
по модулю 1.

Теорема 6. Пусть  – периодическое с периодом  решение краевой задачи (33), обладающее
свойством грубости. Тогда при всех достаточно малых  краевая задача (9), (10) имеет периодиче-
ское по  решение  с периодом  той же, что и , устойчивости и для которого
верно асимптотическое равенство

(34)

Доказательство теоремы 5 вытекает непосредственно из приведенного построения асимпто-
тики решения краевой задачи (9), (10). Обоснование теоремы 6 стандартно (см., например, [29],
[30]), но громоздко, поэтому его опустим.

Замечание 1. При рассмотрении более общей по сравнению с (9), (10) краевой задачи (17), (18) с малым

коэффициентом диффузии , изменения невелики. Коэффициент  в (33) дополняется еще од-
ним слагаемым:

Отметим, что краевая задача (33) может обладать богатой динамикой, поэтому этот же вывод
справедлив и для цепочки рассматриваемых осцилляторов.

1.3. Динамика цепочек при 
Предполагаем, что выполнено условие (20). Выделим все те корни характеристического урав-

нения (16), вещественные части которых стремятся к нулю при . Корни  этого урав-
нения находятся из формулы

(35)

где . Условие стремления вещественных частей корней к нулю обусловлено обращением в
нуль с точностью дo o(1)(при ) правой части в (36). Этому условию удовлетворяют такие но-
мера , для которых . Для описания таких номеров введем обозначения. Фикси-
руем произвольное целое  и через  обозначим выражение, которое дополняет до

целого значение . Оказывается, что функцию  можно считать тождественно равной
нулю. Дело в том, что введенный выше параметр  был определен как . Поэтому

, т.е. целое.
Тогда совокупность номеров  корней  в рассматриваемом случае состоит из значе-

ний

(36)
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Эти корни удобно обозначать через . Для них имеем асимптотическое выражение

Следуя изложенной выше схеме исследования, введем в рассмотрение формальный ряд

(37)

где , а функции  периодичны по  и .

Положим  и

Тогда выражение (37) можно упростить:

(38)

Подставим (38) в (9) и будем приравнивать коэффициенты при одинаковых степенях . Сна-
чала находим , а затем из условия разрешимости уравнения относительно  приходим к
выражению для определения :

(39)

(40)

где коэффициенты  и  те же, что и в (24).
Основные результаты здесь в идеологическом плане повторяют утверждение теорем 5 и 6.

Приведем для примера аналог теоремы 5.
Теорема 7. Пусть – ограниченное при  решение краевой задачи (39), (40). Тогда

функция

(41)

удовлетворяет краевой задаче (9), (10) с точностью до .
Краевые задачи (33) и (38), (40) численно исследовались многими авторами (см., напри-

мер, [31]). Показано, что для таких краевых задач, особенно для (39), (40), характерны сложные
и нерегулярные колебания. Согласно формулам (32) и (38), связывающих решения этих краевых
задач и решений краевой задачи (9), (10), такой же вывод можно сформулировать и о реше-
ниях (9), (10).

2. ДИНАМИКА ЦЕПОЧЕК ПРИ ОДНОСТОРОННИХ СВЯЗЯХ
Рассмотрим краевую задачу (9), (10), в которой для функции  выполнено равенство (13),

а для параметра  имеет место соотношение (19).
Предположим, что в отсутствие связей состояние равновесия  логистического уравне-

ния (1) асимптотически устойчиво. Тем самым значения параметра  удовлетворяют неравен-
ству

(42)

Пункт 2.1 посвящен анализу линеаризованной на  краевой задаче, а в п. 2.2 построена нели-
нейная краевая задача, которая играет роль нормальной формы.
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2.1. Линейный анализ

Характеристическое уравнение для линеаризованной на  краевой задачи в рассматриваемом
случае приобретает вид

(43)

где , , . Для ответа на вопрос об устойчивости состояния равновесия в
краевой задаче (14), (15) исследуем расположение корней уравнения (43).

Приведем без доказательств несколько простых утверждений о корнях (43).
Лемма 1. При всех  и при всех , , уравнение (43) не мо-

жет иметь корней с нулевой вещественной частью.
Лемма 2. Для каждого  найдется такое , что при  уравнение (43)

имеет корень с нулевой вещественной частью.
Введем обозначение: .

Тогда при всех  состояние равновесия краевой задачи (14), (15) асимптотически
устойчиво. При  и  уравнение (43) имеет корни  с нулевой вещественной ча-
стью: , 

Лемма 3. Для значений  и  выполнены неравенства

Рассмотрим отдельно вопросы об асимптотике выражений ,  и  при  и

при .

Пусть сначала . Обозначим через  корень из промежутка  уравнения 
и положим

Лемма 4. При  имеют место асимптотические равенства

Пусть затем  и . Введем обозначения: через  обозначим наимень-
ший корень уравнения

Положим

Лемма 5. При всех достаточно малых  имеют место асимптотические равенства

Обоснования лемм 4, 5 достаточно простые, но громоздкие. Поэтому их опустим.

Фиксируем далее значение  и произвольные величины  и . Положим в (9), (10)
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Ниже через  обозначаем выражение, которое дополняет до целого величину

. Исследуем асимптотику всех корней уравнения (43), близких к мнимой оси. Обозначим
их через  и  . Имеем равенства

(45)

где

Важно отметить, что

(46)

2.2. Построение квазинормальной формы
Введем в рассмотрение формальный ряд

(47)

Это выражение можно существенно упростить. Положим

Тогда от (47) переходим к представлению

(48)

Фигурирующие здесь функции  периодичны по ,  и .
Подставим (48) в (9). Тогда, применяя стандартные процедуры, сначала находим :

где

На следующем этапе получим уравнение для , из условия разрешимости которого в
указанном классе функций приходим к краевой задаче для определения :
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КАЩЕНКО

Для коэффициента  имеем равенство

Для формулировки основного результата введем еще одно обозначение. Фиксируем произ-
вольно значение  и через  обозначим такую последовательность, что 
при  и для каждого  выполнено равенство .

Из приведенных выше построений вытекает следующее утверждение.
Теорема 8. Пусть при некотором  краевая задача (49), (50) имеет ограниченное при ,

 решение . Тогда функция

при условиях (13), (19) и при  удовлетворяет краевой задаче (9), (10) с точностью до .

ВЫВОДЫ
Показано, что рассмотренные критические случаи в задаче об устойчивости распределенной

цепочки логистических уравнений с запаздыванием имеют бесконечную размерность. Это при-
водит к тому, что описание их локальной динамики сводится к исследованию нелокального по-
ведения решений краевых задач типа Гинзбурга–Ландау. Известно (см., например., [31]), что ди-
намика таких объектов может быть сложной, причем для них характерны нерегулярные колеба-
ния, явления мультистабильности и др. Сами динамические эффекты существенно зависят от
выбора связей. Показано, что в ряде случаев решения содержат быстро и медленно осциллиру-
ющие по пространственной переменной составляющие. Основные результаты определяют
структуру асимптотических по невязке решений исходных краевых задач. Вопрос о существова-
нии, устойчивости и более сложных асимптотических разложений точных решений, близких к
построенным, может быть решен в случае периодических решений нормализованных уравне-
ний.

Остановимся отдельно на роли фигурирующего выше параметра . Напомним,
что динамические свойства исходной системы определяются квазинормальной формой (49),
(50), куда входит параметр . При различных значениях этого параметра динамика (49), (50), а
значит, и краевой задачи (9), (10), может меняться. Детально это показано в [32]. Отсюда следует,
что при  может происходить бесконечный процесс прямых и обратных бифуркаций.

Сформулируем еще один вывод общего плана. Выше было показано, что квазинормальные
формы, определяющие динамику исходной краевой задачи, являются уравнениями Гинзбурга–
Ландау. Устойчивость простейших решений этих уравнений исследована в [33]. В частности,
установлено, что свойства их устойчивости во многом определяются мнимыми составляющими
коэффициентов диффузии и ляпуновской величины (коэффициенты  и  в (49) и (50)). Числен-
ный анализ соответствующего критерия позволил сформулировать вывод о неустойчивости про-
стейших решений вида . Таким образом, в рассмотренных цепочках синхро-
низация решений является достаточно редким явлением.

Отметим, что в зависимости от коэффициента  функции  ((12), (13)) в качестве квази-
нормальной формы могут выступать параболические краевые задачи как с одной, так и с двумя
пространственными переменными. Кроме этого, выявлены порядки (по параметру ) коэффи-
циентов диффузии в исходной краевой задаче, которые делают сопоставимым вклад диффузи-
онного слагаемого со слагаемым, обеспечивающим связь элементов цепочки.
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