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Представлен подход к численному моделированию динамики ВИЧ-1 инфекции на основе
немарковской стохастической модели. Модель описывает динамику численности популяций
клеток и вирусных частиц с учетом предыстории их развития и переходов между двумя ком-
партментами. Разработан алгоритм прямого статистического моделирования динамики
изучаемых популяций. Для планирования вычислительных экспериментов использованы ре-
зультаты исследования частных случаев построенной модели, включая ее детерминирован-
ный аналог, и опубликованные клинические данные. Исследованы вероятность искоренения
ВИЧ-1 инфекции и динамика типичных реализаций численности изучаемых популяций в за-
висимости от начального числа вирусных частиц и вариации параметров модели. Библ. 30.
Фиг. 8. Табл. 3.
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ВВЕДЕНИЕ
Современные подходы к разработке математических моделей и исследованию динамики

ВИЧ-1 инфекции опираются в основном на применение дифференциальных уравнений. При-
меры таких моделей представлены в работах [1]–[5] и содержащихся в них ссылках на другие
публикации. Начальный период развития ВИЧ-1 инфекции (после инфицирования здорового
человека) характеризуется тем, что численности популяций вирусных частиц и специфических
клеток различных типов могут быть не слишком велики – от единиц до нескольких десятков ты-
сяч. Следовательно, применение дифференциальных уравнений для изучения динамики этих
популяций в указанный период может быть не вполне обосновано или вызывать проблемы с ин-
терпретацией результатов. В этом случае для разработки модели требуется привлечение целочис-
ленных переменных с учетом их возможных флуктуаций. Характерный пример построения мо-
дели в форме марковского случайного процесса с целочисленными переменными приведен в ра-
боте [6].

1)Работа Г.А. Бочарова выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект 18-11-00171) и Московского центра фун-
даментальной и прикладной математики (соглашение с Минобрнауки РФ 075-15-2019-1624), работа Н.В. Перцева
выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект 18-11-00171), работа К.К. Логинова и В.А. Топчия выполнена в
рамках госзадания Института математики СО РАН (проект 0314-2019-0009).
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В настоящей работе рассматривается подход к численному моделированию начальной фазы
ВИЧ-1 инфекции в рамках дискретно-непрерывной двухкомпартментной стохастической моде-
ли. В основу разработки модели положено описание процессов, протекающих в организме чело-
века при острой ВИЧ-1 инфекции, приведенное в [7]–[10] и ряде других статей и монографий.
Установлено, что в большинстве случаев заражения (половой путь, 70–80%) начало острой ин-
фекции связано с проникновением малого числа инфекционных вирусных частиц и их локаль-
ной репликацией в слизистых оболочках или ближайшем дренирующем область заражения лим-
фатическом узле [10]–[12]. Эта локальная фаза инфекции (фаза эклипса) в случае успешного
развития переходит во вторую фазу – генерализации инфекции, прежде всего – распростране-
нию вирусов по всей лимфатической системе. Известно, что вероятность передачи инфекции
невысока и в зависимости от пути заражения составляет 0.001–0.01 [9]. Поэтому изучение детер-
минированных и случайных факторов, определяющих элиминацию инфекции в фазе эклипса,
представляет собой актуальную задачу, а биологически содержательная модель должна рассмат-
ривать процессы локальной репликации вирусов (первый компартмент) и генерализации ин-
фекции во всем организме (второй компартмент).

В данной работе для построения модели применяется немарковский ветвящийся процесс с
иммиграцией и превращениями, зависящими от численности популяций вирусных частиц и
клеток различных типов. Особенностями и новизной модели являются учет промежуточных ста-
дий размножения некоторых клеток и учет переходов клеток и вирусных частиц между двумя
компартментами. Продолжительности указанных промежуточных стадий и переходов задаются
константами или функциями, зависящими от времени. Существенно важным аспектом модели
является описание в явном виде предыстории развития популяций клеток и вирусных частиц.
Это позволяет выделить конечные промежутки времени, на которых модель записывается в фор-
ме последовательности удобных для численного моделирования марковских процессов с изме-
няющимися параметрами. Способ формализации возникающего случайного процесса и алго-
ритм численного моделирования его реализаций опираются на работы [13]–[19].

В задачи работы входит: 1) формализация предположений, отражающих развитие ВИЧ-1 ин-
фекции в организме человека, 2) построение вероятностного описания модели в рамках немар-
ковского подхода, 3) разработка алгоритма численного моделирования на основе метода Монте-
Карло, 4) проведение вычислительных экспериментов для оценки вероятности искоренения
ВИЧ-1 инфекции в течение некоторого промежутка времени после инфицирования здорового
человека.

1. ПРЕДПОЛОЖЕНИЯ И СХЕМА МОДЕЛИ

Обозначим через ,  два компартмента, соединенных трубками , . Полагаем, что
для компартмента  динамика ВИЧ-1 инфекции описывается в терминах следующих компо-
нентов ( ):

 – клетки костного мозга и лимфоидной ткани (источник производства лимфоцитов и кле-
ток различных типов);

 – вирионы (вирусные частицы);
 – клетки-мишени для вирионов (CD4 + Т-лимфоциты, дендритные клетки, макрофаги);
 – продуктивно-инфицированные клетки (клетки, производящие вирусные частицы);
 – лимфоциты-эффекторы (цитотоксические CD8 + Т-лимфоциты);
 – клетки-предшественники лимфоцитов-эффекторов (клетки , стимулированные к раз-

множению и превращению в клетки ).
Принимаем, что переходы вирионов и клеток по трубкам ,  являются однонаправлен-

ными: вирионы и клетки из компартмента  поступают в компартмент  только по трубке
, из компартмента  в компартмент  – только по трубке . Полагаем, что при ,

, компоненты , , ,  означают соответственно вирионы, клетки-мишени, продуктив-
но-инфицированные клетки и лимфоциты-эффекторы, находящиеся в состоянии перехода
между компартментами ,  по трубке . Обозначим через  вирионы, которые были про-
изведены клетками  за время своего перехода между компартментами ,  по трубке .
Считаем, что клетки  не участвуют в переходах между компартментами.
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Кроме того, введем вспомогательную популяцию  – все погибшие клетки и вирусные частицы.
На фиг. 1 представлен фрагмент модели, отражающий развитие ВИЧ-1 инфекции в компарт-

менте  и начало перехода вирионов и клеток в компартмент  по трубке . Фиг. 2 содержит
фрагмент модели, описывающий переходы вирионов и клеток между компартментами , 
по трубкам  и . Стрелки показывают размножение, превращения и гибель клеток, произ-
водство и гибель вирионов, а также переход клеток и вирионов между компартментами. Указан-
ные на фиг. 1, 2 константы и функции описаны в приведенных ниже предположениях модели,
отражающих “судьбу” отдельно взятых клеток и вирионов.

Перейдем к формулировке предположений модели. Пусть вещественная переменная  озна-
чает время. Будем говорить, что некоторое событие  происходит с интенсивностью

, если независимо от других событий вероятность наступления  в течение беско-
нечно малого промежутка  равна , вероятность не наступления  за промежуток

D

iiN jjN ijN
11N 22N

12N 21N

t
A

λ = >const 0 A
; +( )t t h λ + ( )h o h A

Фиг. 1. Схема модели для отдельного компартмента .
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 равна  и вероятность наступления события  более одного раза за этот про-
межуток времени равна , .

Набор предположений, определяющих динамику ВИЧ-1 инфекции в компартменте ,
, имеет следующий вид.

H1. Клетка  превращается в клетку  с интенсивностью  и мгновенно заменяется новой

клеткой : .

H2. Вирион  и каждая из клеток , ,  погибают вследствие естественной смертности со-
ответственно с интенсивностями , , , :

H3. Вирион  и каждая из клеток , ,  поступают из компартмента  в трубку  соот-

ветственно с интенсивностями , , , :

H4. Клетка  взаимодействуeт с вирионом  с интенсивностью ; в результате клетка 
превращается в новую клетку , вирион  поглощается образованной клеткой :

.

H5. Клетка  взаимодействует с клеткой  с интенсивностью ; в результате клетка 
превращается в новую клетку , а участвующая во взаимодействии клетка  сохраняется неиз-

менной: .

H6. Клетка  с интенсивностью  производит вирион : .

H7. Клетка  погибает с интенсивностью  вследствие разрушительного для этих клеток

процесса производства вирионов: .

H8. Клетка  опосредованно контактирует с клеткой  с интенсивностью ; в результате
клетка  превращается в клетку  и мгновенно заменяется новой клеткой , а участвующая в

опосредованных контактах клетка  сохраняется неизменной: .

H9. Клетка  погибает при взаимодействии с клеткой  с интенсивностью , клетка 

сохраняется неизменной: .

H10. Клетка , образованная в некоторый момент времени  из клетки , в момент времени
 превращается в совокупность из  клеток :

Вещественные константы , , , , , , , , , , , , , ,

 положительны. Вещественная положительная константа  отражает продолжительность
пребывания клетки  в стадии размножения. Целочисленная константа  задает количе-
ство клеток , возникающих в результате размножения одной клетки .

Для описания динамики ВИЧ-1 инфекции в трубке , , , используются следую-
щие предположения.

H11. Вирион  и каждая из клеток , ,  образуются из поступивших в трубку  ви-

риона  и клеток , ,  в моменты времени , , ,  соответственно.
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H12. Каждая из клеток , ,  и каждый из вирионов ,  погибают вследствие естествен-

ной смертности с интенсивностями , , , ,  соответственно:

H13. Клетка  с интенсивностью  производит вирион : .

H14. Клетка  погибает с интенсивностью  вследствие разрушительного для этих клеток

процесса производства вирионов: .
H15. Вирион  и каждая из клеток , , , появившиеся в трубке  из компартмента 

и не погибшие за период своего пребывания в трубке , поступают в компартмент  в момен-
ты времени

и превращаются в вирион  и клетки , ,  соответственно.

H16. Вирион , произведенный клеткой  в момент времени  и дожив-

ший до момента , поступает в этот момент времени в компартмент  и превращается
в вирион .

Вещественные константы , , , , , ,  положительны. Вещественная пе-
ременная  описывает продолжительность переходов каждой из клеток , ,  и каждого
из вирионов  по трубке  при условии, что переход из  в  был начат в момент времени .
Принято, что  положительна, ограничена сверху и  строго монотонно возрастает по .

Дополнительно отметим, что в модели не учитываются возможные взаимодействия клеток ,
,  и вирионов , , приводящие к изменению численности этих клеток и вирионов в труб-

ке .

2. ВЕРОЯТНОСТНОЕ ОПИСАНИЕ МОДЕЛИ
Описание модели проведем в три этапа. На первом и втором этапах рассмотрим каждый ком-

партмент  и каждую трубку  в отдельности, , . Опишем последовательно дина-
мику численности клеток и вирионов в  и , не учитывая возможные изменения численно-
сти клеток и вирионов в оставшихся компартментах или трубках. На третьем этапе дополним по-
лученное описание за счет соотношений, учитывающих переходы клеток и вирионов между 
и  по трубкам  и . Примем, что , где  задает продолжительность про-
межутка моделирования. Обозначим через  положительную целочисленную константу, озна-
чающую постоянную численность популяции  – клеток костного мозга и лимфоидной ткани.

2.1. Компартмент , 

Численность популяций клеток , , ,  и вирионов  в момент времени  обо-
значим через , , , , . Полагаем, что при фиксированном  числен-
ности указанных популяций представляют собой неотрицательные целочисленные случайные
величины. Принимаем, что

где ,  – заданные неотрицательные целочисленные константы.

Для каждой клетки из популяции  введем ее уникальный тип , где  – мо-
мент времени, в который была образована эта клетка, а  – момент времени, в который
указанная клетка превратится в совокупность из  клеток . Обозначим через  семейство
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уникальных типов клеток , существующих в момент времени . Определим 
следующим образом. Если , то , и элементы этого семей-
ства удовлетворяют соотношениям

Если , то , в частности, .
Для описания динамики рассматриваемых популяций клеток и вирионов при  ис-

пользуем случайный процесс , где

Пусть  – заданный момент времени, . Примем, что значения компонент
 фиксированы, т.е.

(2.1)

и фиксировано семейство , а именно:

(2.2)

(2.3)

Опишем закон изменения  , отражающий указанные выше предположе-
ния H1–H10.

Предварительно рассмотрим предположения H1–H9 без учета предположения H10. Опира-
ясь на (2.1), введем состояния

Примем, что за бесконечно малый промежуток времени , , вероят-
ности указанных ниже переходов таковы:
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(2.11)

(2.12)

Одновременное наступление двух и более из перечисленных в (2.4)–(2.12) переходов имеет по-
рядок , и с вероятностью

(2.13)

ни один из указанных переходов на промежутке  не происходит, где

Пусть  – момент первого изменения  в соответствии с соотношениями (2.4)–(2.13).
Принимаем, что

(2.14)

где  – случайная величина с экспоненциальным распределением с параметром .

Обратимся к предположению H10 и рассмотрим , заданное формулами (2.2) и (2.3). По-
ложим

(2.15)

(2.16)

В формуле (2.15) величина  означает ближайший к  (справа) момент пополнения численно-
сти популяции клеток  за счет завершения процесса размножения одной из клеток попу-
ляции . Такая клетка описывается наименьшим элементом непустого , а именно – эле-
ментом . Формула (2.16) учитывает случай, когда клетки популяции  отсутствуют.

Без ограничения общности будем считать, что  и  (другие возможные слу-
чаи рассмотрены в п. 2.3).

Примем, что

(2.17)

Тогда изменения  и  будут вызваны одним из событий, указанным в предположе-
ниях H1–H9. Переход  из текущего состояния в состояние

(2.18)

со значениями  происходит с вероятностями
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Если осуществляется переход , то  пополняется новым элементом
 и переходит в семейство

(2.19)

Если осуществляется один из переходов , , то  сохраняется неизмен-
ным и переходит в семейство

(2.20)

Примем, что

(2.21)

Тогда изменения  и  носят детерминированный характер, указанный в предположе-
нии H10, а именно: осуществляется переход  в состояние

(2.22)

из  исключается минимальный элемент , и  переходит в семейство

(2.23)

2.2. Трубка , , 

Рассмотрим популяции клеток , ,  и вирионов , . Учтем, что в отличие от  вири-
оны  появляются в трубке  не из компартмента , а в результате их производства клет-
ками , находящимися в трубке .

Опираясь на предположения H11, H15, для каждой клетки из популяций , ,  и вириона
популяции  введем их уникальный тип

(2.24)

где  – моменты времени, в которые были образованы соответственно клетка

из популяций , ,  и вирион популяции , а , , ,  – продолжитель-
ности переходов указанных клеток и вириона по трубке .

Следуя предположениям H12, H14, принимаем, что каждая из клеток популяций , ,  и
каждый вирион из популяции  имеет продолжительность жизни с экспоненциальным распре-

делением соответственно с параметром , , , . Тогда клетка или вирион указан-

ных популяций, возникшие в соответствующие моменты времени , доживают до мо-
мента времени, отражающего их уникальный тип (2.24), с вероятностями

(2.25)

2.2.1. Для описания популяций клеток ,  и вирионов  в момент времени  ис-

пользуем семейства их уникальных типов , , . Опираясь на (2.24), положим, что
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Здесь под , ,  понимается численность популяций клеток ,  и вирионов , ко-
торые появляются в  в некоторые моменты времени  и доживают до моментов време-
ни , соответствующих их уникальным типам (вероятности дожития приведены в
формулах (2.25)). Если появившиеся в  клетки или вирионы не доживают до указанных мо-
ментов времени, то их уникальные типы не учитываются при построении приведенных выше се-
мейств. Полагаем, что при фиксированном  численности , ,  представля-
ют собой неотрицательные целочисленные случайные величины. Принимаем, что

2.2.2. Обратимся к популяции клеток . Рассмотрим клетку  с фиксированным уникаль-

ным типом . Пусть  означает продолжительность жизни указанной клетки  (считая

от момента ее появления ). Как отмечено в начале п. 2.2, величина  описывается экспонен-

циальным распределением с параметром . Обозначим через 
момент завершения пребывания клетки  в трубке .

Следуя предположению H13, принимаем, что за промежуток времени

клетка  производит один вирион  с вероятностью , вероятность производства

этой клеткой двух и более вирионов  равна , и с вероятностью  клетка не
производит ни одного вириона .

Обозначим через  количество вирионов , произведенных рассматриваемой клеткой 

за промежуток  и доживших до момента времени . Введем набор величин

где ,  – случайная величина c экспоненциальным распределением с параметром .

Величины , , , , , отражают возможные моменты появления первого, второго, ,

-го и т.д. вириона , произведенного клеткой  после момента времени . Если

(2.26)

то полагаем, что клетка  не произвела ни одного вириона  и, следовательно, . Пусть
(2.26) не верно, и при некотором  выполнены соотношения

(2.27)

Соотношения (2.27) определяют произведенные клеткой  вирионы

(2.28)
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продолжительность жизни каждого из которых описывается экспоненциальным распределени-
ем с параметром  (предположение H12). Отсюда получаем, что каждый из вирионов (2.28) до-

живает до момента времени  соответственно с вероятностями

Тогда  задается как число вирионов (2.28), доживших до момента времени . Для
рассматриваемой клетки  введем тройку величин

В формуле для  момент времени  – уникальный тип клетки ; величина

 равна  или  соответственно, если клетка  не дожила или дожила до момента

; величина  – численность “потомства” клетки  в форме вирио-

нов . Если тройка  такова, что

то клетка  погибла в течение промежутка  и не отставила после себя “потомства”
в форме вирионов . Если

(2.29)

то либо клетка , либо вирионы , либо все вместе поступают в компартмент  в момент вре-

мени . Cледуя предположению H16, полагаем, что поступившая в компартмент 
клетка  превращается в клетку , а поступившие в этот компартмент вирионы  превраща-
ются в вирионы .

Для описания популяций клеток  и вирионов  в момент времени  используем

“нагруженное” семейство  уникальных типов клеток . Положим, что

Неотрицательная целочисленная случайная величина  отражает общее число клеток ,

каждая из которых появляется в  в некоторый момент времени , и к моменту

 характеризуется тройкой , для которой выполнено соотношение
(2.29). Если для некоторой из поступивших клеток  окажется, что

то такой элемент не включается в . Полагаем, что элементы , удовлетворяют со-
отношениям
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Под численностью популяций клеток  и вирионов  в момент времени  будем
понимать следующие неотрицательные целочисленные случайные величины:

Кроме того, принимаем, что , .

По аналогии с  введем обозначение

2.3. Компартменты ,  и трубки , 

Рассмотрим совместную динамику изучаемых популяций клеток и вирионов при  в
форме набора переменных
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(2.33)

введенных в п. 2.1 и п. 2.2. При  переменные (2.30)–(2.33) таковы, что
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Константа  задает количество вирионов, участвующих в инфицировании здорового
организма в момент времени . Если принять, что , то модель будет описывать
динамику популяций клеток , , ,  в неинфицированном организме.

Зафиксируем момент времени , , и с учетом (2.34) примем, что весь набор
переменных (2.30)–(2.33) фиксирован. Пусть , . Используя формулы (2.14), (2.15),
(2.16), рассмотрим величины , , и по аналогии с (2.15), (2.16) введем совокупность величин
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Исходя из определения , , , , , , имеем, что для каждой пары ,
верно

Обозначим через  момент первого изменения компонент переменных (2.30)–(2.33), следу-
ющий за моментом времени , а именно:

(2.35)

Предположим, что

(2.36)

Тогда значения переменных (2.30)–(2.33) при  таковы:

Предположим, что

(2.37)

Тогда в момент времени  происходят изменения хотя бы одной из компонент переменных
(2.30)–(2.33), и эти изменения описываются приведенными ниже соотношениями.

2.3.1. Пусть в (2.35)  для некоторого . Изменения переменных (2.30) или (2.32)
задаются с помощью формул (2.17)–(2.20). Изменения переменных (2.31) или (2.33) имеют сле-
дующий вид. По условию в момент времени  процесс  переходит в одно из состояний

, , указанных в п. 2.1. Если происходит переход , то с вероят-
ностью  в момент времени  из  в  поступает клетка популяции , и

эта клетка с вероятностью  становится клеткой популяции :

(2.38)

С вероятностью  изменения (2.38) отсутствуют:
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вится клеткой популяции :
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С вероятностью  изменения (2.40) отсутствуют:
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 из  в  поступает вирион популяции , и этот вирион с вероятностью  ста-
новится вирионом популяции :
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С вероятностью  изменения (2.42) отсутствуют:
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Вероятности , , , используемые в соотношениях (2.38)–(2.43), зада-
ны формулами (2.25).

Пусть, наконец, осуществляется переход . Тогда с вероятностью
 в момент  из  в  поступает клетка популяции  и

превращается в клетку популяции . В соответствии с п. 2.2.2 клетка , возникшая в момент

времени , к моменту времени  характеризуется тройкой ве-
личин

Если , то полагаем, что
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же отсутствуют, т.е. имеют место соотношения (2.46).

2.3.2. Пусть в (2.35)  для некоторого . Тогда изменения затрагивают только
компоненты переменных (2.30) или (2.32), и описываются формулами (2.21), (2.22), (2.23).

2.3.3. Пусть в (2.35)  для некоторых , . Тогда в момент времени  из 
в  поступает клетка популяции  и становится клеткой популяции . Следовательно,

(2.47)

2.3.4. Пусть в (2.35)  для некоторых , . Тогда в момент времени  из 
в  поступает клетка популяции  и становится клеткой популяции . Следовательно,
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2.3.5. Пусть в (2.35)  для некоторых , . Тогда в момент времени  из 
в  поступает вирион популяции  и становится вирионом популяции . Следовательно,
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Количество поступивших клеток и вирионов задается элементами ,  тройки
. Поступившая клетка  становится клеткой популяции , а поступивший вирион  –

вирионом популяции . Следовательно,
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2.3.7. Компоненты каждой из переменных (2.30)–(2.33), не вошедшие в соотношения (2.38)–
(2.50), сохраняются неизменными, и в момент времени  принимают значения, достигнутые к
моменту .

Далее заменяем  на . Фиксируем значения переменных (2.30)–(2.33) с учетом произо-
шедших изменений. Находим момент времени  по формуле (2.35) и повторяем описанную
выше процедуру, начиная с проверки неравенств (2.36), (2.37).

3. АЛГОРИТМ ЧИСЛЕННОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ

Аналитическое исследование модели является крайне затруднительным. Поэтому для чис-
ленного исследования модели применяется метод Монте-Карло. Для проведения вычислитель-
ных экспериментов и построения реализаций изучаемых переменных на промежутке  ис-
пользуется алгоритм, основанный на рекуррентных соотношениях, описанных в разд. 2.

В начале работы алгоритма задаем , фиксируем параметры модели и начальные значения
, . На всех шагах работы алгоритма полагаем, что в формуле (2.35) для каждого пустого се-

мейства уникальных типов клеток и вирусных частиц используются значения

где  – фиксированная константа, такая, что . Алгоритм моделирования состоит из не-
скольких шагов.

На первом шаге полагаем ,  и фиксируем начальное состояние переменных (2.30)–
(2.33), используя соотношения (2.34).

На втором шаге вычисляем момент времени  по формуле (2.35). Проверяем выполнение
неравенства (2.36). Если (2.36) верно, то сохраняем текущие значения переменных (2.30)–(2.33),
и завершаем вычисления. Если (2.36) не верно, то переходим на третий шаг.

На третьем шаге проверяем выполнение одного из соотношений относительно , приве-
денных в п. 2.3.1–2.3.6. В зависимости от указанных соотношений изменяем по формулам
(2.38)–(2.50) или в соответствии с п. 2.3.7 сохраняем значения переменных (2.30)–(2.33). Заме-
няем  на  и возвращаемся на второй шаг.

Для генерации возникающих в алгоритме случайных величин применяются формулы и дат-
чики псевдослучайных чисел, описанные в [20]–[22].

4. ПЛАНИРОВАНИЕ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫХ ЭКСПЕРИМЕНТОВ

Для проведения вычислительных экспериментов используем наборы параметров, отражаю-
щие некоторые закономерности поведения переменных модели. Ниже представлены результаты
анализа частных случаев модели и ее детерминированного аналога. Кроме того, приведены крат-
кие сведения по клиническим исследованиям начальной фазы развития ВИЧ-1 инфекции.

4.1. Модель с нулевыми начальными данными

Пусть , . Тогда модель будет описывать динамику популяций клеток , , ,
 в неинфицированном организме. Вариант такой модели детально изучен в работе [19].

Там приведены некоторые режимы динамики математических ожиданий численности указан-
ных популяций в зависимости от вида функций , . Примем, что функции , 
представляют собой положительные константы. Тогда численность каждой из популяций ,

, ,  имеет стационарное распределение, которое является пуассоновским. Параметры
этого распределения (математические ожидания) находятся с помощью достаточно простых
формул.
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4.2. Фрагмент модели для трубки , , 

Пусть в момент времени  в трубке  возникла клетка популяции . Следуя п. 2.2.2, полу-

чаем, что в момент времени  эта клетка характеризуется парой , где

Закономерности поведения указанной клетки  и ее “потомства” в виде вирионов  могут
быть описаны с помощью теории ветвящихся случайных процессов для частиц двух типов [13].
Производящие функции для плотностей вероятностей перехода имеют достаточно простой вид.
Вместе с тем не удается получить явную формулу для совместного распределения пары ,
но нетрудно найти выражения для математических ожиданий ,  компонент этой пары.

Обозначим . Опуская промежуточные выкладки, получаем, что

(4.1)

(4.2)

(4.3)

Из (4.1)–(4.3) видно, что ,  при  и ,  при .

Используя (4.2) и (4.3), находим, что  достигает своего наибольшего значения при ,
где

Приведенные соотношения указывают на различные варианты пополнения популяций кле-
ток и вирионов компартмента  из трубки  в зависимости от значений пары .

4.3. Детерминированный аналог модели

Опираясь на работы [17]–[19], рассмотрим детерминированный аналог описанной выше мо-
дели в предположении, что , , , где ,  – некоторые положитель-
ные константы. Система уравнений модели имеет следующий вид ( , ):

В этой системе , , ,  понимаются как переменные вещественного типа. Кон-
станты ,  интерпретируются как среднее число клеток популяции  и среднее число их
“потомства” в виде вирионов , которые образуются за счет одной клетки популяции , по-
ступающей из  в  (см. (4.1)–(4.3)). При  под производными переменных модели пони-
маются их правосторонние производные. Приведенная система дифференциальных уравнений
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с запаздыванием дополняется начальным условием, содержащим заданные неотрицательные
функции

Уравнения детерминированной модели имеют тривиальное положение равновесия

(4.4)

которое интерпретируется как отсутствие ВИЧ-1 инфекции в организме. Константы , 
находятся из системы линейных уравнений

(4.5)

(4.6)

Нетрудно проверить, что система (4.5), (4.6) имеет ровно одно решение , , и компоненты
этого решения положительны.

Опираясь на исследование устойчивости положения равновесия (4.4) по линейному прибли-
жению и используя результаты работы [23], введем матрицу

Заметим, что элементы матрицы  не содержат параметры ,  и параметры, входящие в
дифференциальные уравнения для , . Предположим, что  является невырожденной
М-матрицей [24], [25]. Тогда положение равновесия (4.4) является локально асимптотически
устойчивым [23]. Один из критериев того, что  является невырожденной М-матрицей, приво-
дит к проверке выполнения неравенств относительно диагональных миноров матрицы :

(4.7)

Стохастическая и представленная выше детерминированная модель имеют один и тот же на-
бор параметров. Результаты работы [18] показывают, что в рамках однокомпартментной модели
вероятность искоренения ВИЧ-1 инфекции в течение заданного промежутка времени суще-
ственно зависит от: 1) параметров, для которых асимптотически устойчиво или не устойчиво
тривиальное положение равновесия детерминированной модели, 2) параметров, участвующих в
описании динамики компонент специфического иммунного ответа, 3) начального числа вирус-
ных частиц. Аналогичный результат можно ожидать и для изучаемой стохастической двухком-
партментной модели.

4.4. Использование клинических данных

Клинические исследования начальной фазы развития ВИЧ-1 инфекции позволили получить
оценку медианы продолжительности фазы эклипса, равной 7 сут с межквартильным диапазо-
ном, составляющим 4–15 сут [26]. При этом, хотя величину начальной вирусной нагрузки не
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удается определить точно, но область допустимых значений  находится в диапазоне от 1 до
2500 вирусных частиц на организм [26].

5. РЕЗУЛЬТАТЫ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫХ ЭКСПЕРИМЕНТОВ
Будем говорить, что для инфицированного в момент времени  человека искоренение

ВИЧ-1 инфекции происходит в момент времени , если выполнены следующие соотноше-
ния:

Обозначим через  вероятность искоренения ВИЧ-1 инфекции в момент
времени .

Целью вычислительных экспериментов являлось исследование возможности искоренения
ВИЧ-1 инфекции за некоторый промежуток времени , например, в течение первых 10, 50,
100 и т.д. суток после инфицирования. При проведении вычислительных экспериментов пара-
метры , , использовались как безразмерные константы (натуральные числа); размер-
ность параметров ,  – сутки, , ; размерность каждого из остальных парамет-

ров – сутки–1. Параметры ,  задавались следующим образом: , ,

где  – некоторые вещественные константы, . Значения параметров подбирались
в соответствии с работами [3], [9], [18], [19]. Опорный (исходный) набор параметров модели с
учетом указанной выше размерности таков:

Для проведения вычислений в каждом из экспериментов размерное время и размерные пара-
метры были преобразованы в безразмерные. Численности всех моделируемых популяций выра-
жены в целых неотрицательных числах. Для представления результатов вычислений в графиче-
ской форме осуществлялся переход к вспомогательным переменным, выраженным в логариф-
мическом масштабе (см. ниже). Кроме того, учитывались результаты разд. 4. Начальные данные
для экспериментов 1, 2 задавались формулами (2.34), в которых , , где

,  – решение системы (4.5), (4.6), выражение  означает целую часть числа ;
. Для экспериментов 3, 4 взяты значения ,  из эксперимента 2, тогда

как , .
При проведении вычислений с помощью метода Монте-Карло использовалось по  неза-

висимых реализаций изучаемого случайного процесса. При фиксированных  строи-
лись точечные и интервальные оценки  (границы доверительного интервала для  нахо-
дились по стандартным формулам для выборок большого объема [27], уровень доверия ).

Эксперимент 1. В этом эксперименте использовался опорный набор параметров. Для этого
набора выполнены неравенства (4.7), т.е. тривиальное положение равновесия (4.4) в детермини-
рованной модели является локально асимптотически устойчивым. Следовательно, в рамках сто-
хастической модели можно ожидать искоренения ВИЧ-1 инфекции в течение некоторого пери-
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ода времени. Интервальные оценки вероятности искоренения ВИЧ-1 инфекции  для раз-
личных  и начального количества вирионов  представлены в табл. 1.

Из табл. 1 видно, что при  вероятность  быстро возрастает и достигает значений,
близких к 1, в течение нескольких первых суток после инфицирования. В случае  веро-
ятность  достигает значений, близких к 1, к моменту времени  сут. При  для
искоренения ВИЧ-1 инфекции требуется соответственно от 10 до 50 сут и от 50 до 100 сут. Если

, то , и искоренение ВИЧ-1 инфекции происходит в течение промежутка
 суток. Таким образом, начальное количество вирионов существенно влияет на продол-

жительность времени до искоренения ВИЧ-1 инфекции.
Эксперимент 2. Здесь использовался набор параметров из первого эксперимента, за исключе-

нием (с учетом указанной выше размерности):

По сравнению с экспериментом 1 здесь значительно увеличены скорости притоков и интен-
сивности инфицирования клеток-мишеней , ; немного снижены интенсивности производ-
ства вирионов , , , . При таком наборе параметров неравенства (4.7) не выполня-
ются: , , , . Следовательно, нельзя гарантировать асимптотиче-
скую устойчивость положения равновесия (4.4), и поведение решений детерминированной
модели не будет описывать ситуацию, отражающую возможность искоренения ВИЧ-1 инфек-
ции. Численное исследование стохастической модели приводит к более разнообразным резуль-
татам. В табл. 2 приведены интервальные оценки вероятности искоренения ВИЧ-1 инфекции

 для различных моментов времени  и начального количества вирионов . Из

табл. 2 видно, что вероятность  существенно зависит от , а при  искоренение
ВИЧ-1 инфекции невозможно за период  суток. Отметим, что для  при 
значение вероятности  остается практически неизменным. Отсюда следует, что при малом
начальном количестве вирионов, инфицирующих организм, в случае искоренения ВИЧ-1 ин-
фекции это искоренение происходит в течение первых пяти суток (при выбранных параметрах).

Эксперимент 3. В этом эксперименте компартмент  рассматривался как отдельный лимфо-
узел в лимфатической системе человека, а компартмент  в качестве “совокупности” осталь-
ных лимфоузлов. Соответственно, трубка  интерпретировалась как “совокупность” всех ис-
ходящих (эфферентных) лимфатических сосудов из лимфоузла , трубка  – “множество”
всех входящих (афферентных) сосудов в узел  из остальных лимфоузлов. Использовался на-
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Таблица 1. Интервальная оценка вероятности  для различных моментов времени  и начального ко-
личества вирионов  в эксперименте 1

, сутки

1 0 0
2 0
3
5
10
50 1
100 1 1
250 1 1 1

0( )P t t
(0)V

t =(0) 10V =(0) 210V =(0) 310V

. ± .0 310 0 029

. ± .0 913 0 017 . ± .0 443 0 031

. ± .0 965 0 011 . ± .0 759 0 026 . ± .0 051 0 014

. ± .0 980 0 009 . ± .0 858 0 022 . ± .0 209 0 025

. ± .0 993 0 005 . ± .0 929 0 016 . ± .0 461 0 031
. ± .0 993 0 005 . ± .0 920 0 017

. ± .0 983 0 008
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бор параметров из второго эксперимента, кроме параметров (с учетом указанной выше размер-
ности)

где , , , ,  (сутки),  (сутки–1). По сравне-
нию с экспериментом 2 скорость притока клеток-мишеней во второй компартмент увеличена в
10 раз, интенсивность поступления клеток , ,  и вирионов  из компартмента  в
трубку  снижена в 100 раз. Длительность перехода клеток и вирионов  из лимфоузла 
в другие лимфоузлы принята переменной и учитывает колебания относительно постоянного
уровня . Формула для  может отражать, в частности, переменную скорость потока лимфы
по трубке . Функция  не зависит от  и задается константой, значительно меньшей . На-
чальные данные ,  описывают ситуацию, когда изучается динамика
ВИЧ-1 инфекции при инфицировании отдельного лимфоузла в лимфатической системе здоро-
вого организма.

Для указанного набора параметров и  оценка вероятности искоренения ВИЧ-1 ин-
фекции такова: . Учитывая близость  к единице, можно ожидать ис-
коренение ВИЧ-1 инфекции при более интенсивном специфическом иммунном ответе в инфи-
цированном лимфоузле, например, при более активном уничтожении продуктивно-инфициро-
ванных клеток лимфоцитами-эффекторами. В табл. 3 представлены результаты оценивания
вероятности искоренения ВИЧ-1 инфекции  при различных значениях параметра 
(остальные параметры фиксированы) и . Таблица 3 показывает, что для всех

 при возрастании параметра  увеличивается вероятность искоренения ин-
фекции вплоть до значения . Последнее означает существенное влияние специфиче-
ского иммунного ответа на искоренение ВИЧ-1 инфекции в организме при малом начальном
количестве вирионов, участвующих в инфицировании отдельного лимфоузла.
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11
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= , ,(0) 10 50 100V ,γ( )
11
I E

=0(180) 1P

Таблица 2. Интервальная оценка вероятности  для различных моментов времени  и начального ко-
личества вирионов  в эксперименте 2

, сутки

1 0 0
2 0
3 0
5 0
10 0
50 0
100 0
180 0

0( )P t t
(0)V

t =(0) 10V =(0) 210V =(0) 310V

. ± .0 293 0 028

. ± .0 832 0 023 . ±0 142 0.022

. ± .0 839 0 023 . ± .0 256 0 027

. ± .0 857 0 022 . ± .0 239 0 026

. ± .0 871 0 021 . ± .0 232 0 026

. ± .0 853 0 022 . ± .0 252 0 027

. ± .0 854 0 022 . ± .0 256 0 027

. ± .0 863 0 021 . ± .0 252 0 027

Таблица 3. Интервальная оценка вероятности  для различных значений  (сутки–1) и начально-
го количества вирионов  в эксперименте 3

10 1 1
50 1 1
100 1

0(180)P ,γ( )
11
I E

(0)V

(0)V , −γ =( ) 3
11 10I E , −γ = ×( ) 3

11 3 10I E , −γ = ×( ) 3
11 5 10I E , −γ = ×( ) 3

11 8 10I E

. ± .0 967 0 011 . ± .0 994 0 005

. ± .0 848 0 022 . ± .0 970 0 011

. ± .0 702 0 028 . ± .0 945 0 014 . ± .0 995 0 004
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Проиллюстрируем динамику вспомогательной переменной  в случае
 и  (сутки–1). На фиг. 3 приведено два варианта динамики :

пять типичных реализаций, которые не принимают нулевые значения на протяжении всего про-
межутка  суток, и пять типичных реализаций, каждая из которых обращается в нуль в не-
который момент времени из промежутка  суток (искоренение ВИЧ-1 инфекции). Фигура 3а
показывает, что при поддержании инфекции в организме численности продуктивно-инфициро-
ванных клеток и вирионов, осциллируя, постепенно выходят на некоторые положительные ста-
ционарные уровни. Колебательный характер динамики  объясняется перио-
дическим способом задания функции  и влиянием обратных связей на процесс выработки
лимфоцитов-эффекторов. Из фиг. 3б видно, что в случае искоренения ВИЧ-1 инфекции это ис-
коренение происходит за достаточно короткий промежуток времени (в течение первых 1.5–
2.5 сут после инфицирования).

Эксперимент 4. Ряд вычислений, проведенных в рамках третьего эксперимента, показывает,
что достаточно большие значения  приводят к невозможности искоренения ВИЧ-1 инфек-
ции в случае слабо выраженного специфического иммунного ответа. Так, например, используем
параметры модели, приведенные в эксперименте 3, кроме ,  (сут-
ки–1). Положим . Результаты вычислений показывают, что .

Если для указанных параметров и  задать  (сутки–1), то динамика ВИЧ-1 ин-
фекции существенно изменяется, и искоренение инфекции происходит на одиннадцатые сутки
после инфицирования, т.е. . Эта ситуация отражена на фиг. 4, где приведено пять ти-
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Фиг. 3. Эксперимент 3: типичные реализации переменной  при ,  (сут-
ки–1) в случае поддержания (а) и искоренения (б) инфекции.
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пичных реализаций , принимающих нулевые значения в промежутке времени
 суток. Видно, что поведение , представленное на фиг. 4, существенно

отличается от поведения этой переменной, показанного на фиг. 3б.
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Фиг. 6. Эксперимент 4: типичные реализации переменных  (а),  (б),
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Фиг. 7. Эксперимент 4: типичные реализации переменных  (а),  (б),

 (в),  (г) в трубке  в случае искоренения инфекции; , ,
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Фиг. 8. Эксперимент 4: типичные реализации переменных  (а),  (б),
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На фиг. 5–8 приведены по пять типичных реализаций вспомогательных переменных модели
во всех компартментах и трубках. Видно, что типичные реализации каждой из переменных

имеют ярко выраженную динамику, что дает детальное представление о развитии и затухании
ВИЧ-1 инфекции в каждом из компартментов и каждой трубке.

6. ВЫВОДЫ
Защита организма человека от инфекции ВИЧ-1 является актуальной задачей инфекционной

иммунологии. Разработка вакцин против ВИЧ-1 пока не увенчалась успехом [28]. Одна из про-
блем искоренения инфекции связана с формированием резервуара латенто-инфицированных
клеток в ходе острой фазы инфекции [29]. Уникальное, и пока не исследованное достаточно, ок-
но возможностей предоставляет фаза эклипса, в которой интенсивность действия разнообраз-
ных стохастических процессов заражения, репликации и иммунной защиты, частично рассмот-
ренных в модели, определяет вероятность полной элиминации вирусов. Закономерности разви-
тия и вырождения локальных очагов инфекции ВИЧ-1 стали предметом математического
моделирования в последнее время [30].

В данной работе нами сформулированы оригинальная стохастическая модель и вычислитель-
ная технология ее реализации для исследования возможности искоренения ВИЧ-1 инфекции в
фазе эклипса. Опираясь на приведенные результаты, можно сделать вывод о том, что в рамках
вычислительных экспериментов 3 и 4 основное влияние на искоренение ВИЧ-1 инфекции ока-
зывают три фактора: начальное число вирионов, интенсивность взаимодействия клеток  с ви-
рионами , интенсивность взаимодействия клеток  с лимфоцитами-эффекторами . Сле-
довательно, дальнейшее исследование проблемы искоренения ВИЧ-1 инфекции может быть
связано с более детальным моделированием процессов, происходящих в лимфоузле , при ва-
риации параметров модели в физиологических пределах.
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