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Целью работы являлись разработка и применение численных методов из семейства сеточно-
характеристических, позволяющих рассчитать повреждения оффшорного объекта (ледового
острова), рассчитывая распространение сейсмических волн от гипоцентра землетрясения,
расположенного на глубине нескольких километров с учетом специфики cеверных морей
(небольшая глубина). Для этого был применен сеточно-характеристический метод на комби-
нированных расчетных сетках. В одном расчете использовалось свыше 25 отдельных расчет-
ных сеток, отличающихся друг от друга решаемой системой уравнений, типом расчетной схе-
мы, шагами интегрирования по координатам. Часть этих расчетных сеток представляли со-
бой систему из вложенных друг в друга иерархических сеток с кратным шагом по координате,
остальные являются конформными друг относительно друга. Также использовалось улуч-
шенное неотражающее условие, предполагающее резкое увеличение шага по координате и
применение диссипативной разностной схемы. Особое внимание в работе уделено описанию
алгоритмов для расчета на границах и контактных границах этих отдельных расчетных сеток,
позволяющих реализовать на практике предложенный подход с использованием сеточно-ха-
рактеристического метода на комбинированных расчетных сетках. Библ. 40. Фиг. 13. Табл. 3.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Ледовые острова (искусственно возведенные) – это, зачастую, единственный способ прове-
сти разведочное бурение в мелководных районах cеверных морей, куда из-за суровой ледовой
обстановки невозможно доставить обычную платформу. Данный подход успешно реализован в
Канаде (см. [1], [2]).

Возведение ледового острова – это дорогостоящий процесс, требующий предварительных
расчетов, в том числе для оценки их сейсмостойкости. В современных программных пакетах для
оценки сейсмостойкости используют в основном метод конечных элементов (см. [3]–[5]). А для
распространения сейсмических волн от гипоцентра землетрясения применяют конечно-раз-
ностный метод (см. [6]–[9]), метод спектральных элементов (см. [10]–[12]), разрывный метод
Галеркина (см. [13]–[16]) и сеточно-характеристический численный метод (см. [17], [18]).

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассматриваемая геологическая модель и ее геометрические параметры представлены на
фиг. 1 (не в масштабе), соответствие рассматриваемым средам приведено на фиг. 2. Математи-
ческие формулировки отмеченных на фиг. 1 граничных условий приведены в разд. 4.

1)Работа выполнена при финнсовой поддержке РНФ (код проекта 19-11-00023).

УДК 519.63

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ
ФИЗИКА



1364

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 61  № 8  2021

ПЕТРОВ, ФАВОРСКАЯ

Упругие и акустические параметры рассматриваемых сред приведены в табл. 1: плотность,
скорости продольных (pressure, P-) волн и поперечных (shear, S-) волн.

Расчетная область разделена на отдельные расчетные сетки, представленные на фиг. 2. Между
ними установлены соответствующие граничные и контактные условия, отмеченные на фиг. 2
различными линиями. Цветом отмечены используемые граничные и контактные условия (фиг. 3).

Также ледовый остров окружен системой вложенных иерархических сеток (фиг. 4).
В табл. 2 приведены параметры всех отдельных расчетных сеток.

Фиг. 1. Геологическая модель.
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Фиг. 2. Используемые обозначения: 1 – ледовый остров, 2 – осадочные породы, 3 – гранитный слой, 4 – ба-
зальтовый слой, 5 – верхняя мантия, 6 – вода, 7 – неотражающие граничные условия, 8 – контактное условие
полного слипания, 9 – свободная граница, 10 – нулевое давление, 11 – свободное скольжение, 12 – контактное
условие между упругой и акустической средами, 13 – контактное условие между иерархическими вложенными
сетками с кратным шагом по координате, 14 – контактное условие между подобластями с различными расчет-
ными схемами с кратным шагом по координате.
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Таблица 1. Упругие и акустические параметры рассматриваемых сред

Среда Скорость
P-волн, м/c

Скорость
S-волн, м/c Плотность, кг/м3

Ледовый остров 3940 2493 917

Вода 1500 – 1025

Осадочные породы 2250 1000 2000

Гранитный слой 5700 2500 2600

Базальтовый слой 6800 3000 3000

Верхняя мантия 8000 3500 3300
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Фиг. 3. Отдельные расчетные сетки. Граничные и контактные условия.
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Фиг. 4. Система вложенных иерархических сеток: (а) – без уровня, (б) – уровень –1, (в) – уровень –2, (г) – уро-
вень 0, (д) – уровень 1, (е) – уровень N – 2, (ж) – уровень N – 1.
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В каждой из отдельных расчетных сеток в зависимости от рассматриваемой среды решают ли-
бо акустическое волновое уравнение (в водном слое) (см. [19]):

(2.1)

(2.2)

либо упругое (в остальных слоях):

, (2.3)

( ) ( )∂ = −∇
∂

ρ , , ,t p t
t

v r r

( ) ( )( )∂ = − ∇ ⋅
∂

2, ρ , ,p t c t
t

r v r

( ) ( )( )∂ = ∇ ⋅
∂

тρ , ,t t
t

v r σ r

Таблица 2. Параметры расчетных сеток, пример

Примечание. Схема КИР – схема Куранта–Изаксона–Риса.

Среда Уро-
вень

Номер 
сетки

Разностная 
схема

Общее 
количе-

ство 
точек

Шаг
по оси 
OX, м

Шаг
по оси 
OY, м

Размер 
вдоль оси 

OX, км

Размер 
вдоль оси 

OY, км

Вода – 1 КИР 8844 125 0.4 50 0.008
Вода – 2 КИР 8844 125 0.4 50 0.008
Осадочные породы – 3 КИР 129444 125 6.25 50 2
Осадочные породы – 4 КИР 129444 125 6.25 50 2
Гранитный слой – 5 КИР 161604 125 12.5 50 5
Гранитный слой – 6 КИР 161604 125 12.5 50 5
Базальтовый слой – 7 КИР 290244 125 25 50 18
Базальтовый слой – 8 КИР 290244 125 25 50 18
Верхняя мантия – 9 КИР 161604 125 125 50 50
Верхняя мантия – 10 КИР 161604 125 125 50 50
Вода – 11 Схема Русанова 50669 25 0.4 55 0.008
Осадочные породы – 12 Схема Русанова 711569 25 6.25 55 2
Гранитный слой – 13 Схема Русанова 887809 25 12.5 55 5
Базальтовый слой – 14 Схема Русанова 1592769 25 25 55 18
Верхняя мантия – 15 КИР 885204 25 125 55 50
Вода –2 I Схема Русанова 2415 12.5 0.4 1.275 0.008
Осадочные породы –2 II Схема Русанова 33915 12.5 6.25 1.275 2
Гранитный слой –2 III Схема Русанова 2415 12.5 12.5 1.275 0.25
Вода –1 I Схема Русанова 2921 6.25 0.4 0.775 0.008
Осадочные породы –1 II Схема Русанова 5207 6.25 6.25 0.775 0.2375
Вода 0 I Схема Русанова 3933 3.125 0.4 0.525 0.008
Осадочные породы 0 II Схема Русанова 6669 3.125 3.125 0.525 0.1125
Вода 1 I Схема Русанова 5865 1.5625 0.4 0.39375 0.008
Осадочные породы 1 II Схема Русанова 8415 1.5625 1.5625 0.39375 0.046875
Вода 2 I Схема Русанова 529 0.78125 0.4 0.015625 0.008
Вода 2 II Схема Русанова 529 0.78125 0.4 0.015625 0.008
Осадочные породы 2 III Схема Русанова 9821 0.78125 0.78125 0.33125 0.015625
Ледовый остров 2 IV Схема Русанова 10836 0.78125 0.4 0.3 0.01
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. (2.4)

Здесь и далее  – векторное поле скорости (производная смещения по времени),  –
скалярное поле давления,  – тензорное поле симметричного тензора напряжений второго
ранга Коши, с, ,  – скорость звука в акустической среде, скорости продольной (P-) и попе-
речной (S-) волн в упругой среде соответственно,  – плотность,  – единичный тензор второго
ранга,  – знак тензорного произведения векторов . Для моделирования разруше-
ния ледового острова использовались критерий по главному напряжению и модель трещин
(см. [20]). Критическое главное напряжение бралось равным 1 МПа (см. [21]–[25]).

В соответствии с условиями устойчивости (см. [26]) шаг по времени брался равным 0.1 мс, об-
щее время расчета – 24 с, что соответствует 240000 шагам по времени. Заметим, что при опреде-
лении шага по времени в соответствии с условиями устойчивости для каждой из расчетных сеток
следует определить выражение для случая упругого волнового уравнения

и следующее выражение для случая акустического волнового уравнения:

Итоговый шаг по времени должен быть меньше минимума всех этих выражений. Таким обра-
зом, так как сетка существенно неравномерная, то этот минимум достигается для сетки, покры-
вающей ледовый остров. Таким образом, для сетки, покрывающей ледовый остров, число Ку-
ранта бралось близким к единице по направлению OY, а в других расчетных сетках менялось в со-
ответствии со следующим выражением:

Здесь  – число Куранта в направлении OY для сетки, покрывающей ледовый остров;
 – скорость продольных волн во льде;  – шаг вдоль оси OY в расчетной сетке, покрываю-

щей ледовый остров; ; i – индекс рассматриваемой расчетной сетки; ,  – шаги по

координате рассматриваемой расчетной сетки;  – скорость продольных волн в рассматривае-
мой расчетной сетке.

В качестве источника используется модель очага землетрясения, задающаяся как начальное
условие, примененная в [27], [28], c максимальной скоростью 20 м/c. Возможно использование
более сложных моделей очагов землетрясений (см. [6]).

3. СЕТОЧНО-ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЙ МЕТОД

3.1. Акустическое волновое уравнение

Осуществляется переход к инвариантам Римана, используя следующие выражения (на при-
мере оси OX):

Здесь и далее индексы X, Y соответствуют компонентам вектора скорости.
После перехода к инвариантам Римана решается система независимых уравнений переноса с

коэффициентами  соответственно.

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )∂ = − ∇ ⋅ + ∇ ⊗ + ∇ ⊗
∂

I
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Затем осуществляется обратный переход, используя выражения

3.2. Упругое волновое уравнение

Осуществляется переход к инвариантам Римана, используя следующие выражения (на при-
мере оси OX):

Здесь и далее индексы XX, YY и XY соответствуют компонентам симметричного тензора на-
пряжений Коши, а  задается выражением

После перехода к инвариантам Римана решается система независимых уравнений переноса с
коэффициентами  соответственно.

Затем осуществляется обратный переход, используя выражения

4. ГРАНИЧНЫЕ И КОНТАКТНЫЕ УСЛОВИЯ
Так как шаблоны используемых разностных схем выходят за пределы области интегрирова-

ния, то вдоль границы располагаются слои дополнительных точек в соответствии с фиг. 5.
На фиг. 5б, г и далее эти дополнительные точки отмечены крестиками.

( ) +
 =
 
 

1 2

3

1 ω ω
,2

ω
v

( )= −1 2
1 ρ ω ω .
2

p c

= v ∓1,2 X XX
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Фиг. 5. Шаблоны разностных схем (случай положительного коэффициента) и расположение дополнительных
точек вдоль левой границы: (а) – шаблон разностной схемы Русанова; (б) – расположение дополнительных то-
чек, схема Русанова; (в) – шаблон разностной схемы КИР; (г) – расположение дополнительных точек, схема КИР.
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Вдоль каждой из координатных осей вычисления проводятся в три этапа.
1. Заполнение значений в дополнительных точках.
2. Расчет во внутренних узлах в соответствии с формулами из разд. 3. Значения в граничных

точках, рассчитанные на данном этапе, далее в тексте отмечают индексом IN.
3. Действие граничных и контактных корректоров. Значения в граничных точках, рассчитан-

ные на данном этапе, далее в тексте отмечают индексом .
Формулы в данном разделе приведены таким образом, что будут справедливы как для 2D, так

и для 3D случая, а также как для регулярных структурированных сеток (см. [27]–[30]), так и для
структурированных криволинейных (см. [17], [30], [31]).

Приведенные в данном разделе формулы для коррекции значений в граничных узлах выво-
дятся из соображений восстановления инвариантов Римана (соответствующих выходящим за
пределы рассматриваемой сетки характеристик) таким образом, чтобы выполнялaсь математи-
ческая формулировка граничного или контактного условия. Подробнее с алгоритмом вывода
граничных и контактных условий можно ознакомиться в [32], [33].

4.1. Неотражающие граничные условия
Неотражающие граничные условия реализованы следующим образом. Значения в дополни-

тельных узлах заполняются теми же значениями неизвестных функций, что и в граничных точ-
ках, а действие граничного корректора отсутствует. Например, для левой границы

(4.1)

(4.2)

(4.3)

Здесь нижние индексы соответствуют индексам по координате и индексам по времени в со-
ответствии с фиг. 5. Выражения (4.1), (4.2) используют в случае акустического волнового уравне-
ния (2.1), (2.2), а выражения (4.1), (4.3) – в случае упругого волнового уравнения (2.3), (2.4).

4.2. Контактное условие полного слипания, случай упругого волнового уравнения
Данное контактное условие записывается следующим образом:

(4.4)

(4.5)
Здесь и далее m – внешняя нормаль к левой подобласти интегрирования (когда речь идет о

контактных условиях), верхние индексы L и R соответствуют левой и правой контактирующим
расчетным сеткам.

Для реализации данного контактного условия первый этап осуществляется аналогично опи-
санному в п. 4.2 для каждой из контактирующих расчетных сеток. На третьем этапе корректиру-
ются значения в граничных точках по формулам

(4.6)
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(4.9)

4.3. Условие свободной границы
Данное граничное условие записывается следующим образом:

Здесь и далее m – внешняя нормаль к границе (когда речь идет о граничных условиях).
Для реализации данного граничного условия первый этап осуществляется аналогично опи-

санному в п. 4.2. На третьем этапе корректируются значения в граничных точках по формулам

Здесь и далее для двух симметричных тензоров  и  второго ранга выполняется условие

4.4. Граничное условие нулевого давления
Данное граничное условие записывается следующим образом:

Для реализации данного граничного условия первый этап осуществляется аналогично опи-
санному в п. 4.2. На третьем этапе корректируются значения в граничных точках по формулам

4.5. Контактное условие свободного скольжения

Данное контактное условие записывается следующим образом:

Для реализации данного контактного условия первый этап осуществляется аналогично опи-
санному в п. 4.2 для каждой из контактирующих расчетных сеток. На третьем этапе корректиру-
ются значения в граничных точках по формулам
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4.6. Контактное условие между упругой и акустической средами
Данное контактное условие записывается следующим образом:

(4.10)

(4.11)
В (4.10), (4.11) m – внешняя нормаль к упругой среде, здесь и в (4.11) верхние индексы A и E

соответствуют акустической и упругой среде соответственно.
Для реализации данного контактного условия первый этап осуществляется аналогично опи-

санному в п. 4.2 для каждой из контактирующих расчетных сеток. На третьем этапе корректиру-
ются значения в граничных точках по формулам

4.7. Контактное условие между иерархическими вложенными сетками
с кратным шагом по координате

Для реализации данного контактного условия значения в дополнительных узлах расчетной
сетки с меньшим шагом по координате заполняются значениями из узлов расчетной сетки с
большим шагом по координате, либо путем интерполяции по узлам расчетной сетки с большим
шагом по координате (см. [27]), в соответствии с фиг. 6а, а действие граничного корректора от-
сутствует.

4.8. Контактное условие между подобластями с различными расчетными схемами
с кратным шагом по координате

Для реализации данного контактного условия значения на первом этапе в дополнительных
узлах расчетной сетки с меньшим шагом по координате заполняются значениями из узлов рас-
четной сетки с большим шагом по координате, либо путем интерполяции по узлам расчетной
сетки с большим шагом по координате. А значения в дополнительных узлах расчетной сетки с
большим шагом по координате заполняются значениями из узлов расчетной сетки с меньшим
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шагом по координате (фиг. 6б). Обоснование использования резко меняющегося шага по коор-
динате дано в [32].

На втором этапе вычисления в расчетной сетке с большим шагом по координате выполняют-
ся с помощью диссипативной разностной схемы, например, схемы КИР (см. [34]). А вычисления
в расчетной сетке с меньшим шагом по координате выполняются с помощью разностной схемы
Русанова (см. [35]).

Так как интерполяция внесет ошибку в вычисления, а шаги в контактирующих сетках могут
отличаться в несколько раз, то дополнительно требуется выполнение условия полного слипания
на границе. При этом в случае упругого волнового уравнения (2.3), (2.4) будут выполнены выра-
жения (4.4), (4.5). А в случае акустического волнового уравнения (2.1), (2.2) данное контактное
условие полного слипания примет следующий вид:

Можно показать, что выполнение данных условий полного слипания эквивалентно матема-
тически непрерывному счету с точностью до порядка аппроксимации используемых разностных
схем (см. [17]).

Поэтому на третьем этапе осуществляется действие контактного корректора полного слипа-
ния. В случае акустического волнового уравнения (2.1), (2.2) коррекция значений в граничных
точках производится по следующим формулам:
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Фиг. 6. Расположение дополнительных точек, левая граница сетки с меньшей мелкостью: (а) – контактное
условие между иерархическими вложенными сетками, (б) – контактное условие между подобластями с различ-
ными расчетными схемами.

(a) (б)

Таблица 3. Параметры расчетов

№ Расстояние от эпицентра 
до ледового острова, км

Ширина центральных 
расчетных сеток 11–15, км

Общее количество точек 
во всех расчетных сетках

1 10 35 4524970
2 35 55 5724970
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Фиг. 7. Распространение сейсмических волн в подобластях с различными расчетными схемами с кратным ша-
гом по координате, волновые картины модуля скорости в момент времени 6 с: (а) – расчет № 1 с шириной цен-
тральных расчетных сеток 35 км, мелкий масштаб; (б) – расчет № 1 с шириной центральных расчетных сеток
35 км, средний масштаб; (в) – расчет № 2 с шириной центральных расчетных сеток 55 км, мелкий масштаб;
(г) – расчет № 2 с шириной центральных расчетных сеток 55 км, средний масштаб.

(a) (б)

(в) (г)

Фиг. 8. Распространение сейсмических волн в подобластях с различными расчетными схемами с кратным ша-
гом по координате, волновые картины модуля скорости в момент времени 18 с: (а) – расчет № 1 с шириной
центральных расчетных сеток 35 км, мелкий масштаб; (б) – расчет № 1 с шириной центральных расчетных се-
ток 35 км, средний масштаб; (в) – расчет № 2 с шириной центральных расчетных сеток 55 км, мелкий масштаб;
(г) – расчет № 2 с шириной центральных расчетных сеток 55 км, средний масштаб.

(a) (б)

(в) (г)
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А в случае упругого волнового уравнения (2.3), (2.4) сначала вычисляется величина по формуле

(4.12)

затем ее подставляют в выражения (4.7)–(4.9) из п. 4.2 с учетом того, что

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)
Заметим, что выражение (4.6) переходит в выражение (4.12), если выполняется (4.13)–(4.16).

5. РЕЗУЛЬТАТЫ ТЕСТОВЫХ РАСЧЕТОВ
В данном разделе приведены результаты двух разных расчетов, параметры которых представ-

лены в табл. 3. Отметим, что в табл. 2 из разд. 2 приведены параметры всех отдельных расчетных
сеток для расчета № 2.

Ниже на фиг. 7–12 представлены волновые картины в различные моменты времени в различ-
ных масштабах по координатам: крупном, среднем и мелком. Стрелками отмечено положение
ледового острова. На фиг. 13 представлены финальные разрушения.
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Фиг. 9. Воздействие P-волны на ледовый остров, расчет № 1 с расстоянием от эпицентра до ледового острова
10 км, волновая картина модуля скорости в момент времени 6.2 с: (а) – средний масштаб, (б) – крупный мас-
штаб.

(a) (б)

Фиг. 10. Воздействие S-волны на ледовый остров, расчет № 1 с расстоянием от эпицентра до ледового острова
10 км, волновая картина модуля скорости в момент времени 5.4 с: (а) – средний масштаб, (б) – крупный мас-
штаб.

(a) (б)
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На фиг. 10, 12 видно, что за счет условия скольжения между ледовым островом и осадочными
породами поперечные волны (по сравнению с продольными, фиг. 9, 11) отражаются аналогично
с границей раздела между осадочными породами и водой. Для определения типов волн исполь-
зовался метод Wave Logica (см. [36]–[40]).

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проведенные исследования показали, что использование по краям области интегрирования
расчетной схемы с диссипацией и более крупного шага по координатам позволило в обоих слу-
чаях избежать нежелательных отражений от краев области интегрирования без существенного
увеличения затрат вычислительных ресурсов. В дальнейшем планируется расширить данный
подход путем использования растущих (в геометрической прогрессии) по мере удаления от гра-
ницы кратных шагов по координатам и шага по времени.

Фиг. 11. Воздействие P-волны на ледовый остров, расчет № 2 с расстоянием от эпицентра до ледового острова
35 км, волновая картина модуля скорости в момент времени 6.4 с: (а) – средний масштаб, (б) – крупный мас-
штаб.

(a) (б)

Фиг. 12. Воздействие S-волны на ледовый остров, расчет № 2 с расстоянием от эпицентра до ледового острова
35 км, волновая картина модуля скорости в момент времени 7.6 с: (а) – средний масштаб, (б) – крупный мас-
штаб.

(a) (б)

Фиг. 13. Финальные разрушения: (а) – расчет № 1 с расстоянием от эпицентра до ледового острова 10 км, (б) –
расчет № 2 с расстоянием от эпицентра до ледового острова 35 км.

(a)

(б)
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Также проведенные расчеты демонстрируют, что использование системы вложенных иерар-
хических сеток с кратным шагом по координате позволило рассчитать распространение сейсми-
ческих волн от гипоцентра, расположенного на глубине 14 км до ледового острова высотой 10 м
и диаметром 300 м, и определить локализацию разрушений.
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