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Численно исследована линейная устойчивость течения Пуазейля в трубе круглого сечения с
податливой стенкой с использованием двух различных моделей стенки на основе теории тон-
ких оболочек. В рамках первой модели малые колебания стенки описываются уравнениями
Лява общего вида, а в рамках второй – упрощенными уравнениями Лява, полученными с по-
мощью известного приближения Доннела–Муштари–Власова. В частности, показано, что
использование упрощенных уравнений Лява вместо общих качественно не меняет зависи-
мость характеристик устойчивости основного течения от жесткости и демпфирования стен-
ки, однако при некоторых значениях параметров задачи может приводить к появлению слабо
нарастающих возмущений, которые не наблюдаются при использовании уравнений Лява об-
щего вида и существенно подавляются при увеличении жесткости или демпфирования стен-
ки. Библ. 36. Фиг. 14. Табл. 2.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Линейная устойчивость течений над податливыми поверхностями исследуется с середины

XX века, когда в экспериментальной работе [1] впервые была продемонстрирована возможность
задержки ламинарно-турбулентного перехода за счет нанесения на твердую обтекаемую поверх-
ность специально подобранного податливого покрытия. Позже было установлено теоретически
(см. [2], [3]), что податливость обтекаемой поверхности приводит к новым конкурирующим
между собой видам неустойчивости, по-разному зависящим от вязкоупругих характеристик по-
верхности. Поэтому актуальны разработка критериев возникновения таких неустойчивостей и
создание на основе этих критериев новых податливых покрытий, которые можно эффективно
использовать для пассивного управления ламинарно-турбулентным переходом.

С этой целью наиболее подробно изучено влияние податливости обтекаемой поверхности на
устойчивость различных погранслойных течений (см. обзор [4]), которые актуальны для прило-
жений, связанных, например, с движением различных тел в жидкости. Помимо этого, исследо-
валась устойчивость течений в трубах круглого сечения с податливыми стенками (см. [5]). Такие
течения актуальны для приложений, связанных, например, с производством медицинского обо-
рудования, где интерес может представлять, как стабилизация потока для сокращения потерь на
трение, так и его турбулизация для увеличения перемешивания и теплообмена. В ряде работ рас-
сматривались течения в трубах, характерные для физиологических потоков в дыхательных путях
или кровеносных сосудах, и делались общие выводы об их устойчивости (см. [6]–[9]). Также ис-
следовалась устойчивость течений в каналах с податливыми стенками (см., например, [10]), в
том числе, немодовая (см. [11]).

1)Работа выполнена при поддержке Московского центра фундаментальной и прикладной математики (cоглашение с
Минобрнауки России № 075-15-2019-1624).
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Для описания малых колебаний податливых стенок используются различные модели. Их раз-
деляют на так называемые поверхностные и объемные (см. [4]). В поверхностных моделях, в
частности, предполагается, что толщина стенки существенно меньше ее размеров в других на-
правлениях, что позволяет сократить пространственную размерность модели. В рамках объем-
ных моделей ограничений на толщину стенки не накладывается, и ее колебания описываются на
основе трехмерных уравнений Навье (см. [12]). Объемные модели более востребованы в кон-
кретных приложениях, однако поверхностные – проще и существенно экономичнее с точки зре-
ния вычислительных затрат и воспроизводят основные динамические характеристики податли-
вых поверхностей: инерцию, упругость и демпфирование. Поэтому их широко применяют во
многих фундаментально-научных исследованиях (см. [4]).

Популярной поверхностной моделью является модель (см. [13]), в которой податливая стенка
рассматривается, как тонкая эластичная пластина, закрепленная к твердой поверхности с помо-
щью пружин и отклоняющаяся по нормали к поверхности. Более реалистичной альтернативой
данной модели являются поверхностные модели на основе двумерной теории тонких оболочек
(см. [14], [15]), допускающие смещения стенки не только в нормальном, но и в касательных на-
правлениях. Среди них есть модели, в основе которых лежат различные упрощающие гипотезы
о характере нагрузок, действующих на стенку (оболочку). Эти упрощенные модели успешно
применяются во многих приложениях (см. [14], [15]), однако автору не известны работы, в кото-
рых на примере задач гидродинамической устойчивости выполнялось бы подробное сравнение
различных вариантов моделей на основе теории оболочек и обсуждался бы эффект допущенных
упрощений на характеристики устойчивости течения. Такое сравнение, в частности, позволило
бы глубже изучить механизмы, определяющие возникновение различных неустойчивостей в по-
токе над податливой поверхностью.

В настоящей работе предложена новая численная модель для исследования линейной устой-
чивости течения вязкой несжимаемой жидкости в трубе круглого сечения с податливой стенкой.
Стенка трубы рассматривается как тонкая, однородная и изотропная оболочка, которая может
быть окружена основанием из однородного материала. Колебания оболочки описываются урав-
нениями Лява (см. [14], [15]), которые определяют ее смещения под действием сил давления лю-
бой природы. Основание рассматривается как равномерно распределенный набор пружин и
демпферов (см. [15]). Такая модель основания является значительным упрощением, однако не
накладывает ограничений на его толщину и позволяет рассматривать достаточно толстые двух-
слойные стенки, хотя и неоднородные. В уравнениях Лява основание учитывается как дополни-
тельная нагрузка, действующая на оболочку и возникающая вследствие действия внешних сил.

В рамках численной модели уравнения Лява используются как динамические граничные
условия на стенке для линеаризованных относительно основного стационарного течения урав-
нений движения вязкой несжимаемой жидкости. Помимо этих динамических условий, которые
в работе для краткости названы полными, рассмотрены и упрощенные, на основе уравнений Ля-
ва, записанных в приближении Доннела–Муштари–Власова (см. [14], [15]). В этом приближе-
нии предполагается, что оболочка нагружается и смещается в основном по нормали к поверхно-
сти. В частности, это подразумевает пренебрежение касательными компонентами вязкого тен-
зора напряжений в жидкости на стенке. Поскольку учет нормальной компоненты вязкого
тензора напряжений в жидкости на стенке слабо влияет на устойчивость потока (см. [16], [17]),
то в упрощенных условиях она также была исключена.

Целью данной работы являются численное исследование линейной устойчивости течения
Пуазейля в трубе с податливой стенкой и сравнение характеристик его устойчивости, получен-
ных с использованием полных и упрощенных динамических граничных условий. Работа органи-
зована следующим образом. В разд. 2 приводятся уравнения эволюции малых возмущений.
В разд. 3 описывается модель податливой стенки и дается вид кинематических, а также полных
и упрощенных динамических граничных условий. В разд. 4 полученные уравнения приводятся к
безразмерному виду. В разд. 5 формулируется задача временной устойчивости (см. [18]–[20]), в
рамках которой предполагается, что возмущение основного течения и соответствующее откло-
нение стенки заданы в начальный момент времени, гармоничны в продольном и азимутальном
направлениях, и исследуется их эволюция во времени. Описывается проблема собственных зна-
чений, к численному решению которой сводится расчет характеристик устойчивости основного
течения (например, критических чисел Рейнольдса, скоростей нарастания возмущений). В разд. 6
выводится модифицированное уравнение Рейнольдса–Орра (см. [18]–[20]), описывающее ба-
ланс кинетической энергии возмущения основного течения. В разд. 7 описывается простран-
ственная аппроксимация упомянутой проблемы собственных значений, в результате которой
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получается обобщенная алгебраическая проблема собственных значений. Эта проблема сводит-
ся к обыкновенной проблеме примерно вдвое меньшей алгебраической размерности с помощью
алгебраической редукции, предложенной и обоснованной в [21], [22]. В разд. 8 обсуждаются ре-
зультаты численных экспериментов с предложенной моделью. В разд. 9 делаются выводы по ре-
зультатам работы.

2. ЛИНЕАРИЗОВАННЫЕ УРАВНЕНИЯ ЭВОЛЮЦИИ ВОЗМУЩЕНИЙ
В декартовой системе координат рассмотрим течение вязкой несжимаемой жидкости в трех-

мерной бесконечной в продольном направлении трубе

(2.1)

постоянного круглого сечения. В качестве основного стационарного течения в трубе (2.1) рас-
смотрим течение Пуазейля с вектором скорости , давлением , коэффициен-
том кинематической вязкости  и плотностью , где

есть профиль скорости, достигающий своего максимума  на продольной оси трубы, а  – за-
данная положительная константа.

Перейдем в цилиндрическую систему координат ( , , ), в которой  и  связаны с  и  сле-
дующим образом:

где , , кроме того,

суть орты локального ортонормированного базиса, заданные в декартовой системе координат.
Тогда вектор скорости основного течения и его профиль примут вид

Нас будет интересовать линейная устойчивость (см. [18]–[20]) основного течения во времен-
ной постановке. Линеаризованные относительно основного течения уравнения движения вяз-
кой несжимаемой жидкости, которые будем называть уравнениями эволюции возмущений, в коор-
динатах ( , , ) имеют вид

(2.2)

где ,  и  – соответственно, продольная, азимутальная и радиальная
компоненты вектора  возмущения скорости основного течения,  –
возмущение давления,  – производная  по , а

есть оператор Лапласа в цилиндрических координатах.
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Как правило, систему (2.2) рассматривают в области

граница которой в радиальном направлении содержит ось трубы. Поэтому на оси накладывают
граничные условия. Обычно (см., например, [19], [23], [24]) задают условия, обеспечивающие
гладкость и ограниченность решений системы (2.2) вблизи оси. Для исключения необходимости
в таких условиях в [25], [26] было предложено выбирать область так, чтобы ее граница не содер-
жала ось трубы и, кроме того, для пространственной аппроксимации использовать сетку, не со-
держащую узла на оси трубы. Поэтому, следуя [27], далее будем рассматривать область

(2.3)

Отметим, что каждой точке  в трубе (2.1) отвечают две различные точки из этой области:
 и , если , или , если . Следовательно, преобразо-

вание координат  не должно менять вектор скорости и давление. Тогда ре-
шения системы (2.2) в области (2.3) должны удовлетворять условиям симметрии

(2.4)

благодаря которым расчеты в расширенной области (2.3) можно свести (см. Приложение А) к
расчетам при r > 0 без использования граничных условий на оси трубы.

Таким образом, система (2.2) рассматривается в области (2.3) с периодическими граничными
условиями для компонент скорости и их первых производных по . Если стенка трубы твердая,
то на границе  накладываются условия прилипания (равенство нулю компонент скорости),
если же стенка податливая, то накладываются соответствующие кинематические и динамиче-
ские граничные условия. Первые выражают непрерывность компонент скорости на границе, а
вторые – баланс сил (см. [28]).

Кинематические граничные условия можно записать в виде

(2.5)

Здесь вектор  с компонентами ,  и  описывает сме-
щение некоторой расположенной на невозмущенной границе  точки с радиус-вектором

, кроме того, . Поскольку смещения стенки предполагаются
малыми, то правую часть в (2.5) можно разложить в ряд Тейлора в окрестности точки . Отбро-
сив нелинейные относительно компонент скорости и смещений члены, нетрудно получить по-
компонентный вид линеаризованных кинематических граничных условий в точке с радиус-век-
тором :

(2.6)

где ub, vb и wb – компоненты скорости на стенке. В следующем разделе описывается модель по-
датливой стенки и, при сделанных там предположениях, дается окончательный вид кинематиче-
ских и динамических граничных условий.

3. МОДЕЛЬ ПОДАТЛИВОЙ СТЕНКИ ТРУБЫ
В настоящей работе стенка трубы (2.1) рассматривается как тонкая, однородная и изотропная

оболочка постоянной толщины  с плотностью , модулем Юнга  и коэффициентом Пуассо-
на . Оболочку характеризуют срединной поверхностью, которая равноудалена от лицевых по-
верхностей оболочки (см. [14], [15]). Как правило, тонкой считается оболочка, для которой от-
ношение  ее толщины к минимальному радиусу кривизны (либо характерному линейному
размеру) ее срединной поверхности не превышает 1/20. Далее будем предполагать, что это усло-
вие выполнено, хотя в некоторых случаях использование теории тонких оболочек дает приемле-
мые результаты даже при отношении порядка единицы (см. [14]).

Положение точки на срединной поверхности можно описать либо декартовыми координата-
ми ,  и , либо локальными ортогональными криволинейными координатами, заданными на
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этой поверхности. Для цилиндрической оболочки в качестве таких координат выберем опреде-
ленные выше координаты  и . Для такой оболочки  с точностью до членов порядка

.
Согласно геометрической гипотезе Кирхгофа (см. [14], [15]), лежащей в основе теории тонких

оболочек, перпендикуляр, опущенный из произвольной точки оболочки на срединную поверх-
ность, после деформации оболочки останется перпендикулярным к срединной поверхности и
сохранит свою длину. Используя данную гипотезу, можно показать, что смещения оболочки в
касательных направлениях меняются линейно по толщине оболочки, а нормальное смещение не
зависит от расстояния до срединной поверхности. Таким образом, для рассматриваемой цилин-
дрической оболочки

(3.7)

где , ,  и , ,  – компоненты векторов  и  смеще-
ния оболочки и ее срединной поверхности соответственно, а  – координата по
нормали  с основанием в точке  на срединной поверхности. Кроме того,

суть углы поворота окрестности точки срединной поверхности, как твердого тела, вокруг осей 
и  соответственно, вследствие деформации. Таким образом, используя (3.7), исследование де-
формации трехмерного элемента тонкой оболочки можно свести к исследованию деформации
двумерного элемента ее срединной поверхности. В частности, в условиях (2.6) можно выразить
компоненты ,  и  смещения внутренней лицевой поверхности оболочки через смещения
ее срединной поверхности:

Малые колебания тонкой оболочки описываются на основе уравнений Лява (см. [15]), кото-
рые определяют смещения ее срединной поверхности под действием сил давления любой при-
роды. Эти уравнения также позволяют описывать ситуации, когда силы, возвращающие оболоч-
ку к состоянию равновесия, вызваны внутренними напряжениями, изначально присутствующи-
ми в оболочке и не зависящими от ее смещения. В настоящей работе предполагается, что
оболочка предварительно не нагружена, т.е. эти напряжения отсутствуют. Тогда колебания сре-
динной поверхности цилиндрической оболочки описываются следующими уравнениями
(см. [15]):

(3.8)
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суть нормальные (  и ) и касательные ( ) усилия,

суть  перерезывающие силы,

суть  изгибающие (  и ) и скручивающие ( ) моменты,

суть  мембранные деформации (  и  — обусловленные деформацией оболочки относитель-
ные удлинения “волокон”, расположенных вдоль координатных линий срединной поверхности,
а  – сдвиг, который можно определить, как косинус угла между координатными линия-
ми  и  после деформации),

суть  изгибающие деформации (  и  описывают изменение кривизны, а  – кручение
срединной поверхности при деформации). Кроме того,

суть  мембранная и изгибная жесткости оболочки соответственно, а , ,  – нагрузки, дей-
ствующие на срединную поверхность оболочки в продольном, азимутальном и нормальном на-
правлениях.

В настоящей работе также будет рассматриваться двухслойная стенка: тонкая оболочка, окру-
женная вязкоупругим основанием толщины  из однородного материала с плотностью , мо-
дулем Юнга  и коэффициентом Пуассона . Основание может (см. [15]) рассматриваться в ря-
де случаев (см., например, [10]) как набор действующих на срединную поверхность оболочки
равномерно распределенных пружин и демпферов с коэффициентами упругости , ,  и
демпфирования , ,  соответственно по направлениям , , . Коэффициенты упругости
можно оценить (см. [15]) по формулам

где  – модуль сдвига материала основания. В теории тонких оболочек основание моделируют,
вводя дополнительную нагрузку, действующую на срединную поверхность оболочки со стороны
основания и возникающую как “реакция” на действие внешних сил, при этом, исходя из энер-
гетических соображений, к массе оболочки на единицу площади добавляют  (см. [15]). То-
гда правые части в (3.8) примут вид
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где ,  и  – оставшиеся нагрузки, которые с учетом выбранного направления нормали к сре-
динной поверхности будут равны компонентам тензора напряжений в жидкости на стенке, взя-
тым с обратным знаком (см. [28]):

Рассмотренная модель вязкоупругого основания справедлива, если модули Юнга материалов
оболочки и основания существенно различные. В данной работе будем предполагать, что это
условие выполняется. В противном случае основание нужно моделировать в виде вязкоупругой
сплошной среды на основе уравнений Навье, как это сделано, например, в [29].

Отметим, что в теории оболочек широко применяется приближение Доннела–Муштари–
Власова (см. [14], [15]), в рамках которого предполагается, что оболочка нагружается и смещает-
ся в основном по нормали к поверхности, т.е. . В таком случае делается пренебреже-
ние касательными смещениями  и  в выражениях для изгибающих деформаций, т.е.

кроме того, делается пренебрежение силами инерции в касательных направлениях, а также чле-
ном . Тогда система (3.8) принимает вид

(3.9)

Применение приближения Доннела–Муштари–Власова, в частности, подразумевает пренебре-
жение касательными компонентами  и  вязкого тензора напряжений. Учет нормальной
компоненты  слабо влияет на устойчивость потока (см. [16], [17]), поэтому мы также исклю-
чим ее из рассмотрения, тогда в (3.9)

4. ПРИВЕДЕНИЕ К БЕЗРАЗМЕРНОМУ ВИДУ

Определим число Рейнольдса следующим образом: . Поделим , , , ,  на ,
скорости ,  и  – на , время – на , давление  – на . Обезразмеренные уравнения (2.2)
эволюции трехмерных возмущений имеют вид

(4.10)
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и рассматриваются в области

Обезразмеривание вязкоупругих параметров стенки выполним так, чтобы они не изменялись
при изменении числа Рейнольдса. Для этого будем предполагать, что изменение  обусловлено
только изменением , а параметры ,  и  – фиксированные. Тогда поделим мембранную 
и изгибную  жесткости оболочки на  и  соответственно, а коэффициенты упругости

, ,  и демпфирования , ,  основания – на  и  соответственно, кроме того,
введем обозначение

Таким образом, получим безразмерный вид нормированных кинематических граничных усло-
вий

(4.11)

и динамических граничных условий

(4.12)

Вид условий симметрии (2.4) после обезразмеривания не изменится.

5. ЗАДАЧА ВРЕМЕННОЙ УСТОЙЧИВОСТИ
В случае анализа временной устойчивости предполагают (см. [18]–[20]), что возмущение ос-

новного течения и соответствующее смещение стенки заданы при  во всей трубе и являются
гармоническими по  и :

(5.13)

где , ,  – мнимая единица,  – фиксированное веществен-
ное продольное волновое число,  – фиксированное целое азимутальное волновое число,

 – комплексная частота. Нам также потребуется комплексная фазовая скорость
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. Таким образом, исследование линейной устойчивости основного тече-
ния во временной постановке сводится к исследованию устойчивости нулевого решения систе-
мы (4.10), (4.11), (4.12), (2.4) к возмущениям (5.13). Подставляя (5.13) в (4.10), (4.11), (4.12), полу-
чим уравнения для амплитуд возмущений скорости и давления:

(5.14)

где

которые рассматриваются на интервале  с граничными условиями

(5.15)

(5.16)

где, например, . Используя (5.15), из уравнений (5.16) были исключены члены, со-

держащие . Отметим, что при использовании приближения Доннела–Муштари–Власова
уравнения (5.16) значительно упрощаются:

(5.16')

Система (5.14), (5.15), (5.16) является проблемой собственных значений относительно спек-
трального параметра  и собственной функции
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Среди ее решений ищутся только те, что удовлетворяют условиям симметрии:

(5.17)

Отметим, что аналитические в окрестности  функции удовлетворяют аналогичным (5.17)
условиям симметрии (см. [23], [24]).

Для заданных значений ,  и вязкоупругих параметров стенки трубы линейное критическое
число Рейнольдса  будем определять как границу устойчивости нулевого решения си-
стемы (4.10), (4.11), (4.12), (2.4) ко всем возмущениям вида (5.13). Поскольку возмущение
вида (5.13) нарастает со временем, если , и затухает, если , то

(5.18)

где  означает спектр проблемы (5.14), (5.15), (5.16), (5.17). Далее будем обозначать через

 критическое число Рейнольдса, вычисленное для проблемы (5.14), (5.15), (5.16'), (5.17).

6. УРАВНЕНИЕ КИНЕТИЧЕСКОЙ ЭНЕРГИИ ВОЗМУЩЕНИЯ

Величину

(6.19)

будем называть средней плотностью кинетической энергии комплекснозначного возмущения 
(5.13). В (6.19) использовано правило суммирования по повторяющемуся индексу , где,
например, , , , звездочка означает комплексное сопряжение, а горизонтальная
черта – усреднение по  и :

Кроме того, вследствие интегрирования по отрезку  вместо , под интегралом стоит мо-
дуль якобиана с коэффициентом 1/2. Отметим, что самостоятельный физический смысл
имеют действительные и мнимые части возмущений (5.13). Для действительной части

 можно показать, что при  (случай  в данной работе не рассматри-
вается)

Скалярно умножая первые три уравнения в (4.10) на ,  и  соответственно и беря дей-
ствительную часть, получим следующее уравнение:

(6.20)

где учтено соотношение

которое нетрудно получить, используя уравнение неразрывности. Следуя работе [24], будем
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нений (4.10) на оси трубы. Усредняя (6.20) по периоду вдоль  и , а также интегрируя по , по-
лучим

(6.21)

Уравнение (6.21) является аналогом уравнения Рейнольдса–Орра (см. [18]–[20]), вид которого в
случае круглой трубы с твердой стенкой можно найти, например, в [30]. Отличие заключается в
двух последних слагаемых, которые не обращаются в нуль при наличии податливости стенки.
Первые два слагаемых описывают, соответственно, обмен кинетической энергией между основ-
ным течением и возмущением под действием напряжений Рейнольдса и ее рассеивание в тепло-
ту вследствие вязкости, т.е. второе слагаемое всегда отрицательное (см. [18]–[20]). Третье слага-
емое интерпретируют как работу, выполняемую в единицу времени возмущением давления над
податливой стенкой (см. [10], [16], [31]). Последнее слагаемое может либо служить дополнитель-
ным источником энергии, либо рассеивать ее (см. [10]).

Учитывая (5.13), уравнение (6.22) можно записать в виде

(6.22)

Далее для фиксированных  и  и параметров стенки мы будем обозначать через , , , ,

либо , , , , нормированные на  значения, соответственно, первого, второго, третьего
и четвертого слагаемых в правой части уравнения (6.22), отвечающие проблеме собственных
значений (5.14), (5.15), (5.17) с динамическими условиями (5.16), либо (5.16'). Тогда сумма , либо

, , будет равна .

7. АППРОКСИМАЦИЯ И ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

Пространственную аппроксимацию проблемы (5.14), (5.15), (5.16), (5.17) по  выполним спек-
тральным методом коллокаций (см. [32]). В качестве узлов интерполяции давления выберем
корни  производной многочлена Лежандра  степени , а для аппроксимации
компонент скорости – те же узлы и граничные точки  и  (узлы Гаусса–Лобатто).
Узлы  не лежат на оси трубы и расположены неравномерно: расстояние между узлами вблизи
оси составляет , а вблизи стенки – . В качестве базисных функций для давления ис-
пользуем элементарные интерполяционные многочлены Лагранжа степени , которые
можно представить в виде
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а для скорости – элементарные интерполяционные многочлены Лагранжа степени , кото-
рые можно представить в виде

Для расчета значений первых и вторых производных приведенных выше элементарных интерпо-
ляционных многочленов воспользуемся методами, описанными в [33], [34]. Кроме того, давле-
ние на границе расчетной области, фигурирующее в уравнениях (5.16), (5.16') и (6.22), будем вы-
числять путем экстраполяции. Например, для расчета давления в узле  достаточно век-
тор-столбец, содержащий значения давления во внутренних узлах, слева умножить на строку

.
Учитывая условия симметрии (5.17), аппроксимацию проблемы (5.14), (5.15), (5.16), (5.17)

можно выполнить в узлах , . В результате получим следующую линейную
обобщенную алгебраическую проблему собственных значений:

(7.23)

где ; , ,  и  – -компонентные векторы (столбцы), содержащие
значения продольной, азимутальной и радиальной компонент скорости и давления в узлах ,

, соответственно; , ,  – значения тех же компонент скорости в узле ; ,
,  – значения продольной, азимутальной и нормальной компонент смещения срединной по-

верхности оболочки соответственно; матрицы  и  – квадратные порядка ;  и  –
прямоугольные матрицы размера  и  соответственно, где . Вид матриц , , 
и  дан в Приложении A.

При  матрицы  и  в проблеме (7.23), полученной описанным методом коллокаций,
хотя и не являются взаимно сопряженными, но имеют полные ранги, т.е. ядра матриц  и 
имеют одинаковую размерность , матрица  является нижней треугольной с единичной

диагональю, а матрица  не вырождена. Тогда с помощью алгебраической редукции, кото-
рая предложена и обоснована в [21], [22], можно свести обобщенную алгебраическую про-
блему (7.23) собственных значений к обыкновенной, имеющей в качестве спектра множество
конечных собственных значений исходной проблемы (7.23). Отметим, что проблема (7.23) имеет
бесконечное собственное значение кратности .

Для выполнения алгебраической редукции нам потребуются унитарные прямоугольные мат-
рицы  и , столбцы которых образуют ортонормированные базисы в ядрах матриц  и  со-
ответственно, и которые можно вычислить на основе QR-разложения (см. [36]) матриц  и 

соответственно. Поскольку  и  невырожденные, то матрица  является невырож-
денной (см. [21]). Произвольный вектор , удовлетворяющий второму уравнению в (7.23), одно-
значно представим в виде , где . Подставим это представление в первое уравнение
в (7.23) и умножим полученное уравнение слева на . Учитывая, что , получим уравне-
ние

разделив которое слева на матрицу , придем к обыкновенной проблеме собственных зна-
чений

(7.24)

где матрица  имеет порядок , примерно вдвое меньший,
чем алгебраическая размерность исходной проблемы (7.23). Отметим, что при использовании
приближения Доннела–Муштари–Власова после аппроксимации мы получим проблему
вида (7.23) с единичной матрицей . В случае твердой стенки аппроксимация проблемы (5.14),
(5.17) с условиями прилипания на стенке также приводит к проблеме вида (7.23) c единичной
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матрицей  и , , . В обоих случаях матрица  оказывается невырож-
денной и, следовательно, полученную проблему вида (7.23) можно свести с помощью редукции
к проблеме вида (7.24).

Для расчета приближенных ведущих собственных значений и отвечающих им собственных
функций исходной проблемы (5.14), (5.17) с соответствующими граничными условиями на стен-
ке решались полные проблемы собственных значений вида (7.24) с помощью QR-алгоритма
(см. [36]). Кроме того, для приближенного вычисления интегралов в уравнении (6.22) использо-
валась квадратурная формула с узлами и весами Гаусса–Лобатто (см. [32]), точная для многочле-
нов степени не выше .

8. ЧИСЛЕННЫЕ ЭКСПЕРИМЕНТЫ
Валидация предложенной численной модели была выполнена на примере течения Пуазейля

в трубе с твердой стенкой. В табл. 1 даны десять ведущих собственных значений проблемы (5.14),
(5.17) с условиями прилипания, аппроксимированной на сетке с . Эти значения хорошо
согласуются с собственными значениями, представленными в [30], где, в частности, для системы
(2.2) задавались граничные условия на оси трубы.

Далее рассматривалось течение Пуазейля с плотностью  кг/м3 и коэффициентом кине-
матической вязкости  м2/с в трубе радиуса  мм с податливой стенкой и срав-
нивались характеристики устойчивости основного течения, вычисленные для проблемы (5.14),
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−ν = . × 63 5 10 =b 10r

Таблица 1. Десять ведущих собственных значений проблемы (5.14), (5.17) для течения Пуазейля в трубе с
твердой стенкой при ,  и различных , вычисленные на сетке  (указаны значащие
цифры, для которых получена сходимость по шагу сетки для  и )
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(5.15), (5.17) с динамическими условиями (5.16), с характеристиками, рассчитанными для той же
проблемы, но с упрощенными условиями (5.16'). Выбранные значения ,  и  близки к исполь-
зовавшимся в работе [9] и характерны для медицинских приложений. Расчеты проводились как
для однослойных стенок, состоящих из тонкой оболочки, так и для двухслойных, состоящих из
оболочки, окруженной значительно более толстым и мягким основанием. Исследовалось влия-
ние жесткости и демпфирования стенки на устойчивость основного течения. Причем демпфи-
рование учитывалось только в основании, а оболочка была эластичной. Значения модуля Юнга
оболочки  и основания  выбирались в диапазонах от  до  и от  до  
соответственно. Выбранные значения  близки к тем, что рассматривались в работе [13], а  –
в работе [29], и характерны для латекса и кремнийорганической резины соответственно. Коэф-
фициенты демпфирования по направлениям полагались одинаковыми: , и после
нормировки их значения выбирались в диапазоне от  до . Остальные парамеры стенки были
фиксированы: толщины оболочки  и основания  полагались равными  мм и

 мм соответственно, их плотности  и , следуя работе [29], полагались равными плот-
ности жидкости . Коэффициенты Пуассона  и  в [29] равны  и  соответственно, од-
нако в данной работе использовалось одно значение , поскольку изменение коэф-
фициента Пуассона относительно слабо влияет на характеристики устойчивости потока (см.
[6]).

8.1. Постоянные в азимутальном направлении возмущения

Сначала была проанализирована устойчивость основного течения к постоянным в азимуталь-
ном направлении возмущениям ( ). Здесь и далее рассматривались следующие диапазоны
значений числа Рейнольдса и продольного волнового числа:  и . В слу-
чае трубы с однослойной стенкой для рассматриваемого диапазона значений модуля Юнга 
оболочки основное течение оказалось неустойчивым только при использовании упрощенных
динамических условий (5.16').

На фиг. 1 показаны нейтральные кривые и линии уровня скоростей нарастания возмущений,
рассчитанные для проблемы (5.14), (5.15), (5.16'), (5.17) при различных значениях . Нейтраль-
ные кривые отделяют области значений параметров Re и , при которых течение устойчиво
(в данном случае слева от кривых), от значений, при которых течение неустойчиво. С ростом
жесткости оболочки нейтральные кривые смещаются вправо, т.е. течение стабилизируется. Это
согласуется с тем, что в трубе круглого сечения с твердой стенкой течение Пуазейля линейно

ρ ν br
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sE fE
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Фиг. 1. (а) – Нейтральные кривые  при различных значениях модуля Юнга  [Па] оболочки. (б) –
Нейтральная кривая  (сплошная линия) и линии уровня скоростей нарастания  возмущений (пунк-

тир) для  , . Однослойная стенка.
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устойчиво (см. [18]–[20]). При этом скорости роста нарастающих возмущений оказываются до-
вольно малыми (  для  Пa).

Для исследования причин такого отличия характеристик устойчивости, полученных на осно-
ве динамических условий (5.16) и (5.16'), был проанализирован вклад каждого слагаемого в урав-
нении (6.22) в изменение кинетической энергии возмущения основного течения в зависимости
от используемых динамических условий. Для этого в узлах некоторой достаточно подробной по
Re и  сетки вычислялась приближенная собственная функция проблемы (5.14), (5.15), (5.17) с
условиями (5.16), либо (5.16'), отвечающая ее ведущему собственному значению, для которой за-
тем рассчитывались соответствующие значения , либо , . На фиг. 2 представлены
линии уровня величины  в области неустойчивости. Видно, что в зависимости от
используемых динамических условий при достаточно больших  (дополнительные расчеты по-
казали, что при ) наиболее сильно разнятся значения, которые принимает третье слагае-
мое, при этом значения остальных слагаемых отличаются гораздо слабее. Причем разница 
увеличивается с ростом . На фиг. 3 видно, что третье слагаемое, которое отвечает за обмен энер-
гией между возмущением основного течения и стенкой, при рассмотренных на фиг. 2 парамет-
рах является отрицательным, как при использовании условий (5.16), так и (5.16'), что говорит об
отводе кинетической энергии возмущения к стенке. Однако в случае упрощенных условий (5.16)
отвод энергии оказывается значительно меньше, чем в случае условий (5.16), при всех рассмот-
ренных . Это также видно на фиг. 4, где представлены зависимости  и  от Re для  и .
Интерес представляет их поведение при , где, учитывая (5.18) и (6.22),  –
это , при котором сумма  равна нулю. При достаточно малом продольном волновом числе,
например, , выбор динамических условий, главным образом, влияет на первое, третье и
четвертое слагаемые в (6.22). В то же время, если рассмотреть сумму , т.е. исключить
отвод кинетической энергии возмущения к стенке, то она окажется близка к сумме всех слагае-
мых  при  (см. фиг. 4а). Это позволяет предположить, что для  и рассмот-
ренных на фиг. 2 параметров стенки, главной причиной неустойчивости основного течения при
использовании упрощенных динамических условий (5.16') является малый, по сравнению со
случаем использования условий (5.16), отток кинетической энергии возмущения основного те-
чения к стенке.
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Фиг. 2. Нейтральная кривая  (сплошная линия) и линии уровня величины , 
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В случае двухслойной стенки без демпфирования неустойчивость основного течения также
наблюдается только при использовании упрощенных условий (5.16'). На фиг. 5 сравниваются
нейтральные кривые  и соответствующие линии уровня скоростей нарастания возмуще-
ний. Видно, что при выбранных параметрах наличие второго слоя заметно подавляет нарастаю-
щие возмущения, хотя при достаточно больших  нарастание возмущений в рассматриваемом
основном течении наблюдается при меньших числах Рейнольдса, чем в случае однослойной
стенки. Скорости роста возмущений оказываются еще меньше, чем в случае однослойной стен-
ки. Рост модуля Юнга основания так же, как и рост модуля Юнга оболочки, подавляет нараста-
ющие возмущения.

В случае двухслойной стенки с демпфированием ( ) в рассмотренном диапазоне
значений  и  не было обнаружено нарастающих возмущений с  ни при использовании
условий (5.16), ни при использовании упрощенных условий (5.16').

α,c'Re ( 0)

α

= ,10 100d
Re α = 0n

Фиг. 3. Нейтральная кривая  (сплошная линия) и линии уровня величин  и  (пунктир),

. Однослойная стенка,  Па.
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8.2. Гармонические в азимутальном направлении возмущения

Далее была проанализирована устойчивость основного течения по отношению к гармониче-
ским в азимутальном направлении возмущениям. На фиг. 6 для трубы с однослойной стенкой
представлены кривые нейтральной устойчивости  и  при различных значениях
модуля Юнга  оболочки. Видно, что при изменении  качественное поведение кривых совпа-
дает при всех рассмотренных  и согласуется с тем, что с ростом жесткости стенки течение долж-

α,cRe ( )n α,c'Re ( )n
sE sE

n

Фиг. 5. Нейтральные кривые  (сплошная линия) и линии уровня скоростей нарастания  возмущений

(пунктир), . Двухслойная стенка без демпфирования с модулем Юнга оболочки  Па при раз-
личных значениях модуля Юнга  [Па] основания.
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но стабилизироваться. Для  и  кривые  и  близки друг к другу при
, а при остальных рассмотренных  заметно отличаются, хотя при  различие

между ними значительно сокращается с ростом жесткости стенки. При  нейтральные
кривые отличаются, главным образом, при достаточно больших , но это отличие также суще-
ственно уменьшается с ростом жесткости стенки.

Далее мы ограничимся рассмотрением случая , где наблюдаются наибольшие отличия
нейтральных кривых для рассмотренных параметров стенки. На фиг. 7 сравниваются нейтраль-
ные кривые  и  и соответствующие линии уровня скоростей нарастания возму-
щений. Видно, что существенно отличаются только линии уровня, отвечающие , в то
время как линии уровня, отвечающие , хорошо согласуются. Таким образом, при ,
как и при , использование упрощенных условий (5.16') по сравнению с условиями (5.16)

= 1n 2 α,cRe ( )n α,c'Re ( )n
. α� �1 5 5 α α � 5

= , ,…3 6n
α

= 1n

α,cRe ( 1) α,c'Re ( 1)
ω < .i 0 01

ω ≥ .0 01i = 1n
= 0n

Фиг. 7. Нейтральные кривые  (сплошная красная линия),  (сплошная черная линия) и соответ-

ствующие линии уровня скоростей нарастания (пунктир), . Однослойная стенка,  Па.
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приводит к появлению дополнительных областей значений  и , для которых существуют
сравнительно слабо нарастающие возмущения.

Анализ слагаемых уравнения (6.22) показал (см. фиг. 8 и 9), что при  и достаточно боль-
ших  появление таких возмущений, как и при , главным образом, обусловлено существен-
но меньшим отводом кинетической энергии возмущения основного течения к стенке при ис-
пользовании упрощенных динамических условий (5.16'), чем при использовании условий (5.16).
При достаточно малых значениях  расчеты показали, что нельзя выделить какое-то одно слага-
емое в (6.22), которое значительно сильнее других менялось бы в зависимости от выбранных ди-
намических условий, и тем самым определить единственный механизм роста или убыли кинети-
ческой энергии возмущения, вызывающий в конечном счете отличия нейтральных кривых

 и . Например, для  (см. фиг. 10) можно отметить следующее:

– при  все слагаемые в (6.22) чувствительны к выбору динамических
условий, хотя второе, отвечающее за рассеяние энергии возмущения из-за вязкости, – в мень-
шей степени, чем остальные;

Re α
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Фиг. 9. Нейтральные кривые  (красная сплошная линия),  (черная сплошная линия) и линии

уровня величин  и  (пунктир), . Однослойная стенка,  Па.
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– при  чувствительны, главным образом, первое и третье слагаемые,
причем с ростом  третье слагаемое все слабее зависит от выбора динамических условий. Вто-
рое (за исключением узкого диапазона ) и четвертое слагаемые, напротив,
принимают практически одинаковые значения, как при использовании условий (5.16), так и
условий (5.16');

– при  все слагаемые принимают достаточно близкие значения, как при ис-
пользовании условий (5.16), так и условий (5.16'). Как следствие, соответствующие линии уровня

 на фиг. 7 хорошо согласуются. Видно, что в этом случае нарастание возмущения, главным об-
разом, обеспечивается за счет передачи ему энергии от основного течения.

Скачкообразное изменение значений  вблизи  при  связано со сменой веду-
щего собственного значения и отвечающей ему собственной функции проблемы (5.14), (5.15),

(5.16), (5.17). На фиг. 11 даны нормированные на  главные части спектров проблемы
(5.14), (5.15), (5.17) с условиями (5.16) и (5.16') в случае трубы с однослойной податливой стенкой
с  Па, а также проблемы (5.14), (5.17) с условиями прилипания на твердой стенке. Вид-
но, что почти все собственные значения, отвечающие податливой стенке, близки к собственным
значениям, отвечающим твердой стенке, и, как показали расчеты, сходятся к последним с уве-
личением жесткости оболочки. Однако два ведущих собственных значения сильно отличаются
от ведущих собственных значений для твердой стенки и не сходятся к ним при увеличении жест-
кости стенки (хотя и перестают быть ведущими). Одному отвечает возмущение с отрицательной
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Фиг. 11. Нормированная на  главная часть спектра проблемы (5.14), (5.15), (5.17) с динамическими

условиями (5.16) ( ) и (5.16') ( ) в случае однослойной податливой стенки с  Па, а также проблемы
(5.14), (5.17) с условиями прилипания на твердой стенке ( ), , , .
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Таблица 2. Первые два ведущих собственных значения проблемы (5.14), (5.15), (5.17) с динамическими

условиями (5.16) и (5.16'), нормированные на , , . Однослойная стенка,  Па

(5.16) –6.5505 –4.8592 9.2550 –4.8639
(5.16') 9.4815 2.8885 –6.6181 –8.0466

(5.16) 9.1859 –4.8458 –6.4816 –4.8480
(5.16') 9.4113 2.8904 –6.5481 –8.0508
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фазовой скоростью , а второму – с положительной. В рассматриваемом диапазоне значений Re
расчеты для  и  Па показали, что при  ведущим является собственное
значение с  в случае условий (5.16) и с  в случае условий (5.16'), а при  веду-
щим всегда является собственное значение с  (см. также табл. 2). На фиг. 12 для  по-
казаны модули амплитуд , ,  компонент возмущения скорости, отвечающего ведущему соб-
ственному значению при условиях (5.16) и (5.16'). Видно, что в случае условий (5.16) модули этих
амплитуд при Re = 565 и Re = 57  заметно отличаются, чем и обусловлен скачок значений  на
фиг. 10. Отметим, что при Re = 57  амплитуды , , , рассчитанные при условиях (5.16), го-
раздо слабее отличаются от соответствующих амплитуд, вычисленных при условиях (5.16').

rc

α = .0 3 = × 5
s 2 10E ≤Re 565

< 0rc > 0rc ≥Re 570
> 0rc α = .0 3
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0 �
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Фиг. 12. Нормированные на  модули амплитуд компонент возмущения скорости, отвечающего ведуще-
му собственному значению проблемы (5.14), (5.15), (5.17) с динамическими условиями (5.16) (красный) и (5.16')

(черный),  (верхний ряд),  (нижний ряд), , . Однослойная стенка,  Па.
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Расчеты показали, что с ростом  упомянутые скачки значений  наблюдаются при все мень-
ших значениях числа Рейнольдса и, например, при  отличия  и  обусловлены,
главным образом, отличием значений, которые принимают первое и третье слагаемые в (6.22)
(фиг. 13).

В заключение было выполнено сравнение нейтральных кривых  и  в случае
двухслойной стенки (фиг. 14). Видно, что наличие второго слоя заметно подавляет нарастающие
возмущения, как при использовании условий (5.16), так и (5.16'). При этом в случае условий (5.16)
выделяется отдельная область неустойчивости при , а в случае упрощенных усло-
вий (5.16') появляются коротковолновые возмущения, которые нарастают при меньших числах
Рейнольдса, чем в случае однослойной стенки, что также наблюдалось и при . Демпфиро-
вание сильно подавляет нарастающие возмущения. С его ростом разница между кривыми

 и  уменьшается и уже при  они согласуются очень хорошо.

9. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе предложена новая численная модель для исследования линейной устойчивости те-
чения Пуазейля в круглой трубе с податливой стенкой. Стенка рассматривается как тонкая од-
нородная и изотропная оболочка, которая может быть окружена вязкоупругим основанием из
однородного материала. Колебания стенки описываются уравнениями Лява общего вида. В рам-
ках модели эти уравнения используются как динамические граничные условия для линеаризо-
ванных относительно основного стационарного течения уравнений движения вязкой несжима-
емой жидкости. Кроме таких, полных, динамических условий, рассмотрены упрощенные, полу-
ченные с помощью приближения Доннела–Муштари–Власова. В рамках этого приближения
предполагается, что оболочка нагружается и смещается в основном по нормали к срединной по-
верхности. Это, в частности, подразумевает пренебрежение касательными компонентами вязко-
го тензора напряжений в жидкости на стенке. Однако, учитывая уже известные результаты, при
выводе упрощенных условий мы пренебрегли всеми компонентами вязкого тензора. Анализ ха-
рактеристик устойчивости (нейтральных кривых, линий уровня скоростей нарастания возмуще-
ний) течения Пуазейля для широкого диапазона значений числа Рейнольдса, продольного и по-
перечного волновых чисел, жесткости и демпфирования стенки, позволил сделать следующие
основные выводы:

• использование упрощенных динамических условий вместо полных качественно не меняет
зависимость характеристик устойчивости основного течения от жесткости и демпфирования
стенки;

α �

iI
α = 1 ,cRe (1 1) ,c'Re (1 1)

α,cRe ( 1) α,c'Re ( 1)

. α .� �5 5 6 5

= 0n

α,cRe ( 1) α,c'Re ( 1) = 100d

Фиг. 14. Нейтральные кривые  (красный) и  (черный), . Двухслойная стенка без демпфи-

рования,  Па,  Па.
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• использование упрощенных динамических условий, по сравнению с полными, приводит к
появлению дополнительных областей значений  и , при которых существуют слабо нараста-
ющие возмущения;

• рост жесткости и/или демпфирования стенки значительно подавляет эти слабо нарастаю-
щие возмущения и, тем самым, сокращает отличия характеристик устойчивости основного тече-
ния, полученных при упрощенных динамических условиях, от характеристик, полученных при
полных динамических условиях.

Для рассмотренных значений параметров задачи в зависимости от выбранных динамических
условий сильнее всего отличаются характеристики устойчивости, отвечающие постоянным в
азимутальном направлении возмущениям ( ) и стенке без демпфирования. В этом случае
при использовании полных условий нарастающих возмущений обнаружено не было, в то время
как при использовании упрощенных условий были найдены слабо нарастающие возмущения.
Показано, что их наличие, главным образом, обусловлено значительно меньшим отводом кине-
тической энергии возмущения к стенке, чем при использовании полных динамических условий.
При наличии демпфирования нарастающих возмущений с  найдено не было ни при пол-
ных, ни при упрощенных динамических условиях.

Кроме того, расчеты показали, что для рассмотренных значений  и параметров стенки
устойчивость течения определяют гармонические в азимутальном направлении возмущения.
Для  наибольшие отличия нейтральных кривых в зависимости от выбранных динами-
ческих условий наблюдаются при  для стенки без демпфирования с минимальным из рас-
смотренных значением модуля Юнга оболочки. В этом случае кривые, главным образом, отли-
чаются при  и  из-за слабо нарастающих возмущений, появляющихся при исполь-
зовании упрощенных динамических условий. Анализ уравнения кинетической энергии
возмущений показал, что при  нельзя выделить единственный механизм изменения ки-
нетической энергии возмущения, который определял бы в конечном счете наблюдаемые отли-
чия характеристик устойчивости. При , напротив, появление слабо нарастающих возмуще-
ний при использовании упрощенных динамических условий, как и при , вызвано, главным
образом, значительно меньшим, чем при использовании полных динамических условий, отво-
дом кинетической энергии возмущения к стенке.

Полученные результаты об устойчивости течения Пуазейля в трубе с податливой стенкой, мо-
делируемой на основе теории тонких оболочек, позволяют заключить, что для качественного
изучения влияния вязкоупругих характеристик стенки на устойчивость основного течения при
значениях параметров задачи, характерных для медицинских приложений, колебания стенки
можно описывать упрощенными уравнениями Лява, полученными в приближении Доннела–
Муштари–Власова. При этом важно анализировать не только нейтральные кривые, но и скоро-
сти роста возмущений. Их величина позволит судить о том, как изменятся нейтральные кривые
при учете касательных напряжений, возникающих на податливой стенке.

Автор выражает благодарность А.В. Бойко (ИТПМ СО РАН) за плодотворные обсуждения ре-
зультатов работы и рецензенту данной работы за важные замечания и предложения.

ПРИЛОЖЕНИЕ A
Покажем, как свести проблему (5.14), (5.15), (5.16), (5.17), аппроксимированную по простран-

ственной переменной  методом, описанным в разд. 6, к виду (7.23). Пусть  – квадратная мат-
рица порядка , являющаяся дискретным аналогом оператора первой производной в узлах ,

, для давления, заданного в тех же узлах,  и  – квадратные матрицы порядка
, являющиеся дискретными аналогами операторов первой и второй производной соответ-

ственно в узлах , , для скорости, заданной в тех же узлах. Расчет перечисленных
матриц выполнялся на основе алгоритмов, описанных в работах [33], [34].

Разобьем матрицы  и  на блоки следующим образом:
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где ,  – квадратные матрицы порядка ;  и , , – -компонентные столбцы;
 – -компонентная строка; и введем прямоугольные матрицы и строку

cоответственно. Тогда аппроксимированную по пространственным переменным проблему (5.14),
(5.15), (5.16), (5.17) можно записать следующим образом:

(A.25)

где , , , , , , , , ,  определены в разд. 6. Кроме того, в (A.25) использованы следую-
щие обозначения:
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Здесь, например,  – диагональная матрица порядка  с диагональными элементами ,
. Кроме того, с помощью матриц

учитываются условия симметрии (5.17).

Умножая первое и последнее уравнения в (A.25) на , а второе и третье – на , после
замены , , ,  получим линейную обобщенную
проблему собственных значений:

(A.26)

где

$(1/ )r 2 rn 1/ ir
= , , ,…1 2 2 ri n

++       − −− −Π = , Π = , Π = , Π =       
          

11
b b

e o e o
( 1) ( 1)' '( 1) ( 1)

1 1
r r

r r

n nn n
n n

n n

I I
I I

Πт
e /2 Πт

o/2
Π := Πe e / 2 Π := Πo o/ 2 Π := Πb b

e e / 2 Π := Πb b
o o / 2

ω = + + ,b
bi J J Gv v v p

ξ
ξ ξ

ξ ξ
ξ ξ

ω = + ,

ω + ω = + + + ,

b
k k b

b b
d d b d d d b d2

i
1 1 1i i

Re ReRe
p

M M

B B M M M M

v v v

v v v v v p

= + Π Π ,т b b
e 1 o b0 DFv w

 
 
 
  ξ
 
 
 

   
   = , = , = ,
   
      

b

b b

b

u w ξ
v v v v v η

w u ζ

( )= Π + Π,т
1 2

1
Re

J J J

 
 
 
 
 
 
  

−α 
 = α , = − + − ,
 

α  − + 

2 2
1 2

2 2

0 0i 0
0 i 0 0 2i
0 0 i 0 2i

r

r r

r r

LU U
J U J L M nM

U nM L M

 
 
 
 
 
 
 

 − α
 

= Π − Π , = Π Π , 
 − 

v

b
2

т b b т
e

b

0 0 i
1 0 0

Re
0 0

rn
b

w

L I
J L G G

GL

 
ζξ ζη ζζ

 ξ ξ
 ηξ ηη ηζ
 
 

ξξ ξη ξζ 

 α −
 

   
   = , = − , = ,
   
    −

 
 

s

b

s
d

b

i 0 1
20 0 2

0 0 0 i 1 0
2

0 0 0 1 0 0

b
k k

h
r M M M

hM M n M M M M
r

M M M

 
 
 
 
 

θ 
θ 

 
 
 
 
  

+ Π
 = − − + Π , γ  

 α − + Π 
 

b b
o

b b bs
d o

b

b bs
e

b

2 2 0 0

1 i 1 1 2 0
2

i 1 0 2
2

r

x
x

d d
h dM n d d

r
h d d d

r



1490

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 61  № 9  2021

ДЕМЬЯНКО

Вводя обозначения

проблему (А.26) можно свести к виду (7.23).
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