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Рассмотрена задача Коши для нового уравнения, описывающего дрейфовые волны в магни-
тоактивной плазме. Доказаны существование и единственность локального во времени сла-
бого решения задачи Коши. Рассматриваемое уравнение содержит степенную нелинейность

. Показано, что если  то слабое решение  в широком классе начальных функ-
ций  отсутствует даже локально во времени, если же  то отсутствуют глобальные
во времени слабые решения задачи Коши в широком классе начальных функций, не завися-
щем от величины начальной функции, т.е. и для “малых” начальных функций. При , ис-
пользуя результаты теории распределений и метод сжимающих отображений, доказано суще-
ствование единственного локального во времени слабого решения. Библ. 22.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Вопросы, связанные с изучением нестабильностей плазмы, имеют актуальное значение, по-
скольку до сих пор технически не решена проблема о возможности удержания плазмы магнит-
ным полем токамака. В этой связи возникает насущная необходимость в исследовании как во-
просов устойчивости плазмы в магнитном поле, так и вопросов неустойчивости плазмы в маг-
нитном поле. Настоящая работа посвящена вопросам взрывной неустойчивости (blow-up)
решений задачи Коши для нелинейного уравнения дрейфовых волн в плазме, имеющего в пря-
моугольной декартовой системе координат  ось  которой сонаправленная с внешним по-
стоянным и однородным магнитным полем , следующий вид:

(1.1)

На уровне дисперсионных соотношений уравнение дрейфовых волн известно давно. Достаточно
указать на обзорную работу [1]. Подробный вывод уравнения (1.1) изложен в следующем разделе.

Отметим, что уравнение (1.1) относится к уравнениям соболевского типа (см. [2]). Исследо-
ванию уравнений соболевского типа посвящено большое количество работ. Так, в работах
Г.А. Свиридюка, С.А. Загребиной, А.А. Замышляевой (см. [3]–[5]) были рассмотрены в общем
виде и в виде примеров начально-краевые задачи для большого многообразия классов линейных
и нелинейных уравнений соболевского типа.

Отметим, что впервые теория потенциала для неклассических уравнений типа Соболева была
рассмотрена в работе Б.В. Капитонова [6]. В дальнейшем теория потенциала изучалась в работах
С.А. Габова и А.Г. Свешникова [7], [8], а также в работах их учеников (см. работу Ю.Д. Плетнера [9]).

1)Работа выполнена при поддержке Программы стратегического академического лидерства РУДН.

| |qu < ≤ ,1 3q ,( )u x t
0( )u x < ≤ ,3 5q

> 4q

,Oxyz Oz
=0 0 3BB e

⊥ ⊥
∂ φ∂ ∂ ∂Δ φ + ω + φ = , Δ = + .

∂ ∂ ∂ ∂

22 2 2
2

12 2 2 2
3 1 2

| | 0q
B q

t x x x

УДК 517.95

УРАВНЕНИЯ
В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 62  № 1  2022

О РАЗРУШЕНИИ СЛАБЫХ РЕШЕНИЙ ЗАДАЧИ КОШИ 125

В классической работе [10] С.И. Похожаева и Э. Митидиери достаточно простым методом не-
линейной емкости были получены глубокие результаты о роли так называемых критических по-
казателей. Отметим также работы Е.И. Галахова и О.А. Салиевой [11] и [12].

Настоящая работа продолжает исследования, начатые в [13]–[15] и посвященные получению
так называемых критических показателей для решений задач Коши для нелинейных уравнений
соболевского типа. В настоящей работе, с одной стороны, мы получили два критических пока-
зателя:  и . При  слабое решение задачи Коши отсутствует даже локально во вре-
мени, а при  отсутствует глобальное во времени слабое решение даже для малых (ненуле-
вых) начальных функций. С другой стороны, при  мы доказали существование и единствен-
ность локального во времени слабого решения задачи Коши.

2. ВЫВОД УРАВНЕНИЯ

В этом разделе мы приведем вывод рассматриваемого ниже нелинейного уравнения дрейфо-
вых волн в плазме во внешнем магнитном поле (см. [16]–[19]).

Пусть  и  – это прямоугольная правая декартова система координат. Рас-
смотрим систему уравнений квазистационарного электрического поля

(2.1)

где  – это концентрация свободных электронов, ,  и  – векторы напряженности, индукции
электрического поля и поляризации соответственно. В случае всего пространства  или ограни-
ченной поверхностно односвязной области приходим к уравнению

Рассматриваемые уравнения дополняются следующими уравнениями (см. [16]–[19]):

где  – вектор скорости ионов,  – скорость света,  – частота прецессии Лармора
ионов в магнитном поле,  – масса ионов. Кроме того, рассмотрим нелокальное уравнение

(2.2)

где функция  описывает источники свободных зарядов, и мы будем рассматривать случай,

когда . Из системы уравнений (2.1), (2.2) вытекает дифференциальное следствие

(2.3)

где
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 – альфвеновская скорость ионов. Поэтому в силу малости  вместо уравнения (2.3) рассмат-
ривают вырожденное уравнение при :

3. ОБОЗНАЧЕНИЯ

Под классом функций  при  и  мы
понимаем такие функции  что конечна следующая норма:

(3.1)

Можно доказать, что  является банаховым пространством
относительно нормы (3.1).

Под классом функций  мы понимаем такие функции , что

(3.2)

причем всевозможные смешанные производные вида (3.2) перестановочны.

Под классом функций  мы подразумеваем такие функции
 которые состоят из таких функций  что

таких что  для всех  и носитель  – компакт в

.

Под классом функций  мы понимаем такие функции , что

(3.3)

причем всевозможные смешанные производные вида (3.3) перестановочны.

Под классом функций  мы понимаем такие функции , что

Под классом функций  мы понимаем такие функции  что

Под классом функций  мы понимаем такие функции  что

Можно доказать, что это пространство банахово относительно нормы
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Под классом функций  мы подразумеваем функции  удовлетворяющие
равенствам  Этот класс функций является банаховым пространством от-
носительно стандартной нормы

4. ФУНДАМЕНТАЛЬНОЕ РЕШЕНИЕ И СВЯЗАННЫЕ С НИМ ОЦЕНКИ
Введем линейный оператор

(4.1)

где 

Найдем фундаментальное решение следующего уравнения в смысле :

(4.2)

Применим преобразование Лапласа к обеим частям равенства (4.2) и получим уравнение, пони-
маемое в смысле обобщенных функций:

одним из решений которого является обобщенная функция

Применяя обратное преобразование Лапласа, мы получаем следующее явное выражение для
фундаментального решения оператора (4.1):

(4.3)

где  – функция Хевисайда.
Заметим, что для функции Бесселя  справедлива оценка

(4.4)

где  – некоторая постоянная. Поэтому для функции  справедливы следующие цепоч-
ки оценок:

(4.5)

Кроме того, при  и  функция  дифференцируема по переменной  и справедливо
равенство

(4.6)
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(4.7)
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при    Из оценок (4.5) и (4.7) вытекает, что функции

Справедлива следующая

Лемма 1. При  для любых  имеет место оценка

Доказательство. Пусть . Справедливы равенства

Отметим, что выполнено неравенство

(4.8)

Для интеграла  с учетом (4.8) справедлива следующая оценка:
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Для интеграла  с учетом (4.8) справедлива оценка

Несложно рассмотреть случай  и доказать, что найдется такая постоянная , что вы-
полнено неравенство
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С учетом оценки (4.8) приходим к следующим оценкам:

Из оценок (4.9), (4.10) вытекает, что

(4.11)

где  – постоянная. Лемма доказана.
Справедлива следующая

Лемма 2. При  для любого  справедлива оценка

(4.12)

Доказательство. Без ограничения общности рассмотрим случай  Справедливы равенства

Для интеграла  справедливы следующие оценки при :

(4.13)

(4.14)

Для интеграла  при  справедливы равенства
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Для интеграла  при  справедлива оценка

Для интеграла  при  справедлива оценка

(4.17)

Из оценок (4.16), (4.17) и из (4.14), (4.15) вытекает оценка

(4.18)

Рассмотрим теперь случай . Тогда для интеграла  справедлива следующая цепочка вы-
ражений:

(4.19)

Таким образом, из (4.18), (4.19) и (4.13), (4.14) мы приходим к оценке (4.12). Лемма доказана.
Справедлива
Лемма 3. Для интегралов

(4.20)

(4.21)

при  и  найдутся такие постоянные  и  что будут
выполнены неравенства

(4.22)

(4.23)

для всех 
Доказательство. Докажем сначала оценку (4.22) для интеграла  В силу оценки (4.5) для

функции  мы получаем следующую цепочку неравенств:

где , и мы воспользовались неравенствами (4.11) и (4.12) лемм 1 и 2 соответственно.
Для доказательства оценки (4.23) нужно воспользоваться оценкой (4.7). Лемма доказана.
Аналогичным образом можно доказать следующую лемму.
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Лемма 4. Для интегралов

(4.24)

(4.25)

при  и  найдутся такие постоянные  и  что будут
выполнены неравенства

(4.26)

для всех 

(4.27)

для всех 

5. СЛАБОЕ ОБОБЩЕННОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ КОШИ

Рассмотрим задачу Коши

(5.1)

(5.2)

Дадим определение классического решения задачи Коши (5.1), (5.2).
Определение 1. Классическим локальным во времени решением задачи Коши (5.1), (5.2) назы-

вается функция  удовлетворяющая уравнению (5.1)
поточечно при  начальным условиям (5.2) для всех  причем

 и .
Дадим определение слабого решения задачи Коши (5.1), (5.2).
Определение 2. Слабым обобщенным локальным во времени решением задачи Коши (5.1), (5.2) на-

зывается функция  которая удовлетворяет следующему равенству:

(5.3)

для любой пробной функции  причем

Справедливо следующее утверждение:
Лемма 5. Всякое классическое локальное во времени решение задачи Коши (5.1), (5.2) в смысле

определения  является слабым локальным во времени решением задачи Коши в смысле определения .
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Доказательство. Пусть  – классическое решение задачи Коши (5.1), (5.2) в смысле опре-
деления 1. Пусть, кроме того,  и , . Тогда справедливо ра-
венство

Отсюда и используя финитность функции , интегрированием по частям
получим формулу

(5.4)

С учетом (5.4) справедлива цепочка равенств

Таким образом,  – это слабое решение в смысле определения 2. Лемма доказана.
Будем использовать обозначения

(5.5)

(5.6)

Справделивa
Лемма 6. Пусть  – слабое локальное во времени решение задачи Коши в смысле определения .

Тогда в смысле распределений из  функция  удовлетворяет уравнению

Доказательство. Пусть  – слабое решение задачи Коши в смысле определения 2. Пусть
 и . Тогда из (5.3) вытекает следующая цепочка равенств:

где  – скобки двойственности между  и . Лемма доказана.
Теперь мы можем дать определение обобщенного решения задачи Коши (5.1), (5.2).
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Определение 3. Обобщенным локальным во времени решением задачи Коши (5.1), (5.2) называется
обобщенная функция  обращающаяся в нуль при , и такая, что для

всех  выполнено равенство

где

В силу результата теоремы 11.3 из [20] справедлива следующая основная
Теорема 1. Пусть функции   и  таковы, что существуют свертки

в смысле . Тогда обобщенное локальное во времени решение задачи Коши (5.1), (5.2)
в смысле определения  представимо в виде суммы трех неклассических волновых потенциалов:

Из этой теоремы вытекает следующая важная
Теорема 2. Всякое обобщенное локальное во времени решение  задачи Коши (5.1), (5.2) в смыс-

ле определения  удовлетворяет следующему поточечному равенству:

если

а  – фундаментальное решение, определенное равенством (4.3).
Дадим определение слабого обобщенного глобального во времени решения задачи Коши

(5.7)

(5.8)

Определение 4. Слабым глобальным во времени обобщенным решением задачи Коши (5.7), (5.8) на-
зывается функция  которая удовлетворяет равенству

для любой пробной функции  причем
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Справедливa аналогичная утверждению теоремы 2

Теорема 3. Всякое обобщенное глобальное во времени решение  задачи Коши (5.7), (5.8) в
смысле определения  удовлетворяет поточечному равенству

если

а  – фундаментальное решение, определенное равенством (4.3), где  и  определены
равенствами (5.5) и (5.6).

6. СВОЙСТВА ОБЪЕМНОГО И ПОВЕРХНОСТНЫХ ПОТЕНЦИАЛОВ

Рассмотрим сначала объемный потенциал

(6.1)

Справедлива

Лемма 7. При  и  оператор

Кроме того, если  то

и справедливы предельные свойства

(6.2)

Доказательство.

Шаг 1. Сначала докажем, что если  то . Прежде
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Пусть  и без ограничения общности . Тогда при  справедливы
следующие цепочки неравенств:

(6.4)

Пусть  – произвольное фиксированное. Тогда в силу оценки (4.20) найдутся такое достаточ-
но большое  и достаточно малое  что будут выполнены неравенства

Кроме того, при фиксированных  и  найдется такое малое  что при
условии

(6.5)

выполнены неравенства

(6.6)

Таким образом, из (6.4)–(6.6) вытекает утверждение о том, что для любого  найдется такое
 что, как только выполнено неравенство (6.5), имеет место неравенство

Шаг 2. Докажем теперь, что на самом деле , как только
. В силу результата шага 1 нам достаточно доказать, что найдется такая по-

стоянная  что
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Действительно, из оценки (4.22) интеграла (4.20) и определения (6.1) справедлива оценка

Шаг 3. Рассуждая так же, как на шаге 1, с учетом оценок (4.22) и (4.23) леммы 3, можно дока-
зать, что если  то для любого  справедливо равенство

(6.7)

где мы воспользовались равенством (4.3).
Действительно, справедливо следующее равенство:

(6.8)
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где

Пусть  тогда при достаточно большом  и достаточно малом  в силу оценки (4.21)
и (6.1) будут справедливы неравенства

(6.10)

Фиксируем эти  Тогда имеет место следующее неравенство:

(6.11)
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что имеют место оценки следующего вида:

(6.16)
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Теперь рассмотрим поверхностный потенциал

где ядро  оператора  определено равенством

Справедливa
Лемма 8. При   и для любого  оператор

причем для всякой  – фиксированной функции, справедливо следующее предельное ра-
венство:
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Доказательство.
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Отсюда и из оценки (4.24) можно получить оценку

Таким образом, из оценки (4.24) получаем, что для любого  найдутся такие достаточно боль-
шое  и достаточно малое  что будут выполнены неравенства

При этих фиксированных  и  теперь найдется такое малое  что, как
только

будут выполнены неравенства

(6.19)

Из (6.18), (6.19) вытекает, что для любого  найдется такое  что, как только выполнено
(6.19), получаем неравенство

Шаг 2. Из оценки (4.26) вытекает оценка

(6.20)

из которой получаем, что  для любого  и, кроме того, выполнено
предельное свойство (6.17).

Шаг 3. Утверждение, что  для любого , как только ,
вытекает из явного вида ядра  и оценки (4.27) интеграла (4.25) и доказывается точно так
же, как и доказательство (6.7). Из оценки (4.27) получаем, что при  для любого фикси-
рованного  справедлива оценка

Лемма доказана.
Рассмотрим теперь следующий потенциал:

С учетом равенства (4.6) потенциал  примет вид

Справедливa
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7. ОДНОЗНАЧНАЯ РАЗРЕШИМОСТЬ ОДНОГО ИНТЕГРАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ
Рассмотрим следующее нелинейное интегральное уравнение:

(7.1)

где  – фундаментальное решение, определенное равенством (4.3). Сделаем в интегральном
уравнении (7.1) замену

(7.2)

(7.3)
С учетом замены (7.2), (7.3) интегральное уравнение (7.1) примет вид

(7.4)

где

(7.5)

Справедливa

Теорема 4. Если   , то для всякого  найдется такое максимальное
 что для каждого  существует единственное решение интегрального урав-

нения (7.4) в банаховом пространстве  причем либо , либо , и
в последнем случае имеет место предельное свойство

(7.6)

Доказательство.
Шаг 1. В силу результатов лемм 7 и 8 объемный потенциал  и поверхностный потенци-

ал :

(7.7)

действуют следующим образом:

(7.8)

(7.9)
Перепишем интегральное уравнение (7.4) в виде
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В силу (7.8) и (7.9) для любого  оператор  действует из  в
.

Шаг 2. На этом шаге докажем, что оператор

при достаточно большом  и достаточно малом . Действительно, пусть ,
воспользуемся оценкой (6.20) из доказательства леммы 8 и получим следующую оценку для по-
тенциала :

Пусть  где  – некоторое фиксированное число. Выберем  настолько
большим, чтобы было выполнено неравенство

(7.10)

Фиксируем это . В силу (6.16) из доказательства леммы 7 для потенциала 
справедлива следующая оценка:

Выберем  настолько малым, чтобы было выполнено неравенство

(7.11)

Из оценок (7.10) и (7.11) вытекает, что

Шаг 3. На этом шаге мы докажем, что при достаточно малом  оператор  сжимающий
на . Действительно, пусть . Поскольку  то, в частности, справедливо
неравенство

Поэтому имеет место неравенство

(7.12)

в силу оценки (4.22) леммы 3. Из (7.12) получаем неравенство

при условии, что  настолько мало, что

Шаг 4. Осталось воспользоваться стандартным алгоритмом продолжения решений инте-
гральных уравнений во времени, изложенным в [21], и получить, что для любого 
найдется такое максимальное  что либо , либо , и в этом случае
справедливо предельное свойство (7.6). Теорема доказана.

Непосредственным следствием теоремы 4 является
Теорема 5. Если   , то для всякого  такого, что
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найдется такое максимальное  что для каждого  существует единствен-
ное решение интегрального уравнения (7.1) в банаховом пространстве:

причем либо , либо , и в последнем случае имеет место следующее предельное свой-
ство:

(7.13)

Замечание 1. Если  – построенное решение интегрального уравнения (7.1) из теоремы 5, то это ре-
шение допускает продолжение нулем при  с сохранением класса и при этом будет решением инте-
грального уравнения

(7.14)

Действительно, в силу (6.2) и (6.17) оба слагаемых в правой части (7.1) стремятся к нулю по норме
банахова пространства  при . При этом второе слагаемое
в (7.1) равно нулю при . Поэтому, если  – ре-
шение интегрального уравнения (7.1) для любого  то функция

будет решением класса

(7.15)
интегрального уравнения (7.14). Обсудим теперь единственность решения интегрального урав-
нения (7.14) и интегрального уравнения

(7.16)

при произвольном  Докажем, что решение этого интегрального уравнения в классе
 единственно. Пусть 

 – два решения интегрального уравнения (7.16). Тогда справедлива цепочка
соотношений

Введем следующие обозначения:

и с учетом введенного ранее обозначения (7.5) получим неравенство

(7.17)
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Поэтому в силу неравенства Гронуолла–Беллмана–Бихари (см. [22]) из неравенства (7.17) полу-
чаем

Следовательно, в рассматриваемом классе решение интегрального уравнения (7.16) единственно
для любого  Поэтому построенная функция (7.15) является единственным решением инте-
грального уравнения (7.16). Однако это не означает, что решение интегрального уравнения (7.14)
единственно. Более того, решение этого интегрального уравнения не обязано обращаться в нуль
при  для всех .

Таким образом, доказанa

Теорема 6. Функция

где  для любого  – построенное в теореме 5
решение интегрального уравнения (7.1), является единственным решением интегрального уравнения

(7.18)

в классе функций  обращающихся в нуль при 

8. РАЗРУШЕНИЕ СЛАБЫХ РЕШЕНИЙ ЗАДАЧИ КОШИ

Рассмотрим задачу Коши

(8.1)

(8.2)

Дадим определение классического решения задачи Коши (8.1), (8.2).

Определение 5. Классическим решением задачи Коши (8.1), (8.2) называется функция
 удовлетворяющая уравнению (8.1) поточечно при

 и условиям (8.2) для каждого 

Теперь дадим определение локального во времени слабого решения задачи Коши (8.1), (8.2).

Определение 6. Локальным во времени слабым решением задачи Коши (8.1), (8.2) называется
функция  удовлетворяющая равенству

(8.3)

для произвольной функции  Кроме того, .

Дадим определение глобального во времени слабого решения задачи Коши.
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Определение 7. Глобальным во времени слабым решением задачи Коши (8.1), (8.2) называется
функция  удовлетворяющая равенству

(8.4)

для произвольной функции  причем .
Теперь для согласования результатов о локальной или глобальной во времени разрешимости

рассматриваемой задачи Коши с результатами об отсутствии локальных во времени или глобаль-
ных во времени решений задачи Коши мы дадим определения локального во времени слабого
обобщенного решения и глобального во времени слабого обобщенного решения (сравните эти
определения с определениями 3 и 4.

Определение 8. Локальным во времени слабым обобщенным решением задачи Коши (8.1), (8.2) на-
зывается функция  удовлетворяющая равенству

(8.5)

для произвольной функции  Кроме того, .
Определение 9. Глобальным во времени слабым обобщенным решением задачи Коши (8.1), (8.2) на-

зывается функция  удовлетворяющая равенству

(8.6)

для произвольной функции  причем .
Дадим определение класса функций 

Определение 10. Будем говорить, что начальные функции  принадлежaт классу 
если  и найдется такой шар  положительного радиуса  что

 и имеет место следующее неравенство:

(8.7)

Теорема 7. Пусть  и . Кроме того, выполнены неравенства

(8.8)

Тогда не существует локального во времени слабого решения задачи Коши в смысле определения  не
для какого .

Доказательство. Возьмем в качестве пробной функции  из определения 6 функцию вида
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(8.9)

причем функция  является монотонно невозрастающей. Справедливы следующие равен-
ства:

Справедливы оценки

(8.10)

(8.11)

(8.12)

Справедливы следующие равенства:

(8.13)
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(8.14)

В [10] доказано существование таких монотонно невозрастающих функций  что конечны
емкости  и .

Сначала рассмотрим случай . Тогда  Кроме того, имеет место оценка

(8.15)

Из (8.2) с учетом оценок (8.10), (8.11) следует оценка

(8.16)

Воспользуемся трехпараметрическим неравенством Юнга

Из неравенства (8.16) с учетом (8.15) и неравенства Юнга следует неравенство

в котором положим  и получим неравенство

(8.17)

Положим  в неравенстве (8.17). Заметим, что последовательность функций

удовлетворяет неравенству

Осталось воспользоваться теоремой Беппо Леви и получить, что, с одной стороны,

а с другой стороны, из неравенства (8.17) с учетом оценок (8.13), (8.14) и (8.11), (8.11) получаем,
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Теперь рассмотрим критический случай  Заметим, что тогда . В этом случае снова
можно воспользоваться неравенством (8.17) и с помощью теоремы Беппо Леви доказать, что

Поэтому для интеграла (8.12) справедливо следующее предельное свойство:

Итак, при  единственным  локальным слабым решением является функ-
ция  почти всюду. После подстановки этого равенства в уравнение (8.3) мы приходим к
равенству

(8.18)

справедливому для всех  таких, что  для всех  и

для всех  носитель . Пусть

(8.19)

Тогда из (8.18) и (8.19) мы приходим к равенству

(8.20)

для всех  и любого . Поскольку  принадлежит классу функций 
то найдется такой шар  радиуса  что  и

(8.21)

Но тогда возьмем  и из (8.20) получим следующее равенство:

для каждой . Согласно основной лемме вариационного исчисления, имеем

и  Заметим, что если  – слабое локальное во времени решение в смысле определения 6
при  то оно же является слабым локальным во времени решением в смысле определения 6
и при . Поэтому в силу произвольности  из некоторой выколотой полуокрестно-
сти точки  отсюда получаем равенства

что противоречит (8.21). Теорема доказана.

Замечание 2. Условия (8.8) можно заменить более слабыми условиями, чтобы  при
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Доказательство. Действительно, имеем

где

Очевидно, при условии  и   получаем, что

Справедлива следующая

Теорема 8. Пусть  и начальные функции  причем

(8.22)

Тогда не существует глобального во времени слабого решения задачи Коши в смысле определения .
Доказательство. Возьмем в качестве пробной функции следующую:

где функция  является монотонно невозрастающей и определена равенством
(8.9). Введем обозначения
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(8.23)

где

(8.24)

(8.25)

Заметим, что  для всех , поэтому .

В интегралах (8.24), (8.25) сделаем замену переменных:

(8.26)

Тогда получим равенства

В [10] доказано существование функции  такой, что . Теперь рассмотрим не-
равенство (8.23), в котором сделаем замену переменных (8.26). Тогда мы получим следующие ре-
зультаты для  и :
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Дальше нужно рассмотреть случай, когда  что равносильно условию  Случай
 нами рассмотрен. Сначала рассмотрим случай  а затем, критический случай

. В целом эти случаи рассматриваются как случаи  и  при доказательстве теоре-
мы 7. В результате в пределе при  мы получим, что единственным глобальным во време-
ни слабым решением задачи Коши в смысле определения 7 является функция  для по-
чти всех . Подставим эту функцию в равенство (8.4) и получим равенство

для любой функции . В качестве такой функции можно взять следующую:

(8.28)

Дальнейшие рассуждения повторяют соответствующие рассуждения при доказательстве теоре-
мы 7. В результате приходим к противоречию с тем, что начальные функции .
Теорема доказана.

Замечание 3. В отличие от результата замечания 2 в случае теоремы 8 заменить условие (8.22) более сла-

бым условием  при  уже нельзя.
Теперь мы можем доказать основное утверждение работы:
Теорема 9. Если  то слабое обобщенное локальное во времени решение задачи Коши (8.1),

(8.2) в смысле определения  отсутствует для любых начальных функций  удовле-
творяющих неравенствам (8.8), и любого  Если  то для любых начальных функций

 при выполнении неравенства (8.22) отсутствует глобальное во времени слабое
обобщенное решение задачи Коши (8.1), (8.2) в смысле определения . Если    и

  причем  то найдется такое
максимальное  что для каждого  существует единственное слабое обоб-
щенное локальное во времени решение задачи Коши (8.1), (8.2) в смысле определения , причем если

  и выполнено неравенство (8.22), то  и поэтому выполнено предель-
ное свойство (7.13).

Доказательство.
Шаг 1. Прежде всего заметим, что, с одной стороны, в определении 8 локального во времени

слабого обобщенного решения задачи Коши (8.1), (8.2) в качестве пробной функции
 можно взять произведение

(8.29)
С другой стороны, в силу результата теоремы 10 имеет место плотное вложение

. В частности, функция

Поэтому для любого  найдется такая функция , что

(8.30)

где норма  определена равенством (10.1). Пусть  – локальное во времени слабое обоб-
щенное решение задачи Коши (8.1), (8.2) в смысле определения 8. Тогда в силу (8.29)–(8.30) при-
ходим к выводу о том, что имеет место равенство (8.5) для функции
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Далее мы в точности повторяем рассуждения при доказательстве теоремы 7 и приходим к проти-
воречию при условиях, что   и выполнены неравенства (8.8).

Шаг 2. Прежде всего заметим, что имеет место вложение  в  в том смысле,
что если произвольную функцию  продолжить нулем при  то продолженная
функция  будет принадлежать . Поэтому аналогичным образом, как и на шаге 1,
можно доказать, что равенство (8.6) будет иметь место для следующей функции:

где функция  определена равенством (8.28). Далее повторяем рассуждения из доказательства
теоремы 8 и получаем противоречивый вывод при  для любых начальных функций

 где функция  удовлетворяет неравенству (8.22).

Шаг 3. Заметим, что если    и  
 причем  то выполнены все условия теоремы 5 о существовании

и единственности решения интегрального уравнения (7.1) в банаховом пространстве
 для каждого . Но тогда в силу результата

теоремы 6 существует единственное решение  вида (7.15) интегрального уравнения (7.18) в
классе функций, обращающихся в нуль при . Отсюда получаем, что в смысле пространства
обобщенных функций  справедливо равенство

Поэтому для всякого  справедливо следующее равенство:

Но тогда мы получаем равенство

Это равенство интегрированием по частям можно преобразовать к виду

Таким образом, в силу результата теоремы 1 построенное при  решение является единствен-
ным слабым локальным во времени обобщенным решением в смысле определения 8.

Шаг 4. Пусть   и выполнено неравенство (8.22), но при этом для по-
строенного решения интегрального уравнения выполнено равенство  Тогда решение
интегрального уравнения (7.1) будет принадлежать классу

и поэтому являться слабым глобальным во времени обобщенным решением в смысле определе-
ния 9, что противоречит результату шага 2. Значит,  и поэтому справедливо предельное
свойство (7.13) Теорема доказана.
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9. НЕКОТОРЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ О *-СЛАБЫХ ПРЕДЕЛАХ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ 
ОБОБЩЕННЫХ ФУНКЦИЙ

Пусть  причем

Рассмотрим интеграл

Пусть . Тогда справедливы следующие равенства:

(9.1)

Вычислим интеграл  Действительно, справедливы равенства

Поскольку  то имеют место соотношения

где  – внешняя нормаль к боковой границе цилиндра . Из явного вида  вытекает,
что в силу теоремы Лебега о предельном переходе под знаком интеграла Лебега справедливо пре-
дельное свойство

Заметим, что верны следующие предельные свойства при 
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Справедливы равенства

(9.2)

Итак, с учетом (9.1), (9.2) в пределе при  получаем, что

(9.3)

Для величины  справедлива оценка

(9.4)

Теперь перейдем к пределу при  в равенстве (9.3) и с учетом оценки (9.4) получим равен-
ство

(9.5)

где мы воспользовались известным результатом (см., например, [20]). Заметим, что при указан-
ных условиях на функцию  из (9.5) для каждой фиксированной точки 
справедливо предельное свойство

Этот результат означает, что

Рассмотрим теперь интеграл

где  и относительно функции  выполнены те же условия, что и в начале этого раздела.
Пусть . Тогда справедливы следующие равенства:

(9.6)
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(9.7)

Отдельно рассмотрим интеграл

(9.8)

Понятно, что интеграл  сходится, а для интеграла  справедливы следующие равенства:

(9.9)

Таким образом, из (9.8), (9.9) и из (9.7) приходим к равенству

(9.10)

Справедливы следующие соотношения:

(9.11)

здесь мы воспользовались классическим результатом (см., например, [20]). Заметим, что
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причем справедлива оценка (9.4):

(9.14)

Теперь мы можем с учетом (9.10)–(9.14) перейти к пределу при  в равенстве (9.6) и полу-
чить равенство

Осталось перейти к пределу при  в обеих частях равенства (9.14) при  и с учетом
(9.14) и получить следующее предельное равенство:

Отсюда вытекает, что при тех же условиях на функцию  справедливо следующее предельное
свойство для каждой точки :

(9.15)

Этот результат означает, что

Теперь наша задача доказать, что для любого компакта  справедливо предельное свойство

(9.16)

при  Пусть  настолько велико, что  и . Тогда
 при . Справедливо следующее неравенство:

Из анализа выражений (9.7)–(9.11) несложно заметить, что

Анализ выражений для  и  повторяет анализ (9.12) и (9.13). Таким образом, имеем также, что

Таким образом, предельное свойство (9.16) доказано.
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10. О ПЛОТНОМ ВЛОЖЕНИИ 

Сейчас изучим вопрос о плотности вложения  в банахово пространство .

Пусть  которое, очевидно, является
банаховым пространством относительно стандартной нормы

(10.1)

Теорема 10. Имеет место плотное вложение 

Доказательство. Продолжим произвольно фиксированную функцию  на всю
прямую  следующим образом:

и при этом . Такое продолжение существует в силу определения пространства
. Пусть . Рассмотрим функцию

где

а постоянная  определяется из условия нормировки

Заметим, что функция . Справедлива следующая цепочка равенств:

(10.2)

Справедливы оценки

(10.3)

Функция  а функция . Поэтому из (10.2), (10.3) вытекает, что
для любого  найдется такое  что

(10.4)
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Теперь заметим, что справедлива следующая цепочка соотношений:

(10.5)

Справедливы оценки

(10.6)

где мы воспользовались в (10.6) разложением

(10.7)

причем  Таким образом, для любого  найдется такое  что
из (10.5)–(10.7) вытекает оценка

(10.8)

Справедлива следующая цепочка соотношений:

(10.9)

(10.10)

Из равенств (10.9) и (10.10) вытекает равенство

(10.11)
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Справедливы оценки
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где мы воспользовались разложением (10.7). Осталось заметить, что  и поэтому
(10.12)

Таким образом, из соотношений (10.11)–(10.12) вытекает, что для любого  найдется такое
 что справедливо выражение

(10.13)

Из неравенств (10.4), (10.8) и (10.13) вытекает, что для любого  найдется такое 
что справедливо неравенство

Теорема доказана.
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