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В работе исследуется турбулентный пограничный слой вязкой несжимаемой жидкости, раз-
вивающийся вдоль поверхности плоской пластины на конечных расстояниях от зоны лами-
нарно-турбулентного перехода. Предполагается, что характерное число Рейнольдса потока
велико, а толщина пограничного слоя мала. Для анализа задачи используется асимптотиче-
ский метод многих масштабов, примененный к поиску решений уравнений Навье–Стокса.
Скорость и давление в турбулентном пограничном слое представлены в виде суммы стацио-
нарных и возмущенных членов, вместо традиционного суммирования осредненных по вре-
мени величин и их пульсаций. Оказывается, что такое стационарное течение (называемое
вторичным) внутри турбулентного пограничного слоя определяется классическими идеями и
результатами Рейнольдса и Колмогорова без какой-либо гипотезы “замыкания”. В физиче-
ском смысле это стационарное решение представляет собой самоиндуцированный подсос
жидкости из внешнего потока в турбулентный пограничный слой, что обеспечивает подачу
кинетической энергии из зоны с максимальной скоростью, в основную часть пограничного
слоя. Найденное решение объясняет концепцию “турбулентной вязкости”, поскольку реше-
ние применимо на масштабе толщины пограничного слоя. Область генерации и зона дисси-
пации вихрей Колмогорова не влияют на это стационарное решение в основном приближе-
нии. Изучены особенности решений для случаев истечения и втекания жидкости из/в турбу-
лентный пограничный слой через проницаемую поверхность. Полученные решения
сравниваются с имеющимися экспериментальными данными. Библ. 58. Фиг. 6.
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1. ВВЕДЕНИЕ
В данной статье описывается применение разработанного авторами нового асимптотическо-

го подхода к анализу турбулентного пограничного слоя (ТПС) на проницаемой плоской пласти-
не с нулевым градиентом давления. Ранее этот подход был успешно использован для описания
турбулентного слоя смешения [1], [2], свободной турбулентной двумерной струи [3] и течения в
канале [4]. Несжимаемый турбулентный пограничный слой на плоской пластине является клас-
сическим объектом исследования, его свойства хорошо известны и подробно описаны, напри-
мер, в экспериментальных исследованиях [5]–[9].

Основной подход теоретиков к изучению турбулентных течений основан на пионерских ис-
следованиях Рейнольдса [10], [11], а именно, на осреднении скоростей и давления за некоторый
большой период времени в турбулентном пограничном слое и учете дополнительных турбулент-
ных напряжений в системе уравнений Рейнольдса (RANS).

1)Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект № 20-11-20006) в МФТИ. Компьютерная поддержка
обеспечена в ЦАГИ и ФИЦ ИУ РАН.
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Однако полученные уравнения (RANS) для осредненных значений являются неполными, по-
скольку они содержат осредненные “квадраты” пульсаций, которые называются турбулентными
напряжениями, и зависимость которых от искомых осредненных функций заранее неизвестна.
Первые из этих зависимостей были предложены в [12] Прандтлем с точки зрения физики и в [13]
Карманом с точки зрения теории размерности и позже были названы гипотезой замыкания урав-
нений Рейнольдса. Было выпущено множество статей, разъясняющих подход Прандтля, и были
проведены сотни экспериментов, описывающих свойства турбулентного пограничного слоя и
особенности ламинарно-турбулентного перехода. Осредненный профиль скорости в турбулент-
ном пограничном слое существенно полнее по сравнению с ламинарным пограничным слоем, а
коэффициент поверхностного трения, измеренный в [14] на плоской пластине, был в 5–7 раз
выше, чем для ламинарного потока. Подробный обзор экспериментальных исследований ТПС
можно найти, например, в монографии [15].

В первой половине двадцатого века было проведено множество качественных исследований
турбулентности, основанных на физических законах сохранения. Особый вклад в эти исследо-
вания внесли Тейлор, Колмогоров и Обухов [16]–[18], предложившие статистические законы
для пульсаций скорости, и в результате было введено понятие однородной и изотропной турбу-
лентности. В то же время были заложены основы теории ТПС. В частности, Карман ввел поня-
тие основной части пограничного слоя – слоя дефекта скорости, а определение ламинарного
вязкого подслоя вблизи обтекаемой поверхности было предложено в работах [19]–[21].

Отдельное направление исследований было основано в работе [22]: теория двумерной турбу-
лентности. Исследования двумерных уравнений показали парадоксальные результаты, а имен-
но, они показали обратный каскад передачи турбулентной энергии от мельчайших вихрей к са-
мым большим в условиях свободной турбулентности, в отличие от прямого каскада типа Колмо-
горова.

В последующие годы аналитические методы исследования турбулентных течений продолжа-
ли развиваться. Важные и интересные результаты были получены в статьях [23]–[26]. Асимпто-
тические методы были плодотворно использованы для анализа классических уравнений Рей-
нольдса в пограничных слоях в [27]–[32]. Интересное перспективное расширение классической
теории турбулентного пограничного слоя в рамках уравнений Рейнольдса было предложено
в [33]. Достижения и проблемы современного изучения турбулентности подробно описаны в
[34], [35]. В интересном обзоре [36] обсуждается важность “более усложненных и сложных моде-
лей, которые должны учитывать эффекты числа Рейнольдса более высокого порядка и эффекты
более высокого порядка по отношению к координате нормали к стенке”.

С 90-х годов прошлого века эффективные численные методы применяются для исследования
турбулентных пограничных слоев. Возможно, наиболее важной областью исследований являет-
ся прямое численное моделирование турбулентных потоков (DNS), в качестве примера можно
указать статьи [37], [38]. Среди таких исследований некоторые работы представляют большую
ценность, например [39], в которой проведены и расчеты и поставлен эксперимент.

Однако помимо преимуществ, были выявлены и недостатки использования уравнений Рей-
нольдса для анализа турбулентных пограничных слоев: любая гипотеза замыкания сводит осред-
ненные уравнения турбулентного течения к аналогу ламинарных уравнений движения. Для дву-
мерных течений несжимаемой жидкости в пограничном слое, к примеру, используя гипотезу
Буссинеска , от уравнений RANS остаются только уравнение продольного
импульса для осредненной продольной скорости и уравнение неразрывности для определения
осредненной вертикальной скорости, а изменение давления поперек пограничного слоя не учи-
тывается. На фиг. 1 представлены типичные уравнения осредненного движения (RANS) и их ре-
шения для осредненного давления в пограничном слое, фрагмент взят из [40].

Нетрудно заметить, что вязкий член  и конвективный член  не были включены в
уравнение ((16.32), см. фиг. 1), хотя их малость не очевидна.

Это приводит авторов статьи к следующим вопросам.
• Правильно ли пренебречь перепадом давления в турбулентном пограничном слое?
• Может ли вертикальная скорость быть значимой?
• Может ли явление подсоса жидкости в пограничный слой, как описано в [41], быть упущено

из-за такого переупрощения задачи?
Кратко перечислив результаты и недостатки методов исследования турбулентных погранич-

ных слоев, мы можем сформулировать цель данной статьи – применить асимптотический ана-

τ = −ρ = ρν ∂ ∂v' ' /t tu u y

μΔv ∂ ∂v v y
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лиз уравнений Навье–Стокса для описания свойств турбулентного пограничного слоя без до-
полнительной гипотезы замыкания, даже сформулированной с точки зрения физики. Настоя-
щая статья дополняет и развивает результаты работ [42], [43]. В последней из упомянутых работ
проводится асимптотическое исследование специальных двумерных невязких вихрей Колмого-
рова в несжимаемом турбулентном пограничном слое, развивающемся на плоской пластине.
Рассмотрена локальная задача в зоне генерации турбулентности и в вязком подслое, используя в
качестве базовой скорости неизвестный заранее стационарный регулярный профиль.

Напротив, данное исследование описывает решение, которое справедливо на всей толщине
турбулентного пограничного слоя и на длинах, сравнимых с длиной обтекаемой пластины, и на-
ходит эту базовую скорость аналитически. Для анализа уравнений Навье–Стокса используется
метод многих масштабов, в котором число Рейнольдса стремится к бесконечности, а безразмер-
ная толщина пограничного слоя стремится к нулю.

В исследовании предполагается наличие аналогии между турбулентным пограничным слоем
и течениями, вызванными быстрым колебательным движением тела или наличием периодиче-
ских пульсаций во внешнем потоке. Хорошо известен пример стационарного вторичного тече-
ния, которое создается быстро колеблющимся цилиндром в неподвижной жидкости [44]. Инте-
ресная фотография такого потока представлена в альбоме [45], где фиг. 31 показывает колеблю-
щийся цилиндр с малой амплитудой и высокой частотой, а также создаваемые им почти
стационарные крупномасштабные вихри. Такие вихри являются результатом передачи кинети-
ческой энергии от колеблющегося тела к окружающей жидкости. Случаи, когда внешний поток
содержит небольшую быстро осциллирующую составляющую и, как результат, возникают вто-
ричные стационарные движения, описаны в [46], [47]. Другой пример возникновения вторич-
ных стационарных течений указан в [48]. Такие потоки подробно рассмотрены также в работах
[49], [50]. Несмотря на существенную разницу между приведенным выше примером течения с
действующей внешней периодической силой и турбулентным пограничным слоем с самогене-
рируемыми пульсациями, оказывается, что вторичные стационарные течения в ТПС также воз-
можны. Однако в этом случае кинетическая энергия из внешнего высокоскоростного потока пе-
редается обратно к телу в зону генерации турбулентности для поддержания пульсаций.

В ходе исследования выводятся уравнения и ищутся решения для вторичной стационарной
скорости, перпендикулярной обтекаемой поверхности. Рассматриваются случаи сплошной и
проницаемой поверхностей. Этот процесс является основным, если внешний поток двумерный,
и каждое решение представляет собой подсос жидкости в пограничный слой из внешнего потен-
циального потока в зависимости от интенсивности протекания сквозь поверхность. Продольная
вторичная стационарная скорость и давление анализируются на втором этапе этого исследова-
ния. Найденные решения сравниваются с имеющимися экспериментальными данными.

Фиг. 1. Осредненные уравнения Рейнольдса из монографии [40, с. 505, 517].
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2. ОСНОВНАЯ ЧАСТЬ ПОГРАНИЧНОГО СЛОЯ
Рассмотрено стационарное двумерное обтекание вязкой несжимаемой жидкостью плоской

пластины длиной L, см. фиг. 2. Характерное время, размер и скорость набегающего потока рав-
ны  соответственно. Давление вводится по формуле , где  – плот-
ность жидкости. Все гидродинамические функции, длины и время обезразмерены традиционно
с использованием заданных параметров потока. В дальнейшем предполагается, что все величи-
ны и уравнения безразмерны. Число Рейнольдса , где  – коэффициент динамиче-
ской вязкости, имеет большую величину в данном асимптотическом исследовании. В отличие от
внешнего потока, пограничный слой на пластине считается турбулентным, имея в виду пульса-
ции давления и скоростей относительно искомого основного профиля скорости продольного
потока . Безразмерная толщина турбулентного пограничного слоя  полагается малой вели-
чиной.

Безразмерные уравнения Навье–Стокса в несжимаемой жидкости можно представить в виде

(2.1)

(2.2)

(2.3)

(2.4)

Для поиска решения системы (2.1)–(2.4) используется асимптотический метод многих мас-
штабов, поскольку поток содержит как минимум два характерных размера – длину пластины и
толщину пограничного слоя. Однако поскольку метод является асимптотическим, возникает во-
прос о виде подходящего асимптотического разложения решения уравнений Навье–Стокса.
Обычно в ТПС предполагается, например, в соответствии с экспериментами [5]–[9], что мы мо-
жем разложить скорость как сумму осредненного по времени профиля скорости и пульсаций.
Двумерный профиль осредненной скорости справедлив в основной части пограничного слоя и
имеет логарифмическую особенность у стенки. Среднее значение пульсаций за большой период
времени предполагается равным нулю.

Однако такой подход не является общим с точки зрения авторов, поскольку полностью игно-
рирует внутреннюю структуру решения. Поэтому в данной работе мы рассматриваем разложе-
ние скорости как сумму стационарного регулярного профиля , который заранее не известен, и
возмущений (возможно сингулярных вблизи обтекаемой стенки), средняя величина которых не
равна нулю и существенно зависит от координат. Теория подобных возмущений в двумерном
случае, которые имеют особенность вблизи обтекаемой поверхности, была предложена в [43].

∞ ∞/ , ,L V L V ∞ ∞= + ρ 2
физp p V p ρ

∞= ρ μRe V L μ

0u δ

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∇ = − − − − − −  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  

v v v v

2 2
2 2 2 2 2 2 2 ,u w w u w wp

y x y y z z z x y z

∂∂ ∂ ∂ ∂+ + + = − + ∇
∂ ∂ ∂ ∂ ∂
v v v v

v v
21 ,

Re
pu w

t x y z y

∂∂ ∂ ∂ ∂+ + + = − + ∇
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

v
21 ,

Re
pw w w wu w w

t x y z z

∂ ∂ ∂+ + =
∂ ∂ ∂

v 0.u w
x y z

0u

Фиг. 2. Схема течения.
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В работе предполагается, что амплитуда возмущений мала в основной части пограничного
слоя; однако, согласно гипотезе Рейнольдса [11], квадраты пульсаций (обозначенные штрихами)
должны влиять на основной поток (см. формулы на фиг. 1). В оценках величин также необходи-
мо учитывать, что, согласно экспериментам [6], [8] и теории Колмогорова [17], основная кине-
тическая энергия пульсаций в турбулентных пограничных слоях содержится в быстрых невязких
вихрях, характерные размеры которых одного порядка по всем осям и сопоставимы с толщиной
пограничного слоя  (см. фиг. 2)

Такие вихри принадлежат “инерционному” диапазону, см., например, Колмогоров [17]. В этой
статье они называются быстрыми, так как их размеры много меньше длины пластины и описы-
ваются в асимптотическом подходе быстрыми переменными.

Таким образом, в качестве исходной области для анализа была выбрана характерная область
невязких вихрей Колмогорова, занимающая всю толщину пограничного слоя, и определены ха-
рактерные величины пульсаций в ней. Такой подход к выбору начальной характерной области
течения типичен для асимптотических методов, применяемых для анализа в гидродинамике. Хо-
рошо известным примером является теория ламинарного обтекания тел при больших числах
Рейнольдса, в которой вводится предельное невязкое состояние потока, и уравнения Эйлера
справедливы на размерах тела; эта область рассматривается изначально. Для выполнения усло-
вия прилипания на поверхности тела необходимо ввести тонкий вязкий пограничный слой в ка-
честве второй характерной области.

Авторы используют аналогичную схему для анализа турбулентного пограничного слоя: изна-
чально рассматривается тонкий слой ( ), содержащий стационарный продольный поток с
быстрыми невязкими вихрями малой амплитуды , как предельное состояние течения при

. Любые другие области следует вводить последовательно, либо по физическим причи-
нам, либо при нарушении построенных асимптотических разложений. После построения реше-
ния в первой области и анализа его свойств возникнет вопрос об области генерации турбулент-
ности и вязком ламинарном подслое. Но возможно ли такое предельное состояние турбулентно-
го слоя при , и является ли этот предел невязким, заранее не известно; однако, авторы
считают, что нашли ответы на эти вопросы в данной статье.

Необходимо кратко обсудить характерную толщину турбулентного пограничного слоя. Если
ламинарно-турбулентный переход на пластине естественный, то  известна и стремится к
нулю при . Однако, согласно классическим экспериментам [7], проведенным над искус-
ственно утолщенными турбулентными пограничными слоями, толщина слоя зависит от высоты
турбулизаторов. Следовательно, его толщину можно рассматривать как свободный малый пара-
метр, не зависящий от числа Re.

Исходя из перечисленных фактов и предположений, асимптотические разложения решения
в основной турбулентной части пограничного слоя следует искать при   в виде

(2.5)

Неизвестные функции в (2.5) зависят от медленной эволюционной переменной x и от быстрых
переменных, содержащих индекс 1. В (2.5) мы ввели быстрое характерное время , которое соот-
ветствует времени переноса вихрей через характерную кубическую область основным потоком.

Сформулированные асимптотические разложения решения уравнений Навье–Стокса (2.5) в
точности совпадают с разложениями для тонкого турбулентного слоя смешения [1] и для тонкой
турбулентной вязкой струи [3]. Анализ первого и второго приближений в (2.5) для пограничного
слоя аналогичен; следовательно, мы можем использовать результаты, полученные в цитируемых
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исследованиях для вертикальной и продольной скоростей. Подробная информация об анализе
пограничного слоя представлена в приложении A.

В отличие от любых ламинарных или осредненных уравнений движения в пограничном слое,
основной системой уравнений в этом анализе является система невязких уравнений (A1a) для
возмущений вертикальной скорости , давления  и стационарной продольной скорости .
Быстрые невязкие возмущения преобладают над плавными изменениями пограничного слоя.
Однако система двух уравнений (A1a) не является замкнутой, что требует условие разрешимости
в следующем приближении. Кроме того, из-за линейности сформулированной задачи (A1), ре-
шение для возмущений первого порядка, в отсутствие заданного поперечного потока, может
быть разложено на сумму медленных двумерных стационарных членов и быстрых трехмерных
нестационарных пульсаций:

(2.6)

Медленные стационарные члены в (2.6) и основная продольная скорость  остаются
произвольными неизвестными функциями при рассмотрении первого приближения решения и
удовлетворяют тождественно невязким уравнениям (A1). Быстрые нестационарные функции
в (2.6) описывают турбулентные пульсации во всем пограничном слое, который включает зону
генерации [43], но за исключением ламинарного подслоя.

Авторы настоящей статьи впервые столкнулись с медленным стационарным вкладом в возму-
щения и очень заинтересовались им, поскольку именно вертикальная нетривиальная скорость
обеспечивает массообмен с внешним потенциальным потоком. В данной статье исследуются
только стационарные составляющие решения, поскольку можно разделить стационарные и не-
стационарные задачи в первом и втором приближении. Из-за линейности задач зона генерации
турбулентности и зона диссипации Колмогорова не влияют на стационарное решение в основ-
ном приближении.

Анализ уравнений (A3)–(A5) позволяет описать второе приближение решения как сумму ста-
ционарных и нестационарных компонент и сформулировать соответствующие задачи. Рассмот-
рение стационарной системы уравнений (A4a) позволило найти вертикальную стационарную
скорость ; однако, она содержит вековой член, который увеличивается с ростом , в отличие
от ограниченной медленной скорости первого приближения . Это растущее решение на-
рушает предположения исходных асимптотических разложений (2.5) на масштабе 

:

Можно сформулировать условие отсутствия  секулярных членов в вертикальной
скорости , что приводит к фундаментальной системе дифференциальных вязких уравнений
для  , зависящей от нормальной координаты  (подробности представлены в
приложении A):

(2.7a)

(2.7б)

Оба эти уравнения вязкие, в отличие от ламинарных уравнений и осредненных по времени
уравнений Рейнольдса для ТПС. Уравнение для вертикальной стационарной скорости отделяет-
ся, и в таком течении оно является главным. Вертикальная скорость допускает только одно яв-
ное граничное условие непроницаемости или заданного протекания на поверхности, а медлен-
ная переменная x является параметром в этой задаче. Уравнения (2.7) не меняются при аффин-
ных преобразованиях   и допускают преобразование сдвига по
аргументу. Ранее мы обсуждали невязкий тонкий слой как предельное состояние турбулентного
пограничного слоя при , и система уравнений (2.7) в этом случае не будет содержать вяз-
ких членов. Соответствующее невязкое решение, удовлетворяющее условию непроницаемости,
очень простое и неинтересное: , а  – произвольная функция.
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Стационарное возмущенное давление во втором приближении должно удовлетворять следу-
ющему уравнению:

(2.8)

Был получен важный результат: чтобы решения уравнений (A4a) не содержали стационарных
секулярных членов, линейно растущих с ростом , должно выполняться условие (2.7a). Это
условие может быть выполнено двумя способами: задав вертикальную стационарную скорость
равной нулю, а именно:  (невязкий случай), или удовлетворив уравнение (2.7a) при нену-
левой скорости . Как указывалось в работах [1], [3], удалось найти четыре точных решения
уравнения (2.7a), которые соответствуют различным турбулентным вязким течениям в тонких
сдвиговых слоях:

(2.9)

Третье решение, удовлетворяющее условию непротекания на стенке – это самоиндуцирован-
ный вязкий стационарный подсос жидкости в турбулентный пограничный слой из внешнего по-
тока. В этом случае проявляется неклассический эффект влияния вязкости. Обычно вязкость
действует нормально к направлению движения основного потока, как это происходит в лами-
нарном пограничном слое. Коэффициент вязкости напрямую определяет толщину погранично-
го слоя и входит в экспоненциально малые члены решения как мера затухания. В рассматривае-
мом случае сценарий отличается: основным течением является вертикальный поток, а вторая
производная в этом же направлении остается от лапласиана вертикальной скорости. В результа-
те, согласно решениям (2.9), коэффициент молекулярной вязкости определяет амплитуду ско-
рости подсоса, но не толщину пограничного слоя. Начальная толщина турбулентного погранич-
ного слоя задана и может явно зависеть или не зависеть от числа Рейнольдса, см. [7]. Авторы счи-
тают, что физическое понятие “турбулентная вязкость” соответствует описанному решению,
поскольку оно определяет всю толщину пограничного слоя как вязкий размер без каких-либо
гипотез. Решение было найдено с точностью до произвольной медленной функции , ко-
торая представляет собой нормированную скорость подсоса безвихревой жидкости через внеш-
нюю границу пограничного слоя. Таким образом, если нам известна эта функция на внешней
границе турбулентного пограничного слоя, мы можем определить толщину пограничного слоя и
решения внутри него везде. Подсос жидкости первичен и не зависит от скорости продольного
потока, что соответствует принципиальному изменению свойств пограничного слоя при перехо-
де в турбулентное состояние.

Если в ламинарном состоянии пограничный слой является параболическим и развитие ма-
лых возмущений с учетом взаимодействия с внешним потоком проявляет эллиптические свой-
ства, то после ламинарно-турбулентного перехода параболичность исчезает, и пульсации верти-
кальной скорости и давления начинают преобладать над плавным изменением стационарных
величин. Этот процесс описывается в следующем порядке. Во-первых, необходимо решить зада-
чу о быстрых пульсациях (A1) в первом приближении – в ней преобладают производные по
быстрым переменным. Это основная задача. Затем мы вычисляем неоднородности во втором
приближении (A3) и решаем соответствующие линейные уравнения, далее следуем приближе-
ниям более высокого порядка. Исключение возможных вековых членов на каждой стадии при-
водит к нахождению медленного установившегося вторичного течения и определяет условия для
амплитуд колебаний. В результате самоиндуцированный вязкий и плавно меняющийся верти-
кальный поток жидкости внутри пограничного слоя становится основным стационарным вто-
ричным течением. Он описывается обыкновенным дифференциальным уравнением, которое
зависит только от вертикальной координаты. Самоиндуцированность означает, что любая нену-
левая вертикальная скорость притока снижает давление (2.8) на дне пограничного слоя, что, в
свою очередь, увеличивает скорость притока и, следовательно, увеличивает падение давления до
тех пор, пока нелинейные эффекты не уравновесят решение. Резкая граница между пульсациями
и потенциальным потоком, наблюдаемая экспериментально, косвенно подтверждает подсос
жидкости из внешнего потока. На фоне стационарного притока жидкости в пограничный слой
вихри не могут его покинуть – они постоянно подтягиваются вниз.
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Параметр  исключается из уравнения (2.7б) для продольной скорости, при подста-
новке третьего точного решения  из (2.9). Это уравнение является линейным и имеет два ли-
нейно независимых аналитических решения:

(2.10)

Число e = 2.71… – это число Эйлера в формулах. Первое решение не удовлетворяет условию
прилипания, а второе удовлетворяет обоим граничным условиям и является решением задачи (2.7б)
с точностью до произвольной функции . Решение зависит от автомодельной перемен-
ной . Согласно найденному решению, толщина турбулентного пограничного слоя об-
ратно пропорциональна нормированной скорости подсоса жидкости на внешней границе. Най-
денное решение вязкое; однако, как обсуждалось, это большой “турбулентный вязкий размер”,
в отличие от малого масштаба вязкости в зоне образования турбулентности и вязкого масштаба
Колмогорова.

Что касается предельного состояния турбулентного пограничного слоя (или любого другого
тонкого турбулентного слоя) при , мы заключаем, что найденное предельное состояние
не совпадает с невязким решением ( , ,  – произвольно). Несмотря на то что вер-
тикальная скорость убывает при , продольная скорость определяется именно вязкими
членами и не зависит от числа Рейнольдса, т.е. это вязкий предел:

3. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ
Фундаментальное явление вовлечения жидкости в турбулентный пограничный слой рассмат-

ривалось в [41]. Был собран большой набор экспериментальных данных, которые продемон-
стрировали, что толщина турбулентного пограничного слоя зависит от скорости подсоса. Даль-
нейший анализ подтверждает это утверждение. На фиг. 3 показаны найденные распределения
вторичных стационарных скоростей и давления в автомодельных переменных:

Именно на фоне такого вторичного стационарного профиля скорости могут поддерживаться
пульсации в турбулентном пограничном слое, а жидкость из внешнего потока вовлекается, обес-
печивая турбулентные пульсации кинетической энергией. Зона генерации турбулентности рас-
положена у обтекаемой стенки и именно туда должна подаваться высокоэнергетическая жид-
кость из внешнего потока; это главный момент подачи энергии. В противном случае кинетиче-
ская энергия для поддержания генерации будет отбираться из основной части пограничного
слоя, что должно привести к снижению осредненной скорости; однако экспериментально этого

= δ3 2ReiZ
v10

− − −η= = η − η → = + = − …01 02 02 1 1
0

, exp( ) , ( 0) , ( ) .
Y

Y Y
e

Yu e u e e d u y Y V y
e

<( ) 0eV x
= − 1( )eY V y

→ ∞Re
= ∞Re =v10 0 0u

→ ∞Re

( ) − −η= − − → = η − η = −
δ v10 0 13 2

0

( ) 1 exp( ) 0, exp( ) , ( ) .
Re

Y
Ye

e
V x Y u e e d Y V y

−  = = = = − 
 δ δ

v

2

0 10 20 13 2 3 2
( )( ), ( ), ( ), ( ) .

Re Re
e e

e
V Vu U Y V Y p P Y Y V y

Фиг. 3. Вторичные стационарные скорости и давление в турбулентном пограничном слое.
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не наблюдается. Хорошо известен каскадный метод передачи кинетической энергии от невязких
турбулентных вихрей к вихрям все меньшего размера; однако статистический метод не опреде-
ляет, как “крупные” вихри получают энергию. Авторы считают, что приток высокоскоростной
жидкости в основную часть пограничного слоя обеспечивает энергией “крупные” вихри.

Представляет интерес проанализировать найденные решения для случая слабого вдува-отсо-
са жидкости в турбулентный пограничный слой через поверхность. Для этого представим анали-
тические решения для скоростей в виде

(2.11)

Константа  (кривые 2, фиг. 4) соответствует рассмотренному выше условию непротекания
на обтекаемой поверхности,  (кривые 3) соответствует вдуву в пограничный слой, а

 (кривые 1) – отсосу через поверхность. Когда жидкость втекает в пограничный слой
через поверхность (кривые 3), продольная стационарная скорость становится менее наполнен-
ной, чем в случае непроницаемости. При отсосе жидкости сквозь поверхность профиль скорости
(кривые 1) более полный.

На фиг. 5 показано сравнение полученного аналитического решения для продольной скоро-
сти (2.10) с экспериментальными данными [7], [9], [51]–[54] и классический логарифмический
закон скорости (штриховая линия). В статье [7] изучается искусственно утолщенный турбу-
лентный пограничный слой толщиной до 12 см на плоской пластине длиной четыре метра.
Этот слой был получен за счет использования крупнозернистой наждачной бумаги в начале
пластины или путем установки круто наклоненных решеток в потоке. Результаты получены
для диапазона чисел Рейнольдса, основанного на толщине потери импульса: 

. В работах [53], [54] исследуется турбулентный пограничный слой толщиной
до 20 см на перфорированных и твердых стенках трансзвуковой аэродинамической трубы ЦАГИ
Т-128. Это оборудование подробно описано в [55]. Профиль полного давления измерялся с по-
мощью гребенки Пито, расположенной в конце рабочей части АДТ. Исследования проводились
для трех значений коэффициента перфорации (проницаемости)  на стенках
1-й рабочей части при числе Маха M = 0.7. Число Рейнольдса, основанное на толщине потери
импульса, равно . Подробно экспериментальные исследования описаны в
работе [53]. На графике также показан осредненный профиль скорости в пограничном слое при
M = 0.79, измеренный на гладкой стенке рабочей части № 3 Т-128 при  (см. [53]).
В статье [51] турбулентный пограничный слой, развивающийся на плоской пластине в диапазоне
чисел Рейнольдса , был экспериментально исследован с помощью термо-
анемометра. В статье [52] изучались экспериментально ТПС, которые развивались на плоской
пластине с числами Рейнольдса вплоть до .
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Фиг. 4. Теоретические кривые нормальных скоростей V (1 – отсос, 2 – непроницаемость, 3 – вдув) и соответ-
ствующих продольных скоростей U.
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На рисунке показаны профили скорости в безразмерном виде. Продольная скорость отнесена
к скорости за пределами пограничного слоя , а граница пограничного слоя  выбирается в
точке, где продольная скорость . Экспериментальные профили скорости оказались
практически универсальными, начиная с расстояния от стенки  и слабо зависели от

 и степени перфорации. Универсальность осредненной продольной скорости – хорошо из-
вестное явление, которое наблюдалось в различных исследованиях. Теоретическое решение для
продольной скорости (2.10) согласуется с экспериментальными данными во внешней половине
пограничного слоя, начиная с . Наилучшее совпадение имеет место с эксперимен-
тальными результатами, полученными при больших числах Рейнольдса при обтекании гладкой
поверхности. Логарифмический закон для осредненной скорости действует в зоне генерации
турбулентности у стенки и начинает отклоняться от соответствующей экспериментальной кри-
вой, начиная с . Коэффициенты логарифмического закона получены из работы [52].

Найденный теоретический профиль скорости существенно отходит от экспериментов при
приближении к стене, хотя экспериментальные кривые остаются относительно близкими друг к
другу на протяжении всей толщины слоя. Это несоответствие естественно, поскольку вблизи
стены возникают сильная особенность в пульсационных компонентах скорости.

Можно проанализировать зависимость двумерных теоретических пульсаций от величины
скорости подсоса . Для этого необходимо выписать несколько членов разложения продоль-
ной скорости вблизи стены, которые найдены в [43] и в этом исследовании: при  в поляр-
ных координатах, имеем

(2.12)

eU δ0.99

= 0.99 eU U
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Фиг. 5. Сравнение экспериментальных и теоретических профилей скорости в ТПС на плоской стенке. (а) Kle-
banoff & Diehl (1952), (б) Корнилов и Литвиненко (2001), (в) Глазков и др. (2016), (г) Глазков и др. (2019) и
(д) Oweis и др. (2010). Логарифмический профиль представлен пунктирной линией, а теоретическая кривая
представлена сплошной линией.
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Функция f в формуле (2.12) удовлетворяет вязкому уравнению Гамеля, которое было получено
в [43], и логарифмический член можно найти из следующего приближения решения по коорди-
нате. Выражение для скорости следует проанализировать строго вертикально при , при
этом первый член координатного ряда для пульсации выпадет, и порядок особенности умень-
шится. Логарифмический член будет первым сингулярным, как и следует из классической
теории

(2.13)

Согласно формуле (2.13), и первый стационарный член разложения по координате (данная тео-
рия) и пульсационный логарифмический член зависят от автомодельной вертикальной коорди-
наты , что качественно согласуется с представленными экспериментальными данными.

На фиг. 6 авторы предлагают качественно новую структуру асимптотического решения для
продольной скорости в турбулентном пограничном слое (данные, взятые из фиг. 5), а именно,
осредненная скорость должна быть суммой стационарной вторичной скорости и осредненного
значения пульсации (красная линия), как показано схематически на графике.

4. ВЫВОДЫ

В исследовании предложена асимптотическая теория стационарного вторичного течения
около стенки в турбулентном пограничном слое.

Обнаружено, что как и в свободных турбулентных сдвиговых течениях [1], [3], первичное яв-
ление в рассматриваемой задаче – это быстрые пульсации скорости, нормальной к обтекаемой
поверхности, и давления, которые порождают стационарный подсос жидкости из области с вы-
сокими скоростями в область генерации турбулентности (зона самоподдерживающихся пульса-
ций). В отличие от свободных турбулентных сдвиговых слоев, асимптотическое разложение
пульсаций скорости в основной части ТПС является сингулярным и допускает логарифмиче-
скую особенность вблизи поверхности.

Вторичное стационарное течение является вязким на всей толщине ТПС, что предполагает
крупномасштабную вязкость и обосновывает известную физическую концепцию “турбулентной
вязкости”. Самоиндуцированный подсос жидкости в тонкий ТПС можно рассматривать как ме-
ханизм действия “турбулентной вязкости”, который приводит к подаче кинетической энергии в
зону генерации турбулентности. Стационарное решение, которое было найдено, не зависит от
масштабов зоны генерации турбулентности или зоны вязкой диссипации Колмогорова в основ-
ном приближении. Напротив, именно на фоне этого вторичного стационарного профиля скоро-
сти и могут поддерживаться пульсации в ТПС.

ϕ = π 2
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1 21
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Фиг. 6. Предлагаемая структура решения в турбулентном пограничном слое.
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Найденная фундаментальная система уравнений относительно базовых стационарных верти-
кальных и продольных скоростей состоит из двух вязких уравнений, в отличие от ламинарного
или осредненного пограничного слоя.

Найденные решения согласуются с экспериментальными данными различных авторов в ши-
роком диапазоне чисел Рейнольдса на внешней половине толщины пограничного слоя даже в
присутствии переноса массы через обтекаемую поверхность.

ПРИЛОЖЕНИЕ А

Подставляя асимптотические разложения (2.5) в (2.1)–(2.4) и последовательно выделяя глав-
ные члены в уравнениях, получаем задачи для возмущения первого порядка  и :

(A1a)

(A1б)

В результате была получена невязкая система уравнений, введенная в [56] для описания эволю-
ции малых возмущений. В случае двумерной базовой скорости  уравнения для пульсаций

 отделяются. Зная , можно рассчитать поперечные пульсации из соответствующего урав-
нения импульса и продольные пульсации из уравнения неразрывности.

Решения невязкой линейной задачи (A1) традиционно ищутся в форме бегущих волн
 с действительным  (мы называем эти решения тип 1). Если основной про-

филь скорости  наполненный, а именно, не имеет точки перегиба, то спектр решений системы
(A1) непрерывен, дискретных нарастающих мод нет и фазовая скорость действительна (см. мо-
нографию [57] и [58]). Такие решения ограничены вблизи обтекаемой поверхности, в отличие от
турбулентных пульсаций, которые усиливаются по мере приближения к стенке.

Кроме того, в статье [42] было обнаружено другое решение, которое ведет себя сингулярно
при стремлении к некоторой точке на обтекаемой стенке (мы называем его тип 2) и не может
быть представлено в виде бегущих волн. Качественно оно напоминает поведение турбулентных
пульсаций.

Система уравнений (A1) линейна и содержит производные только по быстрым переменным
, и в общем случае возмущения  должны быть суммами двумерных стационар-

ных членов, зависящих от медленной переменной  и нестационарных быстрых пульсаций (на-
зовем такие стационарные решения тип 3):

(A2)

Для пульсации , если нет физических причин для появления стационарной поперечной со-
ставляющей, то такого члена быть не должно. Подстановка формул (A2) в систему (A1) показы-
вает, что медленные функции с индексом, содержащим ноль, исключаются при дифференциро-
вании и никак не влияют на решение системы (A1), а именно, система уравнений (A1) справед-
лива для пульсаций , а медленные функции  остаются произвольными.

В статье исследуется стационарное решение именного третьего типа, которое можно найти,
рассматривая следующие приближения.
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Уравнения для второго приближения можно представить следующим образом:

(A3)

В уравнениях (A3) для возмущений второго порядка линейные операторы совпадают с операто-
рами в (A1); однако появляются неоднородные квадратичные члены. В (A3) также оставлены
вязкие члены в соответствии с результатами [43], где было установлено, что параметр 
может принимать счетное число собственных значений от конечных величин до бесконечно
больших величин. По экспериментальным данным [7], можно оценить значения этого парамет-
ра на конечных расстояниях от зоны ламинарно-турбулентного перехода . В отличие от
традиционного метода многих масштабов, производные по медленной переменной  не появи-
лись в системе (A3), за исключением уравнения неразрывности. Это объясняется специальным
выбором формы исходной системы уравнений (2.1)–(2.4) и разложением искомых функций по
степеням , а медленные производные убывают по степеням . Соответственно, дифференци-
альные уравнения для амплитуд пульсаций могут быть получены только из третьего приближе-
ния, а система (A3) используется для определения медленного стационарного вторичного возму-
щения .

Подстановка выражений (A2) в систему уравнений (A3) позволяет нам разложить правые ча-
сти (A3) на суммы стационарных и нестационарных членов. В результате система уравнений для
возмущений второго порядка   распадается на две системы: стационар-
ную (A4a) для   и нестационарную (A4б) для  :

(A4a)

(A4б)

Вклад в стационарные неоднородные члены выражается через скорость ; следовательно, толь-
ко она и раскладывается на компоненты в (A4a, б) там, где это необходимо. Сначала мы должны
решить стационарную задачу (A4a). Для этого можно исключить  из первого уравнения и
получить обыкновенное дифференциальное уравнение для  относительно переменной .
В результате решение задачи (A4a) для стационарной неоднородности имеет вид

(A5)
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Если функции G и E, а именно стационарные правые части уравнений, произвольны, то из фор-
мул (A5) следует появление секулярного члена в вертикальной скорости , линейно возраста-
ющего с увеличением , что приводит к нарушению справедливости исходных асимптотических
разложений (2.5). Чтобы исключить нефизические растущие решения (A5), необходимо прирав-
нять к нулю , откуда следует необходимое условие отсутствия вековых членов:

(A6)

Это условие представляет собой обыкновенное нелинейное дифференциальное уравнение тре-
тьего порядка для вторичной вертикальной стационарной скорости из первого приближения.
Для него можно поставить только одно граничное условие – условие непротекания на стенке.
Детальный анализ нестационарной системы (A4б) может быть проведен, только если мы знаем
скорости .

Следующим этапом является анализ вторичной стационарной продольной скорости  в по-
граничном слое, что возможно только при известной вертикальной скорости жидкости .
Из уравнения неразрывности в первом приближении можно найти быстрое возмущение гори-
зонтальной скорости :

(A7)

Оно содержит стационарный, линейный по  член, который в отличие от вертикальной скоро-
сти невозможно исключить явно. Поэтому необходимо проверить справедливость асимптотиче-
ского разложения для продольной скорости на масштабах  . Подстановка 
из (2.9) в  и в асимптотическое разложение продольной скорости дает оценки членов на ука-
занных масштабах:

Если величина параметра  конечна, то асимптотическое разложение для u очевидно
нарушается. Однако аналитическое исследование [43] показало, что параметр  может
принимать счетное число собственных значений, бесконечно нарастающих с ростом номера i, и
в пределе асимптотическое разложение справедливо. А экспериментальные данные из [7] пока-
зывают, что характерное  и растет с ростом координаты рассматриваемой точки на пла-
стине. Более того, линейно возрастающее возмущение продольной скорости не входит в задачу (A4a)
и не может повлиять на вывод уравнения (A6).

Чтобы определить основной профиль скорости , мы рассмотрим стандартное уравнение
продольного импульса в системе Навье–Стокса. Оно не приведено в системе (2.1)–(2.4), однако
его вид хорошо известен:

(A8)

Подставляя асимптотические разложения (2.5) и выделяя последовательно главные члены урав-
нения, можно получить уравнение для возмущений первого порядка:

(A9)

Как и в уравнениях для вертикальных скоростей, в левой части оставлен оператор, зависящий от
быстрых переменных. В правой части находятся стационарные медленные и нестационарные
быстрые неоднородные члены. Пульсация продольной скорости не должна содержать стацио-
нарного линейного члена (поскольку он уже выделен в (A7)), что возможно только в том случае,
если медленная правая часть (A9) приравнивается к нулю. То есть надо выполнить своеобразное
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условие совместности в уравнении продольного импульса, ведь оно дифференцировалось один
раз, чтобы вывести уравнение для давления (2.1). В результате мы можем найти уравнение для
продольной стационарной скорости в турбулентном пограничном слое, которое является вяз-
ким, как и для вертикальной скорости:

(A10)
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