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Рассмотрена сингулярно возмущенная периодическая задача для параболического уравне-
ния реакция–диффузия–адвекция типа Бюргерса с модульной адвекцией и линейным уси-
лением. Получены условия существования, единственности и асимптотической устойчиво-
сти по Ляпунову периодического решения с внутренним переходным слоем и построено его
асимптотическое приближение. Асимптотический анализ применен при решении задачи
граничного управления для достижения требуемого закона движения фронта. Сформулиро-
вано понятие асимптотического решения этой задачи, получены достаточные условия суще-
ствования и единственности решения, построено асимптотическое приближение ее реше-
ния. Библ. 22.
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1. ВВЕДЕНИЕ
В настоящей работе асимптотический анализ применен при решении задачи граничного

управления для сингулярно возмущенного уравнения типа Бюргерса (уравнения реакция–диф-
фузия–адвекция) с модульной адвекцией и линейным источником (линейным усилением). Рас-
смотрен случай решения с внутренним переходным слоем и построено асимптотическое при-
ближение такого решения. Доказано существование решения с построенной асимптотикой и его
асимптотическая устойчивость по Ляпунову. Под задачей граничного управления понимается
задача определения граничных условий, при которых достигается заданный режим движения
фронта. Отметим, что сформулированная задача, несмотря на определенную аналогичность, от-
личается от обратной задачи определения параметров модели по наблюдению за движущимся
слоем, так как в этом случае наблюдаемый режим входит в число реализуемых (достижимых) в
рамках условий прямой задачи, определяющих модель. В рассматриваемой задаче это требует
исследования, что определяет новизну развиваемого подхода.

Подобные задачи возникают в газовой динамике, в нелинейной теории волн, биофизике, хи-
мической кинетике и многих других практических приложениях и описываются нелинейными
параболическими уравнениями с малыми параметрами при производных (см., например, [1] и
ссылки в этой работе). К этому классу задач относятся уравнения Бюргерса (см. [2], [3]) и урав-
нения типа Бюргерса (см. [4]–[8]), которые интенсивно изучаются в связи с тем, что они высту-
пают в качестве математических моделей, выявляющих основные механизмы, определяющие
поведение и более сложных моделей нелинейной теории волн. Особенностью задач указанного
типа является то, что их решения могут содержать узкие пограничные и/или внутренние слои –
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стационарные и/или движущиеся фронты. Поэтому как прямые, так и соответствующие обрат-
ные задачи чрезвычайно сложны для численного решения, что требует развития специальных
методов исследования (см., например, обзор [9], где изложены базовые идеи, развиваемые в этих
классах задач, и более позднюю работу [10]). Асимптотический анализ сингулярно возмущенных
периодических краевых задач типа реакция–диффузия–адвекция может быть найден, напри-
мер, в [11]–[19]. Настоящая работа посвящена исследованию нового класса обратных коэффи-
циентных задач для таких уравнений. Обратные коэффициентные задачи широко исследуются в
связи со многими приложениями (см., например, [20]–[22] и ссылки в этих работах). Но заме-
тим, что развиваемые подходы не являются эффективными для сингулярно возмущенных урав-
нений. Поэтому применение асимптотического анализа, помимо повышения устойчивости
стандартных методов решения обратных задач, позволяет получить совершенно новый подход к
решению таких задач. Важной особенностью асимптотического подхода к исследованию нели-
нейных дифференциальных уравнений с малыми параметрами является то, что асимптотиче-
ский анализ позволяет свести исходную нелинейную сингулярно возмущенную задачу к набору
более простых задач, дающих возможность установить более простые связи между входными
данными и искомыми параметрами обратной задачи, некорректность которых существенно ни-
же исходной задачи или вовсе отсутствует. Эти идеи были применены в [13]–]15].

В настоящей работе получила дальнейшее развитие концепция асимптотического решения
обратных задач, предложенная авторами в [16], [17], и состоящая в том, что асимптотический
анализ позволяет свести исходную коэффициентную задачу к более простой некорректно по-
ставленной, а в ряде случаев – к корректно поставленной задаче. При этом отметим, что в ука-
занных работах решалась обратная задача, а уравнение, описывающее главный член в асимпто-
тике движения слоя, было конечным (алгебраическим).

Структура работы такова. В разд. 2 и 3 приведена постановка прямой задачи, сформулирована
теорема существования решения, в рамках условий которой получено асимптотическое прибли-
жение решения прямой задачи и решается обратная задача граничного управления. В разд. 4
приводится и обсуждается асимптотическое решение задачи граничного управления.

2. ПОСТАНОВКА ПРЯМОЙ И ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ
Рассмотрим задачу для нелинейного сингулярно возмущенного уравнения типа реакция–

диффузия–адвекция, называемого в приложениях уравнением типа Бюргерса и применяемого,
например, в нелинейной теории волн для описания нелинейных волн в среде без дисперсии с ли-
нейным усилением (см. [5]–[8]). А именно,

(1)

где  – малый параметр , а функции  и  – достаточно гладкие и -периоди-
ческие по переменной ,  – постоянная.

Для этой задачи (прямая задача) будет сформулирована теорема существования решения, в
рамках которой будет поставлена обратная задача граничного управления и получено ее асимп-
тотическое решение.

Рассматриваемая нами прямая задача (1) является частным случаем изученной в [10]:

(2)

где  – малый параметр, а функции ,  и  – достаточно гладкие и -пе-
риодические по переменной .

Введем определения:   
 где  – -периодическая функция, причем  при всех .
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Решением задачи (2) назовем -периодическую функцию 
, удовлетворяющую уравнению (2) в каждой из подобластей  и , а также

граничным условиям.
В [10], [19] при определенных условиях на входящие в задачу функции было доказано суще-

ствование периодического решения, его асимптотическая устойчивость по Ляпунову, а также
получено асимптотическое приближение решения по параметру . В этих работах получены
условия, при которых задача (2) имеет -периодическое по переменной  решение вида движу-
щегося фронта: на интервале  существует точка , движущаяся по периодическому во
времени закону, в окрестности которой наблюдается узкий внутренний переходный слой, т.е.
слева от указанной точки (при ) решение близко к некоторому уровню , а
справа (при ) – к . Указанные функции  и  являются реше-
ниями вырожденного уравнения и определены ниже в условии 2.

Положение точки перехода  заранее неизвестно и определяется (при фиксированном )
условием пересечения решения  и некоторого уровня между  и  (в рассмат-
риваемой задаче – нулевого уровня). Таким образом, положение точки перехода  опреде-
лим условием .

Обратная задача для (1) (задача граничного управления), рассмотренная в данной работе, за-
ключается в нахождении одного из граничных условий (для определенности – правого ),
при котором фронт будет двигаться по заданному временному закону. Второе граничное условие

 при этом считается известным.
Асимптотическим решением задачи граничного управления мы называем такое решение за-

дачи определения граничного условия, при котором скорость или положение фронта получается
как асимптотическое приближение по малому параметру к заданному. Показано, что для рас-
сматриваемого класса уравнений задача граничного управления сводится к решению алгебраи-
ческих уравнений, связывающих наблюдаемое положение и скорость движущегося фронта с ко-
эффициентами в уравнении и граничными условиями. Аналогично может быть рассмотрена за-
дача определения граничного условия по наблюдению траектории движения фронта при
условии, что погрешность в измерении как положения, так и скорости движения фронта мала.

3. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ АСИМПТОТИЧЕСКОГО
ИССЛЕДОВАНИЯ ПРЯМОЙ ЗАДАЧИ

Приведем основной результат работ [10], [19] для задачи (2), который будет применен при
формулировке условий теоремы существования решения прямой задачи (1), а также использо-
ван для решения задачи граничного управления для (1).

3.1. Условия и теорема существования решения задачи (2)

Если положить  в уравнении (2), получим вырожденное уравнение

(3)

Уравнение (3) – обыкновенное дифференциальное уравнение первого порядка. Оно рассмат-
ривается с одним из дополнительных условий из задачи (2):

(4)

(5)

Относительно этих задач предполагаются следующие условия.

Условие 1. Функции ,  и  – достаточно гладкие и -периодические по пере-
менной при , причем
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Условие 2. Задачи (3), (4) и (3), (5) имеют решения  и , определенные
при  , -периодические по переменной  и удовлетворяющие неравенствам

Отметим, что  при всех  , и введем функцию

(7)

Условие 3. Пусть задача

(8)

имеет -периодическое решение , причем

Замечание 1. Из теоремы сравнения для периодической задачи (8) (см., например, [18]) следу-
ет, что простым достаточным условием выполнения условия 3 является следующее:

Замечание 2. В силу условий 2 и 3 для всех  имеет место важная для дальнейшего оценка

(9)

Условие 4. Функция  такова, что

Условие 4 обеспечивает локальную единственность и устойчивость решения  задачи (8).
Основным результатом работ [10], [19] является следующая теорема.
Теорема 1. Пусть выполнены условия 1–4. Тогда для достаточно малых  существует асимпто-

тически устойчивое по Ляпунову решение  задачи (2) такое, что для любого сколь угодно ма-
лого, но фиксированного  имеют место предельные соотношения

Более того,  ,  для  , и
 для  .

Замечание 3. В [10], [19] получено более подробное описание структуры переходного слоя и
более точное асимптотическое приближение решения.

3.2. Теорема существования решения задачи (1)
Вырожденное уравнение в задаче (1)

Функции  и  определяются как решения задач Коши
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Они находятся в явном виде и являются -периодическими по  при каждом фиксированном
:

(11)

Заметим, что так как  и  при  (условие 1), то условие 2 также выполнено и

Для выполнения условий теоремы 1 в рассматриваемом случае функция

введенная в уравнении (8), должна удовлетворять условиям 3 и 4, которые необходимо проверять
в конкретных задачах. В частности, ниже в п. 3.3 показано, что при достаточно больших значе-
ниях коэффициента усиления  выполнение условий 3 и 4 гарантировано.

Имеет место теорема существования решения прямой задачи (1), являющаяся следствием
теоремы 1 при перечисленных выше условиях.

Теорема 2. Пусть выполнены условия 3 и 4. Тогда для достаточно малых  существует асимпто-
тически устойчивое по Ляпунову решение  задачи (1) такое, что для любого сколь угодно ма-
лого, но фиксированного  выполнены предельные соотношения

Более того, при всех  имеют место оценки  а также

 для  и  для 
Сделаем важное для формулировки основного результата обратной задачи замечание.
Замечание 4. Из доказательства теорем 1 и 2 также следует непрерывная зависимость ре-

шения задачи (1) от малых возмущений граничных условий, т.е. если в задаче (1) заменить,
например,  на функцию , зависящую гладким образом от малого параметра ,
причем , то имеет место следующий результат (аналог теоремы 2):

, а также  для  и 
 для  при всех .

3.3. Существование решения задачи (1) при больших 

В случае больших коэффициентов усиления  условие 3 выполнено, так как

и

и, следовательно, при достаточно больших 

Поэтому в случае достаточно больших значений коэффициента усиления  условия су-
ществования решения задачи (8) (см. замечание 1), удовлетворяющего неравенствам

, выполняются. В других случаях условие 3 требует проверки, и задачу (8) необходи-
мо решать для конкретных входных данных.
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Для проверки условия 4 найдем производную

Видим, что первое слагаемое в числителе дроби в квадратных скобках отрицательно, так как
, а функции  и  имеют разные знаки; второе слагаемое ограничено ввиду гладкости

функций  и . Следовательно, при достаточно больших  функция  монотонна по
переменной , причем  при всех , и условие 4 выполняется. Таким
образом, достаточно большое значение коэффициента  обеспечивает выполнение условий 3 и
4 и гарантирует однозначную разрешимость прямой задачи (1).

C учетом формул (11) и (7) задача (8)

определяющая главный член асимптотики положения фронта , преобразуется к виду

(12)

Следовательно, функция  удовлетворяет соотношению

(13)

4. АСИМПТОТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ГРАНИЧНОГО УПРАВЛЕНИЯ

Пусть задан желаемый закон движения фронта, т.е. задана функция  на интерва-
ле времени, равном периоду . Задача граничного управления заключается в нахождении одного
из граничных условий (для определенности – правого ), при котором фронт будет двигать-
ся по заданному временному закону. Второе граничное условие  при этом считается извест-
ным, и мы предполагаем, что выполнены условия существования решения задачи (1).

Постановку обратной задачи можно записать в операторном виде

(14)

В данной работе точный оператор  задачи (14) мы заменяем на приближенный оператор ,
определяемый соотношением (13). Из теоремы 2 следует, что . В результате реша-
ется задача

(15)

решение которой  и есть асимптотическое решение задачи граничного управления,
так как подстановка его в (14) обеспечивает желаемый закон движения фронта  с за-
данной точностью .

Из (13) получим
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Обозначим . Тогда из уравнения  найдем . Разре-
шимость этого уравнения относительно  обеспечивается тем, что  (см. (9)), следователь-
но,  при всех .

Тогда

(16)

Видим, что  при всех , так как  и  при всех .

Покажем, что функция  является -периодической по , если  и  – -перио-
дические по . Действительно, в силу -периодичности , определений  и функции 

справедливо равенство . Таким образом, . Это с уче-
том -периодичности функции  обеспечивает -периодичность .

Заметим, что мы строим асимптотическое решение задачи граничного управления, т.е. иско-
мое граничное условие (в нашем случае – на правой границе) должно быть определено так, что-
бы требуемый режим движения фронта был бы реализован с заданной точностью.

Одним из результатов асимптотического анализа, проведенного в [10], являются равномер-
ные по  оценки

(17)

Если желаемый закон движения фронта задан, т.е. определена достаточно гладкая функция
, удовлетворяющая условию , то заменив в (16) главный член асимптотики

положения фронта  на заданную функцию  и учитывая, что ,
получим

(18)

Здесь введено обозначение

Формула (18) дает асимптотическое решение задачи граничного управления с точностью .
Таким образом, обратная задача граничного управления для уравнения Бюргерса с модуль-

ной адвекцией и линейным усилением сводится к линейному алгебраическому уравнению (13),
связывающему наблюдаемые параметры движущегося фронта с коэффициентами в уравнении и
граничными условиями. Решение (16) этого уравнения относительно функции  в силу за-
мечания 4 является асимптотическим решением задачи граничного управления для (1) с точно-
стью , т.е. обеспечивает реализацию заданного режима движения фронта (скорость и поло-
жение) с точностью . Отметим также, что заданный режим движения, для которого не вы-
полняется условие , не является реализуемым, так как не выполнены условия прямой

задачи. Это легко иллюстрируется на примере: если , то , что противоречит
условию постановки прямой задачи.

Проведенные выше исследования позволяют сформулировать следующий результат.
Теорема 3. Пусть задан требуемый закон движения внутреннего слоя , где  – до-

статочно гладкая -периодическая функция, удовлетворяющая условию . Тогда при доста-
точно большом коэффициенте усиления  и достаточно малых  существует асимптотическое
решение задачи граничного управления для уравнения (1) , задаваемое формулой (18).

В данной задаче можно получить более точное асимптотическое приближение по параметру
граничного управления. Проиллюстрируем это на примере построения граничной функции,
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обеспечивающей заданный режим движения фронта (скорость и положение) с точностью .
Для этого будем строить граничное управление в виде

и запишем исходную задачу (1)

(19)

Для построения асимптотического приближения граничного управления воспользуемся ал-
горитмом, предложенным в [10].

Главный член асимптотического приближения граничного управления – функция  –
определен выше и обеспечивает реализацию требуемого режима движения фронта с точностью

. Функцию  будем подбирать так, чтобы граничное управление  обес-
печивало реализацию требуемого режима движения фронта с точностью .

Регулярные члены первого приближения по  – функции  и  – определяются
как -периодические решения задач

(20)

где  – известные -периодические функции.
Решения задач (20) находятся в явном виде и являются -периодическими по  при каждом

фиксированном , а именно,

(21)

(22)

Асимптотическое приближение положения фронта (см. [10]) имеет вид

где  определена в (13), а  является решением задачи

(23)

(24)

Функции  известны и выражаются через найденные на предыдущем шаге асимптотиче-
ской процедуры, а  определена в (22).
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Тогда из (22) получим

(25)

где  находится в явном виде из (24) с учетом (23), причем в (23)

Введя, как и выше, переменную , получим

(26)

Если требуемый закон движения фронта  задан, то, заменяя в (25) главный член
асимптотики положения фронта  на функцию  и учитывая, что 

, получим приближение граничного управления

Аналогичным образом могут быть построены асимптотики граничного управления более высо-
кого порядка.

Очевидно, что изложенные результаты могут быть применены к близкой обратной задаче
определения граничного условия на основе наблюдения положения внутреннего переходного
слоя в случае, если имеется априорная информация о приближенном значении положения

 и скорости движения внутреннего слоя .

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе получил дальнейшее развитие асимптотико-численный подход к решению прямых

и обратных задач для уравнений, решения которых содержат пограничные и внутренние слои.
Концепция асимптотического решения обратных коэффициентных задач, предложенная авто-
рами, применена к новому классу периодических по времени задач типа реакция–диффузия–
адвекция с внутренними переходными слоями. Развиваемый подход продемонстрирован на
примере задачи граничного управления для уравнения Бюргерса с модульной адвекцией и ли-
нейным усилением. Показано, что для этого класса уравнений асимптотическое решение задачи
граничного управления сводится к существенно более простой задаче, связывающей скорость
движущегося фронта с коэффициентами в исходном уравнении и граничными условиями.
Предлагаемый подход может быть применен к достаточно широкому классу задач с пограничны-
ми и внутренними слоями.

Авторы выражают благодарность рецензенту за внимательное прочтение статьи и ряд ценных
замечаний.
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