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Рассматривается нестационарная задача об изгибе консольно-закрепленной упругодиффу-
зионной ортотропной балки Тимошенко под действием нагрузки, приложенной к свободно-
му концу балки. Модель учитывает конечную скорость распространения диффузионных воз-
мущений вследствие релаксации диффузионных потоков. Физико-механические процессы
описываются связанной системой уравнений изгиба балки Тимошенко с учетом диффузии.
Решение задачи ищется с помощью метода эквивалентных граничных условий. Для этого
рассматривается вспомогательная задача, решение которой получается с помощью инте-
грального преобразования Лапласа по времени и разложения в тригонометрические ряды
Фурье. Далее строятся соотношения, связывающие правые части граничных условий исход-
ной и вспомогательной задачи. Эти соотношения представляют собой систему интегральных
уравнений Вольтерра I рода. Решение этой системы осуществляется численно с помощью
квадратурных формул. На примере трехкомпонентного материала выполнено численное ис-
следование взаимодействия нестационарных механического и диффузионного полей в орто-
тропной балке. В заключение приведены основные выводы о влиянии связанности полей на
напряженно-деформированное состояние и массоперенос в стержне. Библ. 31. Фиг. 8.
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ВВЕДЕНИЕ

В работе исследуются нестационарные упругодиффузионные колебания балки Тимошенко.
Эта модель является уточнением классической модели балки Бернулли–Эйлера, за счет учета
деформаций сдвига и влияния инерционных сил при повороте нормали относительно средин-
ной поверхности.

Классическая модель балки Бернулли–Эйлера является наиболее простой из всех балочных
моделей и в ряде случаев обеспечивает удовлетворительную точность решения инженерных за-
дач, связанных с расчетом конструкций на прочность. Однако учет деформаций сдвига, которых
нет в модели Бернулли–Эйлера, может оказаться существенным, для расчетов стержней, изго-
товленных из анизотропного материала, у которых модуль сдвига много меньше модуля Юнга.
Так же важное значение имеет учет деформаций сдвига в задачах устойчивости трехслойных
стержней и пластин, где два несущих слоя выполнены из тонкого высокопрочного жесткого ма-
териала, между ними легкий и менее прочный заполнитель.

Балки, пластины и оболочки являются основой любой конструкции, поэтому их моделям по-
священо очень большое количество научных работ. Среди наиболее современных работ можно
отметить [1]–[6], где изложены общие принципы построения уравнений теории пластин и обо-
лочек, основанные на вариационных принципах и асимптотических методах моделирования.
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Здесь же изложены методы решения задач об изгибе пластин и оболочек при различных спосо-
бах закрепления и различных видов механического нагружения.

Следует отметить, что расчет тонкостенных конструкций существенно усложняется в том
случае, когда приходится учитывать взаимодействие полей различной физической природы: ме-
ханических, диффузионных, температурных и пр. Поэтому чаще всего ограничиваются исследо-
ванием взаимодействия стационарных физических полей в сплошных средах и технических си-
стемах.

Анализу механодиффузионных процессов и оценке их влияния на несущую способность
стержней, пластин и оболочек посвящены работы [7]–[14]. В работах [7], [8] исследуется влия-
ние диффузионных процессов на несущую способность пологой трансверсально-изотропной
оболочки. Контактное нестационарное взаимодействие стержня с упругим полупространством
рассматривается в работах [9], [10]. Публикации [11]–[13] посвящены исследованию механодиф-
фузионных процессов в пластинах. Расчет сферических оболочек с учетом диффузии рассмотрен
в [14].

Моделирование нестационарных процессов как в тонкостенных элементах конструкций,
так и в сплошных средах представляет собой достаточно сложную математическую задачу, свя-
занную с обращением преобразования Лапласа, которое применяется при аналитических мето-
дах решения нестационарных начально-краевых задач. В большинстве случаев эта проблема ре-
шается с помощью специальных квадратурных формул, позволяющих приближенно вычислить
интеграл Меллина. В качестве наиболее известных алгоритмов используются: метод Дурбина
[15], [16], “Gaver-Stehfast algorithm” [17], “Zakian’s algorithm” [18], методы основанные на ис-
пользовании ортогональных полиномов Лежандра [14] и пр. Подробное описание методов об-
ращения преобразования Лапласа можно найти также в монографии [19]. Данные методы хоро-
шо зарекомендовали себя при вычислении оригиналов в определенном классе функций. Одна-
ко для нахождения функций Грина эти алгоритмы не пригодны, так как функции Грина
принадлежат к классу обобщенных функций, что затрудняет использование методов численно-
го интегрирования.

В настоящей работе рассматривается задача о нестационарных колебаниях консольно-за-
крепленной балки с учетом диффузии. Уравнения упругодиффузионных колебаний балки полу-
чены из классической модели механодиффузии для сплошных сред с помощью вариационного
принципа Даламбера [20], [21]. Основная сложность в решении данной задачи заключается в
том, что краевые условия, соответствующие консольному закреплению, не позволяют восполь-
зоваться методом Фурье разделения переменных. Это существенно осложняет обращение пре-
образования Лапласа, о котором говорилось ранее. Например, для свободно опертых балок [20],
[21] применение метода Фурье и преобразования Лапласа позволяет свести проблему обращения
преобразования Лапласа к проблеме нахождения оригиналов от рациональной функции. Такая
задача решается аналитически с помощью вычетов и таблиц операционного исчисления.

Таким образом, задача об изгибе консольно-закрепленной балки с учетом диффузии намно-
го сложнее аналогичной задачи для свободно опертой балки. Для ее решения предлагается ис-
пользовать метод эквивалентных граничных условий, который заключается в том, что вместо
исходной задачи рассматривается вспомогательная задача того же вида, но с граничными усло-
виями, допускающими представление решений в виде рядов Фурье. Далее строятся соотноше-
ния, связывающие правые части граничных условий обеих задач. Эти соотношения записыва-
ются в виде системы интегральных уравнений Вольтерра I рода. Затем полученная система
уравнений решается численно с помощью квадратурных формул. Предложенный метод был
апробирован при решении аналогичной задачи для консольно-закрепленной балки Бернулли–
Эйлера [22].

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В работе рассматривается задача о нестационарном упругодиффузионном изгибе консольно-
закрепленной ортотропной балки Тимошенко (фиг. 1).



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 62  № 11  2022

НЕСТАЦИОНАРНЫЙ ИЗГИБ 1897

Математическая постановка представляет собой замкнутую систему уравнений поперечных
колебаний балки с учетом диффузии, которая получена из общей модели упругой диффузии для
сплошных сред с помощью вариационного принципа Даламбера [20], [21]:

(1)

Здесь точки обозначают производную по времени, штрихи – производную по координате .
Все величины в (1) являются безразмерными. Для них приняты следующие обозначения:

где  – время;  – прямоугольные декартовы координаты;  – поперечный прогиб балки;  –
угол поворота сечения;  – длина балки;  – коэффициент сдвига Тимошенко, который зависит
от формы балки (для прямоугольного сечения балки );  – линейная плотность прира-

щения концентрации -й компоненты вещества в составе многокомпонентной среды;  – на-
чальная концентрация -го вещества;  – упругие постоянные;  – плотность;  – коэффи-

циенты, характеризующие объемное изменение среды за счет диффузии;  – коэффициенты

диффузии;  – универсальная газовая постоянная;  – температура среды;  – молярная мас-
са -го вещества;  – площадь сечения;  – момент инерции сечения балки относительно оси

;  – время релаксации диффузионных потоков;  – распределенная поперечная нагрузка;
 – распределенный изгибающий момент.

Компоненты тензора напряжений определяются с помощью равенств [20], [21]:
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Описываемая здесь модель учитывает конечную скорость распространения диффузионных
возмущений, что обусловлено релаксацией диффузионных потоков. Инерционность в уравне-
ния теплопереноса первым ввел Максвелл, а в 1948 году Каттанео был предложен вариант закона
Фурье с релаксационным членом. Предложенная идея была распространена на модели, описы-
вающие диффузионные процессы. В настоящее время существуют различные обобщения зако-
нов Фурье и Фика, с которыми можно ознакомиться в работах [23]–[27]. Используемая в данной
работе модель массопереноса основана на теории Грина–Нагди [23], [27], согласно которой
компоненты вектора диффузионного потока должны удовлетворять соотношениям:

(2)

Верхний предел суммирования  в уравнениях (1) и формулах (2) определяется на основе за-
данной точности вычислений. Однако, как показывают расчеты [27], практически всегда можно
ограничиться значением , а в большинстве случаев приемлемая точность обеспечивается
даже при  (модель Каттанео). Случай  соответствует классической модели массопе-
реноса с бесконечной скоростью распространения диффузионных возмущений.

Выражения для изгибающих моментов  и перерезывающих сил , заданных на свободном
конце стержня, также получены в работах [20], [21]

Начальные условия полагаем нулевыми. Граничные условия в соответствии с моделью изгиба
консоли имеют вид :

(3)

2. МЕТОД РЕШЕНИЯ

Как было отмечено во введении, основная проблема в решении поставленной задачи заклю-
чается в невозможности использования метода разделения переменных. Это не так важно, когда
речь идет о статическом или стационарном изгибе балки. В данном случае указанное обстоятель-
ство существенно осложняет обращение преобразования Лапласа, которое используется при ре-
шении этой задачи. Для преодоления указанной проблемы предлагается использовать метод эк-
вивалентных граничных условий, который был успешно применен для решения аналогичной за-
дачи для балки Бернулли–Эйлера [22].

Суть алгоритма заключается в том, что на начальном этапе вместо исходной задачи рассмат-
ривается вспомогательная задача со следующими граничными условиями:
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Ее решение в интегральной форме записывается в виде

(5)

Здесь  – функции Грина задачи (1), (4), которые являются решениями следующих задач:

(6)

(7)

Для нахождения функций  используются преобразование Лапласа по времени и разложе-
ние в ряды Фурье. Применяя указанные действия к вспомогательной задаче (6), (7), получаем
следующую систему линейных алгебраических уравнений (  – параметр преобразования Лапла-
са, верхний индекс  обозначает трансформанту Лапласа):
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Коэффициенты  и правые части  системы (8) приведены в Приложении (форму-
лы (25)).

Решение системы (8) имеет вид 
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где ,  и  – многочлены от , приведенные в Приложении (формулы (26) и (27)).
Оригиналы в (10) находятся с помощью вычетов и таблиц операционного исчисления [28]

(11)

Здесь   – нули многочлена ,  – нули многочлена . При  они
имеют вид:

На следующем этапе алгоритма строятся соотношения, связывающие правые части гранич-
ных условий обеих задач. Так как решение вспомогательной задачи должно удовлетворять гра-
ничным условиям (3), то с учетом представлений (5) указанные соотношения записываются в
виде системы интегральных уравнений Вольтерра I рода, которая имеет вид [22]

(12)

где

Как известно, функции Грина принадлежат к классу обобщенных функций. Поэтому ряды (9),
коэффициенты которых определяются равенствами (10), (11), сходятся только в обобщенном
смысле. Это затрудняет применение численных алгоритмов для решения системы (12). Для пре-
одоления указанной трудности проинтегрируем по частям интегралы в (12). Получим систему
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Решение системы (13) будет зависеть от значений  , которые определим исходя
из условия сопряжения начальных и граничных условий в угловых точках пространственно-вре-
менной области рассматриваемых задач. С учетом нулевых начальных условий будем далее по-
лагать, что . В случае часто встречающихся в вычислительной практике разрывных ре-
шений функции  в точке , вообще говоря, не определены и могут принимать любые
значения. Поэтому здесь, исходя из вышеизложенного, также полагаем .

Полученная система уравнений (13) решается численно с помощью квадратурных формул. Для
этого разбиваем область  изменения времени  на  отрезков точками  с

равномерным шагом  и вводим сеточные функции , .

Каждый из интегралов в (13) при  приближенно заменяем суммой, соответствующей
формуле средних прямоугольников:

В результате приходим к рекуррентной последовательности систем линейных алгебраических
уравнений 

(14)

где  – столбец неизвестных, а остальные величины определяются так

Ее решение находится по формулам Крамера и имеет следующий вид:

(15)

Таким образом, решение исходной задачи (1), (3) получается путем численного вычисления
сверток функций Грина вспомогательной задачи (1), (4) с сеточными функциями (15), получен-
ными в результате численного решения системы уравнений (14). При этом с учетом преобразо-
вания (13) свертки (5) запишутся так:

(16)
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Здесь нули многочлена  при  и  представлены в виде

Полагая в граничных условиях (3), (4)

и переходя к пределу при  можно получить решение задачи об изгибе консольно-закреп-
ленной балки под действием статической нагрузки, приложенной к свободному концу. Здесь

 – функция Хевисайда.

Функции Грина статической задачи  выражаются через функции Грина  дина-
мической задачи с помощью соотношений [28]
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Преобразуя свертки (5) с помощью (17), получаем решение статической задачи
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Вычисляя предел (17), получаем следующие выражения для функций , , 
( , суммы рядов найдены с помощью таблиц [29])

(19)

Здесь введены следующие обозначения:

(20)

С учетом предельного перехода (17) система уравнений (12) запишется в виде
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где с учетом формул (19), (20)

(22)

Решение системы (21) находится по формулам (15). При этом используются следующие соот-
ветствия:

Используя равенства (22), получаем

В результате решение статической задачи на основании равенств (18) записывается так

(23)

Для несвязанной задачи при  (в этом случае ) из соотношений (20) получаем,
что ,  и равенства (23) принимают вид

(24)

Заметим, что функции прогиба  и угла поворота сечений , полученные с помо-
щью предельного перехода (17), совпадают с классическим решением статической задачи об из-
гибе консольно-закрепленной балки Тимошенко [30].

4. РАСЧЕТНЫЙ ПРИМЕР

Для расчета рассмотрим стержень длиной  см, прямоугольного сечения 
из трехкомпонентного материала (цинк, медь, алюминий), где в качестве независимых компо-
нент выступают цинк (компонент 1) и медь (компонент 2) [31]:

Для того, чтобы сравнить полученные здесь результаты с результатами в работе [22], попереч-
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Решая численно систему (13) и подставляя найденные оттуда функции в свертки (16), получа-
ем прогибы балки и повороты сечений, представленные на фиг. 2 и 3. Здесь для численного ре-
шения системы уравнений Вольтерра (13) использовалось  точек разбиения. Дальнейшее
увеличение этого количества уже не приводит к какому-либо видимому изменению результатов.

τ = 40N

Фиг. 2. Прогибы балки . Сплошная линия соответствует , пунктирная линия – , штриховая
линия – , штрихпунктирная линия – .

0.8 x0.60.40.20

−0.5

v, 10−3

−1.0

−1.5

−2.0

τv( , )x τ = 3.3 τ = 5.0
τ = 6.6 τ = 10.0

Фиг. 3. Повороты сечений . Сплошная линия соответствует , пунктирная линия – , штри-
ховая линия – , штрихпунктирная линия – .

0.8 1.0
x

0.60.40.20

0

�, 10�3

�1.0

�2.0

�3.0

( )χ τ,x τ = 3.3 τ = 5.0
τ = 6.6 τ = 10.0



1906

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 62  № 11  2022

ЗЕМСКОВ, ТАРЛАКОВСКИЙ

Полученные результаты соответствуют классическим представлениям об изгибе консольно-
закрепленных балок. На фиг. 4 можно видеть, как различаются прогибы балки, полученные с по-
мощью модели Тимошенко и модели Бернулли–Эйлера. Решение аналогичной задачи для балки
Бернулли–Эйлера было получено в работе [22].

Фиг. 4. Прогибы балки . Решение для балки Тимошенко: сплошная линия соответствует , штрих-
пунктирная линия – . Решение для балки Бернулли–Эйлера: пунктирная линия – , штриховая
линия – .

0.8 x0.60.40.20

−0.5

v, 10−3

−1.0

−1.5

−2.5

−2.0

τv( , )x τ = 3.3
τ = 10.0 τ = 3.3

τ = 10.0

Фиг. 5. Прогибы балки  при статической нагрузке. Сплошная линия соответствует решению упруго-

диффузионной задачи; пунктирная соответствует решению упругой задачи при .

0.8 x0.60.40.20
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st x

( )α1 = 0q



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 62  № 11  2022

НЕСТАЦИОНАРНЫЙ ИЗГИБ 1907

Прогибы и повороты сечений, соответствующие статическому режиму нагружения, получе-
ны по формулам (23) и представлены на фиг. 5 и 6. Видно, что при статических нагрузках массо-
перенос не влияет на поле перемещений.

Фиг. 6. Повороты сечений  при статической нагрузке. Сплошная линия соответствует решению упруго-

диффузионной задачи, пунктирная соответствует решению упругой задачи при .

0.8 1.0
x

0.60.40.20

�1.0

0
�, 10�2

�2.0

�3.0

�4.0

( )χ x
( )α1 = 0q

Фиг. 7. Линейная плотность приращения концентрации . Пунктирная линия соответствует

, штриховая линия – , штрихпунктирная линия – , сплошная линия со-
ответствует решению статической задачи.

0.8 1.0
x

0.60.40.20

�0.5

0
H1, 10�4

�1.0

�1.5
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( )τ1 ,H x

τ × 12= 1.5 10 τ × 12= 3.0 10 τ × 12= 8.3 10
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Наконец, на фиг. 7 и 8 показано, как изменяется концентрация первого и второго компонен-
тов в результате нестационарного изгиба консольно-закрепленного стержня. На фиг. 7 видно,

что на рассматриваемом промежутке времени (  мес) приращение концентрации
первого компонента (цинк) практически достигло предельного значения (сплошная линия), ко-
торое соответствует статическому режиму нагружения балки. Диффузия второго компонента
(медь) происходит медленнее. На фиг. 8 видно, что приращение концентрации за время

 года еще очень далеко от предельного значения (сплошная линия). На этих
рисунках предельные значения приращений концентрации цинка и меди (сплошные линии)
определяются по формуле (23).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Предложен алгоритм, который позволяет найти решение нестационарной задачи механодиф-
фузии для консольно-закрепленной балки Тимошенко.

На примере трехкомпонентной балки показано, что нестационарный изгиб консоли иници-
ирует диффузионные потоки каждой из компонент. При этом массоперенос различных компо-
нент осуществляется с различной интенсивностью. Также возникают вертикальные диффузион-
ные потоки цинка и меди, которые компенсируются потоком третьей компоненты. Величина
диффузионного потока увеличивается от закрепленного конца стержня к свободному концу.

Для верификации предложенного алгоритма проанализированы предельные переходы к
классическим задачам теории упругости для консольно-закрепленных балок, а также сделано
сравнение полученных здесь результатов с результатами аналогичной задачи для балки Бернул-
ли–Эйлера, решение которой получено в работе [22]. Исследован предельный переход к стати-
ческим режимам. Выполнено сравнение полученного статического решения с известным клас-
сическим решением для консольно-закрепленной балки Тимошенко [30].

τ × ≈12= 8.3 10 5

τ × ≈13= 8.3 10 4.2

Фиг. 8. Линейная плотность приращения концентрации . Пунктирная линия соответствует

, штриховая линия – , штрихпунктиная линия – , сплошная линия соот-
ветствует решению статической задачи.
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ПРИЛОЖЕНИЕ

1. Коэффициенты  и правые части  системы (8)

(25)

2. Многочлены ,  и  к решениям (10)
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