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Рассматривается твердое тело, близкое к динамически симметричному. Исследуется вопрос
о том, как приблизить это тело системой из двух однородных шаров, чтобы для исходного те-
ла и его приближения совпали бы компоненты тензора Эйлера–Пуансо вплоть до третьего
порядка, а моменты инерции тела были бы хорошо приближены моментами инерции систе-
мы из двух шаров. В качестве примера рассмотрены астероиды (1620) Географ и (25143) Ито-
кава. Библ. 40. Табл. 1.
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Приближение потенциала притяжения динамически симметричного тела потенциалом при-
тяжения пары точек представляет интерес благодаря тому, что задача о движении точки в поле
двух неподвижных притягивающих центров вполне интегрируема. Идея приближения поля при-
тяжения динамически симметричного твердого тела полем притяжения двух массивных точек
восходит к работам М.Д. Кислика [1], [2], Е.П. Аксенова, Е.А. Гребеникова и В.Г. Демина [3], [4],
J.P. Vinti [5] (см. также [6]–[9]). Было получено правило, позволяющее вычислять для такого
приближения расстояния между такими точками, а также из массы. В частности, было установ-
лено, что в зависимости от распределения масс тела концы возникающей в рамках такого рас-
смотрения гантели, могут оказаться разнесенными в комплексную область, а сосредоточенные в
них массы могут оказаться комплексными.

Интегрирование уравнений движения точки в поле притяжения двух притягивающих цен-
тров методом разделения переменных выполнено Л.Эйлером [10]. Систематическое исследова-
ние зависимости движений от параметров задачи было выполнено В.М. Алексеевым [11]. Иссле-
дованию различных аспектов движения точки в поле притяжения равномерно вращающейся
или прецессирующей гантели посвящен ряд работ В.В. Белецкого и А.В. Родникова [12]–[14].

1. ОСНОВОПОЛАГАЮЩИЕ СООТНОШЕНИЯ

Пусть  – динамически симметричное твердое тело массой  с центром масс в точке , осе-
вой и экваториальный центральные моменты инерции которого равны  и  соответственно.
Пусть  – связанная с этим телом система координат, ось  которой направлена вдоль оси
динамической симметрии. Как известно (см., например, [8]), разложение в ряд потенциала при-
тяжения такого тела представимо в виде

(1.1)

1)Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (код проекта 22-21-00297).
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где  – гравитационная постоянная,  – масса тела,  – характерный размер тела, например,
радиус шара, объем которого совпадает с объемом тела,  – расстояние от центра масс тела до
изучаемой точки,  – “географическая широта” изучаемой точки (отстоящей от центра масс тела
на расстоянии ),  – безразмерные постоянные,  – многочлены Лежандра.

Пусть теперь  и  – однородные шары массами  и  и радиусами  и , центры которых
во введенной системе координат задаются как  и . Так как поле притя-
жения однородного шара вне него совпадает с полем притяжения массивной точки, располо-
женной в его центре и имеющей ту же массу, что и сам шар, то для системы двух шаров разложе-
ние, аналогичное (1.1), имеет вид

(1.2)

Следуя перечисленным выше работам, потребуем совпадения первых четырех коэффициен-
тов в разложениях (1.1) и (1.2). Соответствующие равенства примут вид:

(1.3)
(уравнение на совпадение масс);

(1.4)
(условие совпадения центров масс);

(1.5)

(1.6)
(условия совпадения коэффициентов во втором и третьем слагаемых разложения потенциала).

Решение системы (1.3)–(1.6) имеет вид (ср., например, [8], [9])

(1.7)

(1.8)

Причем в зависимости от знака дискриминанта  найденные решения могут быть либо веще-
ственными, либо комплексными. В рассмотренных в дальнейшем примерах дискриминант 
оказался положительным, и поэтому детали теории для случая отрицательного  специально об-
суждаться не будут.

Заметим, что система, образованная двумя массами, сосредоточенными в точках, неудовле-
творительно приближает распределение масс реальных тел: для нее осевой момент инерции ра-
вен нулю. В случае, когда вместо точек рассматриваются однородные шары, это уже не так. По-
этому дополнительно потребуем совпадения осевых моментов рассматриваемого тела и системы
из двух шаров:

(1.9)

Остается подставить в соотношение (1.9) выражения для масс из (1.8) и каким-либо образом до-
полнить соотношение (1.9), которое будет рассматриваться как уравнение на радиусы шаров. То-
му, как это можно сделать, посвятим следующий раздел.

Замечание 1. Если осевой момент инерции  системы двух шаров определен, то экваториаль-
ный момент инерции  определяется из соотношения

(1.10)
Заметим также, что в силу (1.9) и (1.10) получаем

(1.11)

G m R
r

ϕ
r kJ ⋅( )kP

1@ 2@ 1m 2m 1r 2r
1 1= (0,0, )C c 2 2= (0,0, )C c

≥

γ+ + − + ϕ γ  + 
1 2 1 1 2 2

1 1 2

( )= 1 (sin ) , = .
k k

k
k kk

k

G m m m c m cU P
r m mr

+1 2 =m m m

+1 1 2 2 = 0m c m c

+2 2 2
1 1 2 2 2= ,m c m c mJ R

+3 3 3
1 1 2 2 3=m c m c mJ R

     + − +     
     

2
3 3 3

1 2 2
2 2 2

= , = , = 4 ,
2 2 2 2 2
J J JR Rc D c D D J
J J J

   − − +   − −   

3 32 1
1 2

2 1 2 2 1 2

= = , = = .
2 22 2
J Jmc mcm mm D m D

c c J c c JD D

D
D

D

( )+2 2
1 1 2 2

2 = .
5 am r m r I

aI
eI

+ +2 2
1 1 2 2= .e aI m c m c I

− 2
2= .e aI I mJ R



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 62  № 12  2022

О ПРИБЛИЖЕНИИ ДВУМЯ ШАРАМИ ТВЕРДОГО ТЕЛА 2107

2. ОПРЕДЕЛЕНИЕ РАДИУСОВ ШАРОВ, ПРИБЛИЖАЮЩИХ ТЕЛО
Согласно (1.7) расстояние между центрами шаров определяется из соотношения

(2.1)

В дальнейшем, если не сказано противоположное, ограничимся рассмотрением случая .
Естественно предположить, что шары не пересекаются, т.е. выполнено условие

(2.2)

Естественно рассматривать решение относительно  системы, образованной уравнением
(1.9) и неравенством (2.2).

Ограничимся рассмотрением случая, когда шары касаются. В этом случае неравенство (2.2)
обращается в равенство, из которого можно выразить одну из неизвестных, например,

(2.3)
Подстановка этого выражения в уравнение (1.9) дает

(2.4)

Приводя подобные члены, имеем

(2.5)

откуда после учета соотношений (1.7) и (1.8) имеем

(2.6)

Радиус для первого шара находится из соотношения (2.3), имеем

Может быть предложен и иной подход к вычислению радиусов шаров. Будем считать, что по-
верхность тела  задана триангуляционной сеткой  с вершинами . В частности, такими
сетками, построенными в результате анализа данных фотометрии, приближают поверхности ма-
лых небесных тел. Так как центры шаров определены однозначно, то можно выделить из сетки
множество вершин , которые ближе к центру , и множество вершин , которые ближе к
центру . Ясно, что , и в общем случае множества  и , содержащие  и  вер-
шин соответственно, не пересекаются.

Найдем расстояния от центра  до каждой из точек множества  и от центра  до каждой из
точек множества . Вычисленные расстояния составляют множества  и  соответственно.
Для каждого из множеств  и  найдем средние значения  и  таких расстояний. Будем счи-
тать, что величины  и  приближают радиусы шаров  и .

Замечание 2. Наряду со средними значениями  и  в качестве приближений радиусов шаров
 и  можно воспользоваться медианами  и , вычисленными по множествам  и  соот-

ветственно.
Замечание 3. В [15], см. также [16], [17], в рамках т.н. метода -средних, радиусы  и  в каче-

стве приближений радиусов шаров  и  определялись из итерационной процедуры. Прежде
всего по триангулированной поверхности, приближающей поверхность небесного тела, строи-
лось его разбиение на множество тетраэдров с общей вершиной в центре масс. Для каждого из
построенных таким образом тетраэдров определялся его центроид. Далее, на первом шаге итера-
ций за концы гантели принимались две точки тела, наиболее удаленные друг от друга. На следу-
ющем шаге множество центроидов разбивалось на два подмножества, в зависимости от того, к
какой из концевых точек оказывался ближе тот или иной центроид и вычислялись барицентры
каждого из построенных подмножеств. Эти барицентры принимались за концы гантели для сле-
дующей итерации, и процедура повторялась. Останов процедуры происходил после того, как
расстояния между соответствующими концами гантели на текущем и предыдущем шаге оказы-
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вались меньше наперед заданного значения точности. Для подмножеств, построенных в резуль-
тате последней итерации, определялись объемы отвечающих им многогранников. Наконец, вы-
числялись величины  и  – радиусы шаров, отвечающих объемам указанных многогранников.

Замечание 4. Величины  и ,  и ,  и  позволяют оценить плотности  и  шаров  и ,
которые предполагаются однородными:

3. ОСРЕДНЕННОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ПОТЕНЦИАЛА ДЛЯ ТЕЛА, 
БЛИЗКОГО К ДИНАМИЧЕСКИ СИММЕТРИЧНОМУ

Гравитационный потенциал твердого тела в общем виде может быть представлен как (см. [18],
ср. [19])

(3.1)

где , ,  – целые числа, , и  – компоненты тензора Эйлера–Пуансо порядка  (см.,
например, [20]–[26]). В общем случае соотношение (3.1) не может быть представлено в виде (1.1).
Но в случае, когда тело близко к динамически симметричному, вместо потенциала (3.1) можно
рассмотреть потенциал, полученный из (3.1) в результате следующей процедуры осреднения.
Пусть

(3.2)

Тогда осредненный по углу  потенциал

(3.3)

примет вид (1.1). Коэффициенты  и  в выражении (3.3) определяются из соотношений

(3.4)

(3.5)

Для тела, вытянутого вдоль оси , величина , и , что влечет по-
ложительность величины  из (1.7). Принимая во внимание соотношения (3.4) и (3.5) и

, величина  из (2.6) принимает вид

(3.6)

и является положительной, в случае, если . Таким образом, при  соотно-
шение (2.6) позволяет определить две пары вещественных радиусов концевых шаров гантели.

Замечание 5. Указанное осреднение приводит к потенциалу динамически симметричного тела
с осью динамический симметрии . Циклическая перестановка величин , , , а также индек-
сов , ,  коэффициентов  с последующим осреднением по  приводит к случаям, когда ось
динамической симметрии – это ось , а затем ось .

Замечание 6. Осреднение становится осмысленным, если рассматриваемое тело мало отлича-
ется от динамически симметричного, но в строгом смысле не является таковым.

Замечание 7. [“let’s cut corners” (англоязычная идиома “to cut corners”  “делать что-либо
быстро, но, возможно, в ущерб точности” [28])]. В публикации [27] предлагается “не срезать
углы” при вычислении приближенного значения потенциала притяжения, что даже отражено в
названии публикации. В настоящей работе мы, наоборот, “срезаем углы”, чтобы получить выра-
жение, пригодное для применения описываемого подхода.
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4. ПРИБЛИЖЕНИЯ МАЛЫХ НЕБЕСНЫХ ТЕЛ
Осуществим описанные выше вычисления для астероидов (1620) Географ [29], [30] и (25143)

Итокава [31], [32] (см., также, [33]) в предположении, что их поверхности моделируются в рамках
полиэдрального представления, а плотность заключенного в них вещества постоянна. Так, асте-
роид (1620) Географ представляется многогранником с 4092 треугольными гранями и 2048 вер-
шинами, а астероид (25143) Итокава – многогранник с 3688 треугольными гранями и 1846 вер-
шинами.

Для этого нам понадобятся следующие данные, касающиеся изучаемых тел: массы , сред-
ние значения плотностей  и главные моменты инерции , , отнесенные к мас-
сам. Эти данные собраны в табл. 1.

Рассматриваемые астероиды можно приближенно рассматривать как динамически симмет-
ричные тела с осевым моментом инерции  и экваториальным моментом инерции

, так как они обладают ярко выраженной вытянутой формой, а величины

, служащие мерой динамической асимметрии тела, невелики (см., например, дан-

ные в приведенной ниже табл. 1).
Опираясь на вычисленные ранее (см. [34]) значения компонент тензора Эйлера-Пуансо

вплоть до четвертого порядка, из соотношений (3.4) и (3.5) находим величины , ,

km
ρk /(i kk m = 1,2,3i

1= (aI
( )+2 3= /2( (eI

−δ 2 3| |= ( (
k

e kI

iJ = 2,3,4i

Таблица 1. Параметры изучаемых астероидов и эквивалентных им гантелеобразных тел

Параметры 1620 Географ 25143 Итокава

, (кг)
, (кг/м3) 2000 1950

, (м2)
, (м2)
, (м2)

0.0399 0.1338
, (м2)
, (м2)

, (м) 1284 178.6
, (м2)
, (м3)
, (м4)

, (кг)
, (кг)

, (м) 1074.91 121.31
, (м) –936.93 –129.01

 (м) 2011.84 250.33
, (м) – 59.676
, (м) – 182.963

, (м) 1008.008 148.266
, (м) 953.364 148.187
, (м) – 190.651
, (м) – 67.364

, (м) 1055.201 144.590
, (м) 1032.485 143.622

m × 131.7736 10 × 104.6495 10
ρ

1/( m × 53.667 10 × 37.78 10

2/( m × 61.381 10 × 42.291 10

3/( m × 61.366 10 × 42.395 10
δ

/aI m × 53.667 10 × 37.78 10
/eI m × 61.374 10 × 32.343 10

R
2

2J R × 61.007 10 × 41.565 10
3

3J R × 82.779 10 − × 52.406 10
4

4J R × 122.276 10 × 84.586 10

1m × 128.263 10 × 102.396 10

2m × 129.477 10 × 102.253 10

1c
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�

+
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−

1r
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+
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−
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см. табл. 1. Далее, согласно формулам (1.8), (1.7), определяем координаты концов гантели и мас-
сы на ее концах, см. табл. 1.

Замечание 8. Согласно (3.6), для астероида (1620) Географ величина  отрица-
тельная, и, как следствие, определить вещественные значения радиусов  и  невозможно. По-
лучающиеся их комплексные значения  и  требуют
дальнейшего осмысления.

Замечание 9. Вычисления показывают, что в случае, когда в качестве приближений радиусов
шаров  и  принимаются величины  и , то для обоих астероидов имеет место пересечение
шаров  и .

Замечание 10. Радиусам  и  для астероида (1620) Географ отвечают непересекающиеся шары
 и , а для астероида (25143) Итокава шары  и  пересекаются.
В случае, когда в тех или иных предположениях шары пересекаются, возможно, применимы

результаты, изложенные в [35]. Это обстоятельство требует дальнейшего исследования.
Замечание 11. Одним из возможных способов проверки качества представления астероида с

помощью гантелеобразного тела является сравнение точек либрации, найденных с помощью
точного выражения для потенциала и с помощью его гантелеобразного приближения. Так, точки
либрации, в частности для астероидов (1620) Географ и (25143) Итокава, изучались, например, в
[36], [37].

Замечание 12. В качестве примеров контактно-двойных малых небесных объектов, которые
могут быть представлены в виде двух шаров, следует указать такие кометы, как 67Р Чурюмова–
Герасименко, Галлея, Туттля, Борелли, Хартли (cм., например, [38]), а также транснептуновый
объект 2014 MU  Аррокот (cм., например, [39], [40]).

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Естественно, что рассматриваемое приближение, применяемое для того, чтобы была возмож-

ность представить движение космических аппаратов около изучаемых тел в явном виде, сильно
загрубляет задачу. Уточнение потенциала, опирающееся на использование не двух, а трех или че-
тырех шаров, несомненно улучшает качество приближения, но происходит это за счет утраты
возможности аналитического интегрирования уравнений движения космического аппарата в
окрестности рассматриваемых вращающихся гравитирующих тел.
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