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Исследуется задача Авалос–Триггиани для системы волновых уравнений и линейной систе-
мы Осколкова. На основе метода, предложенного авторами указанной задачи, доказана тео-
рема существования единственного решения задачи Авалос–Триггиани. Математическая
модель содержит линейную систему Осколкова, описывающую течение несжимаемой вязко-
упругой жидкости Кельвина–Фойгта нулевого порядка, и волновое векторное уравнение, со-
ответствующее некоторой структуре, погруженной в указанную жидкость. Библ. 17. Фиг. 1.
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1. ВВЕДЕНИЕ
А.П. Осколковым изучались начально-краевые задачи для уравнений, описывающих движе-

ние вязкоупругих жидкостей, “которые способны к релаксации напряжений при деформирова-
нии или проявляют феномен задержанного развития деформаций после снятия напряжений”
[1]. Связь тензора напряжений  и тензора скоростей деформаций  определяет тип жидкости.
Соотношение между  и  называемое определяющим или реологическим, имеет вид

где  – времена релаксаций,  – времена запаздывания,  – давление
жидкости.

Простейшими из них являются жидкости Максвелла  жидкости Кельвина–
Фойгта  и жидкости Олдройта  В жидкостях Максвелла напряжения
после прекращения движения уменьшаются как  в жидкостях Кельвина–Фойгта при
снятии напряжений скорость деформации уменьшается как  а в жидкостях Олдройта
наблюдается как экспоненциальное релаксирование напряжений, так и экспоненциальное за-
паздывание деформаций.

Подстановкой соответствующего реологического соотношения в уравнения движения не-
сжимаемой жидкости

в [2] получена система, представляющая собой обобщение знаменитой системы уравнений На-
вье–Стокса [3], в которую она переходит при 

1)Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Минобрнауки РФ (грант № FENU-2020-0022
(2020072ГЗ)).
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А.П. Осколков (см. [4], [5]) исследовал разрешимость в гёльдеровых и соболевских простран-
ствах начально-краевой задачи в цилиндре 

для линейного уравнения

Здесь  – положительный параметр,  (  – наименьшее собственное число спектральной
задачи    на ).

В [2], [4] исследована разрешимость в пространстве  начально-краевой задачи для “ква-
зилинейной” системы уравнений

в цилиндре    при 
Далее А.П. Осколков вместе с учениками (см., например, [6]) построил теорию глобальной

разрешимости на  начально-краевых задач для течений жидкостей Олдройта ( ) и жид-
костей Кельвина–Фойгта ( ), на основе которой возникла теория аттракторов и динамиче-
ских систем, порождаемых этими начально-краевыми задачами. Ими были получены глобаль-
ные априорные оценки на полуоси  для решений уравнений движения жидкостей Олдройта и
жидкостей Кельвина–Фойгта.

В [7] уравнение движения жидкостей Кельвина–Фойгта сводится к операторному уравнению

для которого исследуется ряд нелокальных проблем.
Ранее авторами с помощью метода фазового пространства исследовалась первая начально-

краевая задача для полученных Осколковым уравнений, описывающих движение вязкоупругих
несжимаемых жидкостей Кельвина–Фойгта различного порядка. Основы таких исследований в
автономном случае были заложены в статье [8], а в неавтономном случае в [9]. Эти работы яви-
лись основополагающими для построения теории разрешимости задачи Коши для полулиней-
ного автономного и неавтономного уравнения соболевского типа. В качестве приложений этих
теорий были изучены начально-краевые задачи для уравнений, полученных А.П. Осколковым.
Поэтому такие уравнения мы называем “уравнениями Осколкова”. Начально-краевые задачи для
порожденных уравнениями Осколкова уравнений магнитогидродинамики в автономном случае
исследовались в [10], а в неавтономном в [11].

Заметим, что все указанные модели изучались в рамках теории разрешимости задачи Коши
для уравнений соболевского типа. И в настоящее время теория таких уравнений развивается во
многих направлениях, что подтверждают, например, работы [14]–[16]. В данной работе для вяз-
коупругой жидкости Кельвина–Фойгта, движение которой описывается соответствующей си-
стемой уравнений Осколкова, исследуется задача Авалос–Триггиани [12], [13].

В этих работах авторы получили теорему существования единственного решения для системы
волновых уравнений и линейной системы Навье–Стокса. Мы изучаем указанную задачу Ава-
лос–Триггиани с заменой в ней вязкой жидкости на вязкоупругую жидкость Кельвина–Фойгта.
Рассматриваемая задача ставится и исследуется впервые. Перейдем теперь к постановке задачи.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть  – ограниченная область в  с достаточно гладкой границей  Пусть
 есть n-мерный вектор скорости , скалярная функция  – давление, а

вектор  – вектор смещения тела, занимающего область  и погруженного в
жидкость, занимающую область 

Таким образом,   – общая граница  и . Внешнюю гра-
ницу области  обозначим через  (см. фиг. 1).
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Наша цель: исследовать задачу Авалос–Триггиани [12], [13] для случая, когда жидкость в 
является несжимаемой вязкоупругой жидкостью Кельвина–Фойгта нулевого порядка [5]. Рас-
сматриваемая математическая модель определяется системой

(1)

(2)

(3)

с краевыми условиями

(4)

(5)

(6)

и начальным условием

(7)

где  и  в  и 

В системе (1) параметры  и  характеризуют упругие и вязкие свойства жидкости соответ-
ственно. В случае  задача (1)–(3) исследовалась в работах [12], [13]. Случай  рассмат-
ривается впервые.

3. РЕДУКЦИЯ К АБСТРАКТНОЙ ЗАДАЧЕ КОШИ

Следуя [12], [13], будем считать, что  удовлетворяет следующей эллиптической задаче:

(8)

Тогда давление  может быть представлено в виде
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Фиг. 1. Физическая модель.
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где отображение Дирихле (“Dirichlet” map)  определяется соотношениями

а отображение Неймана (“Neumann” map)  определяется соотношениями

Тогда исходная система (1)–(3), описывающая взаимодействие жидкости и тела, погруженного
в нее, примет вид

(9)

(10)

(11)

с краевыми условиями

(12)

(13)

где

Задачу (9)–(13), в которой исключено давление, запишем в виде абстрактной задачи Коши,

(14)

где операторы  и  определяются матрицами

Здесь    – единичный оператор, область определения которого ясна
из контекста. При условии обратимости оператора  задача (14) сводится к абстрактной задаче
Коши:

(15)

где оператор 
К задаче (15) применимы все результаты, полученные в [12], [13].
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В заключение отметим, что в [17] и других работах О.А. Олейник построена математическая
теория уравнений пограничного слоя для двумерных стационарных и нестационарных течений
несжимаемой вязкой жидкости. Причем предложенные автором методы применимы также в
случае сжимаемой жидкости и для трехмерных течений. Доказаны теоремы существования ре-
шений основных задач теории пограничного слоя, теоремы единственности, исследована устой-
чивость решений при разного типа возмущениях, указаны простые способы построения при-
ближенных решений и доказана их сходимость к точным решениям.
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