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Предлагается новый подход к восстановлению граничного условия в обратной задаче для не-
линейного сингулярно возмущенного уравнения типа реакция-диффузия-адвекция с данны-
ми о положении фронта реакции. Для решения задачи используется градиентный метод ми-
нимизации целевого функционала с выбором начального приближения, поиск которого ос-
нован на применении методов асимптотического анализа. Численные эксперименты
демонстрируют эффективность предложенного подхода. Библ. 55. Фиг. 5.
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1. ВВЕДЕНИЕ
В статье рассматриваются особенности численного восстановления граничного условия в об-

ратной задаче для нелинейного сингулярно возмущенного уравнения типа реакция-диффузия-
адвекция. В качестве данных обратной задачи используется информация о динамике движения
фронта реакции. Задачи для уравнений такого типа возникают в газовой динамике [1], химиче-
ской кинетике [2]–[8], нелинейной теории волн [9], биофизике [10]–[14], медицине [15]–[18],
экологии [19]–[22], финансовой математике [23] и других областях науки [24]. Если в задачах
присутствуют разномасштабные процессы, то математические модели таких задач содержат не-
линейные параболические уравнения с малыми параметрами при некоторых производных. Как
следствие, решения этих задач могут содержать узкие пограничные и/или внутренние слои (ста-
ционарные и/или движущиеся фронты).

Часто в постановках обратных задач для уравнений в частных производных используют до-
полнительную информацию о решении на части границы области (см., например, [25]–[34]).
В частности, в работах [35], [36] были рассмотрены особенности численного решения обратных
задач для уравнений типа реакция-диффузия-адвекция с данными в финальный момент време-
ни. Однако одной из возможных постановок обратных задач для уравнений такого типа является
постановка с дополнительной информацией о динамике движения фронта реакции (см., напри-
мер, [37]–[39]), который наиболее естественно наблюдать в эксперименте – положение фронта
ударной волны, фронта реакции или горения являются легкоразличимыми контрастными
структурами.

1)Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (код проекта 20-31-70016).
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Данная работа является продолжением работы [40]. В работе [40] был рассмотрен вопрос о
возможности применения методов асимптотического анализа для восстановления граничного
условия в обратной задаче для нелинейного сингулярно возмущенного уравнения типа реакция-
диффузия-адвекция с данными о положении фронта реакции. В указанной работе была исполь-
зована важная особенность применения методов асимптотического анализа к исследованию не-
линейных дифференциальных уравнений с малыми параметрами при старших производных, ко-
торая заключается в том, что асимптотический анализ при определенных условиях позволяет
свести исходную задачу для нелинейного сингулярно возмущенного уравнения в частных произ-
водных к гораздо более простой задаче. Такая задача не содержит малых параметров и имеет
меньшую размерность (а иногда и вовсе содержит не дифференциальные, а алгебраические урав-
нения). В результате применения такого подхода в [40] была получена редуцированная поста-
новка обратной задачи, которая связала явным образом граничное условие, которое необходимо
восстановить при решении обратной задачи, с положением движущегося фронта реакции, ин-
формация о движении которого наблюдается экспериментально. Было показано, что в случае
достаточно малых значений “малого параметра”, входящего в исходное уравнение в частных
производных, редуцированная постановка дает решение, близкое к решению обратной задачи в
полной постановке. Однако по итогам указанной работы остался открытым вопрос о том, как
быть в случае, когда значение “малого параметра” не является достаточно малым. При решении
реальных прикладных задач зачастую заранее не известно, можно ли считать “малый параметр”,
используемый в постановке задачи, достаточно малым для применения подходов из [40]. Может
ли решение, полученное методами из [40], быть уточнено? Другими словами, может ли получен-
ное методами асимптотического анализа приближение решения быть использовано в качестве
хорошего начального приближения решения с последующим его уточнением градиентным ме-
тодом минимизации целевого функционала при решении обратной задачи в полной постанов-
ке? Ответу на этот вопрос и посвящена данная работа.

Структура данной работы следующая. В разд. 2 приводится постановка обратной задачи, рас-
смотренная в работе [40], и итоговый результат из той же работы. Демонстрируется пример для
случая не достаточно малого значения “малого параметра”, при котором подход, предложенный
в работе [40], не дает удовлетворительного результата. В разд. 3 приводится видоизмененная по-
становка обратной задачи, позволяющая применить метод решения, основанный на минимиза-
циии целевого функционала с помощью градиентного метода. В качестве начального приближе-
ния в градиентном методе используется информация о решении, полученная методами асимп-
тотического анализа. Демонстрируются результаты численных расчетов, подтверждающие
эффективность предложенного подхода.

2. ПОСТАНОВКА ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ И МЕТОД ЕЕ РЕШЕНИЯ, ОСНОВАННЫЙ
НА ПРИМЕНЕНИИ МЕТОДОВ АСИМПТОТИЧЕСКОГО АНАЛИЗА

Рассмотрим прямую задачу для сингулярно возмущенного уравнения типа реакция-диффу-
зия-адвекция

(1)

где  – “малый параметр”, а функции , ,  и  являются достаточно
гладкими.

Известно [40], что при определенных условиях задача (1) имеет решение в виде движущегося
фронта, т.е. решение задачи близко к двум различным функциям  и  слева и справа
от некоторой точки , а в малой (порядка ) окрестности этой точки наблюдается узкий
внутренний переходный слой (см. фиг. 1). Функция , описывающая положение
фронта реакции, может быть найдена как решение, например, следующего функционально-
го уравнения [40]:
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Таким образом, мы можем сопоставить граничному условию  задачи (1), имеющей реше-
ние типа движущегося фронта, положение этого фронта реакции  в любой момент

времени  (см. фиг. 1).
Обратная задача, сформулированная в [40], состояла в определении граничного условия ,

, в (1) по известной дополнительной информации о положении фронта реакции

(2)

Отметим, что на практике вместо точных данных  известны их приближенные значения
, измеренные экспериментально, такие что

Результатом работы [40] явилась редуцированная постановка обратной задачи (1), (2) в пред-
положении достаточной малости “малого параметра” :

(3)

где функции  и  определяются как решения задач

(4)

и

(5)

Таким образом, в [40] была получена более простая связь между искомой функцией  и дан-
ными обратной задачи, определяющими положение фронта реакции . Обратная задача (1),
(2) для уравнения в частных производных была заменена обратной задачей для алгебраического
относительно восстанавливаемого коэффициента  уравнения (3) и двух обыкновенных диф-
ференциальных уравнений (4) и (5) относительно функций  и , которые входят в
уравнение (3). Отметим, что редуцированная постановка задачи не содержит “малого парамет-
ра”. При этом в [40] было показано, что решение задачи в такой редуцированной постановке дает
достаточно точное качественное и количественное описание истинного решения обратной зада-
чи при достаточно малых значениях параметра .
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Фиг. 1. Типичный вид решения типа движущегося фронта в задаче (1) в фиксированный момент времени .
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2.1. Пример численных расчетов в случае “неудачных” параметров задачи
Рассмотрим эффективность работы предложенного в [40] алгоритма, основанного на числен-

ном поиске решения редуцированной постановки задачи (3)–(5), на примере решения обратной
задачи (1), (2) для следующего набора модельных параметров:

(6)

Для указанного набора модельных параметров с помощью решения задачи в полной постановке
была симулирована функция , которая затем была зашумлена с некоторой ошибкой 
(см. фиг. 2). Алгоритм симуляции входных данных  подробно описан в работе [40]. Полу-
ченная функция  была использована в алгоритме (описан в [40]), реализующем поиск

функции , , удовлетворяющей системе (3)–(5) при .

На фиг. 3 представлен результат восстановления функции  по симулированным данным
, заданными с относительными ошибками на уровнe 5 и . Из результатов расчетов вид-

но, что восстановленная функция  достаточно сильно отличается от модельного решения
 как количественно, так и качественно (например, на левом рисунке количество явно

различимых локальных экстремумов функций  и  различно). Это связано с тем, что
“малый параметр”  в случае рассматриваемой задачи для набора параметров (6) не удовлетво-
ряет условиям применимости алгоритма решения, предложенного в [40]. Однако полученное с
помощью этого алгоритма решение возможно использовать в качестве хорошего начального
приближения при реализации градиентного метода минимизации целевого функционала при
решении задачи в полной постановке.

3. ВИДОИЗМЕНЕННАЯ ПОСТАНОВКА ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ И МЕТОД ЕЕ РЕШЕНИЯ, 
ОСНОВАННЫЙ НА МИНИМИЗАЦИИ ЦЕЛЕВОГО ФУНКЦИОНАЛА

Рассмотрим ситуацию, в которой значение “малого параметра”  в задаче (1) не удовлетворя-
ет условиям применимости методов асимптотического анализа [41] и не позволяет искать реше-
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ние обратной задачи (1), (2) в виде решения редуцированной постановки задачи (3)–(5). В этом
случае видоизменим рассмотренную в [40] постановку обратной задачи следующим образом.
Кроме входной информации о положении фронта реакции потребуем наличие и информации о
значении функции  на кривой, определяемой траекторией движения фронта. Эта дополнитель-
ная информация дает возможность свести решение обратной задачи в полной постановке к по-
иску решения градиентным методом минимизации целевого функционала. Таким образом, об-
ратная задача с уточненными входными данными может быть сформулирована следующим об-
разом.

Обратная задача состоит в определении граничного условия , , в (1) по известной
дополнительной информации о положении фронта реакции и значении функции  на этом по-
ложении фронта (см. фиг. 1)

(7)

Отметим, что на практике вместо точных данных  и  известны их приближенные зна-
чения  и , такие что

Замечание. Отметим, что априорно известно, что  (см. фиг. 1).

Решение обратной задачи (1), (7) может быть найдено как элемент , реализующий ми-
нимум функционала А.Н. Тихонова [42]
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входным данным обратной задачи, определенных функцией , симулированной для набора модельных па-

раметров (6) с ошибкой  (а) и  (б).

3.7 (a) (б)

qmodel(t)

qinv(t)

qmodel(t)

qinv(t)

q

3.0

2.8
0 1 2

t
T 0 1 2

t
T

model( )q t inv( )q t

δ1 1
( )f t

−δ × 3
1 = 1.2 10 −δ × 2

1 = 3.2 10



456

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 62  № 3  2022

АРГУН и др.

Также в (8):  – решение прямой задачи (1) для заданной функции ,  – параметр регу-
ляризации, который может быть выбран, например, по обобщенному принципу невязки [42].

Замечание. В численных экспериментах можно положить  и использовать номер итерации  как
параметр регуляризации [43], [29]. Такой подход будет эквивалентен использованию сглаживающего

функционала вида .

3.1. Алгоритм численного решения обратной задачи (1), (7)

Шаг 1. Зададим  и , , в качестве начального приближения.

Шаг 2. Найдем решение  вспомогательной стационарной задачи:

(9)

Шаг 3. Найдем решение  прямой задачи:

Шаг 4. Найдем решение  сопряженной задачи:

(10)

Здесь  – дельта-функция Дирака.

Шаг 5. Найдем решение  вспомогательной стационарной задачи

(11)

Шаг 6. Найдем градиент функционала (8):

Производная  сглаживающего функционала может быть вычислена либо аналитически,
либо численно.

Шаг 7. Найдем приближенное решение на следующем шаге итерации:

где  – параметр спуска.
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Шаг 8. Проверим условие остановки итерационного процесса. Если оно выполняется, поло-
жим  решением обратной задачи. В противном случае, зададим  и перей-
дем к ш. 2.

(a) В случае данных, измеренных в эксперименте с ошибками  и , критерий остановки:

Здесь  – положение фронта реакции, определяемого при решении прямой задачи (1) для
заданной функции .

(б) В случае точных входных данных итерационный процесс останавливается, когда 
меньше оценки ошибки конечно-разностной аппроксимации.

Наличие априорной информации об искомом решении позволяет существенно снизить чис-
ло итераций при реализации алгоритма [44]. В качестве такой априорной информации будем ис-
пользовать функцию , полученную как решение обратной задачи в редуцированной поста-
новке (3)–(5).

3.2. Примеры численных расчетов
Рассмотрим эффективность работы предложенного алгоритма, основанного на минимиза-

ции целевого функционала (8), на примере решения обратной задачи (1), (7) для модельного на-
бора параметров (6) и функции , заданной с таким же уровнем шума, как и в примере разд. 2

(см. фиг. 2). В качестве начального приближения  будем использовать решение задачи в ре-
дуцированной постановке (3)–(5).

Для решения прямой задачи (1) (ш. 3 алгоритма) и сопряженной задачи (10) (ш. 4 алгоритма)
использовался жесткий метод прямых SMOL [45], позволяющий свести систему для уравнения
в частных производных к системе обыкновенных дифференциальных уравнений. Полученные
системы дифференциальных уравнений решались с помощью одностадийной схемы Розенброка
с комплексным коэффициентом CROS1 [46], [47]. Подробное описание деталей численного ре-
шения подобных задач может быть найдено, например, в [35], [40]. В частности, в [35] описыва-
ется построение соответствующих численных схем с использованием динамически адаптиро-
ванных сеток. Вспомогательные стационарные задачи (9) и (11) (ш. 2 и ш. 5 алгоритма) решались
методом счета на установление. При реализации градиентного метода использовались сетки с

 и  интервалами по пространственной и временной переменным соответ-
ственно, параметр спуска , параметр регуляризации . При решении сопря-
женной задачи (10) (ш. 3 алгоритма) использовалась следующая формула для аппроксима-
ции -функции [48]:

с размером носителя дискретной -функции: . Для вычисления интеграла (ш. 8 алгорит-
ма) использовалась формула трапеций.

На фиг. 4 представлен результат восстановления функции  в случае старта с “хорошего”
начального приближения . Полученное решение качественно и количественно уже не
сильно отличается от истинного, особенно с учетом того, что оно было восстановлено по дан-
ным , заданным с ошибками.

Далее проведем набор расчетов для модельного набора параметров (6), но для различных зна-
чений  и разного уровня погрешности задания входных данных . В связи с тем, что численные
эксперименты продемонстрировали малую чувствительность алгоритма к ошибкам  функции

, во всех экспериментах мы используем . На фиг. 4 представлена зависимость
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 от относительной погрешности задания входных данных, определяемой по фор-

муле , для различных значений . Здесь функция  является решением задачи в

редуцированной постановке (3)–(5), а функция  – решением обратной задачи в полной по-
становке (1), (7) градиентным методом минимизации целевого функционала (8). Смысл каждого
из графиков – величина расхождения между начальным приближением, выбранным исходя из
методов асимптотического анализа, и решением обратной задачи в полной постановке, а имен-
но, чем меньше величина соответствующей нормы разности, тем ближе начальное приближение

−inv (0)

2
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L
q t q t

δ ×1 1/ 100%f ε (0)( )q t
inv( )q t

Фиг. 4. Результат восстановления функции  с помощью градиентного метода минимизации целевого
функционала (8). В качестве входных данных обратной задачи использовались функции  и , симу-

лированные для набора модельных параметров (6) с ошибками  (а) и

 (б). Старт градиентного метода осуществлялся с “хорошего” начального приближения

 (совпадающего в случае выбранных ошибок с изображенными на фиг. 2).
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лежит к истинному решению. Из полученных результатов, представленных на фигуре, можно
сделать вывод, что при достаточно малых значениях  (например, для ) решение, най-
денное из редуцированной постановки задачи, достаточно близко к решению рассматриваемой
обратной задачи в полной постановке (что, в частности, подтверждает основной результат рабо-
ты [40]). Однако с увеличением  метод, основанный на минимизации целевого функционала (8),
позволяет существенным образом уточнить начальное приближение, которое является лишь
грубым приближением истинного решения. Более того, с увеличением  уменьшается зависи-
мость этой разницы от погрешности  задания входных данных. В случае достаточно малого
значения , когда в случае данных без ошибки алгоритм из [40] дает решение, мало отличающе-
еся от точного, при наличии ошибок в экспериментальных данных градиентный метод реализует
процедуру сглаживания.   

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе рассмотрены особенности численного восстановления граничного условия в обрат-

ной задаче для уравнения типа реакция-диффузия-адвекция с данными о положении фронта ре-
акции. Для решения обратной задачи использовался метод, основанный на минимизации целе-
вого функционала градиентным методом с выбором начального приближения, поиск которого
основан на применении методов асимптотического анализа. Продемонстрировано, что при
определенных условиях градиентный метод может существенным образом уточнить априорную
информацию о решении, полученную методами асимптотического анализа. Однако по итогам
проведенного исследования необходимо сделать следующие замечания.

1. При построении “хорошего” начального приближения  с помощью алгоритма, пред-
ложенного в работе [40], ошибка, определяющая разность между этим приближением и истин-
ным решением, оценивалась лишь численно. Вопрос о возможности выполнения строгих ана-
литических оценок остается открытым и представляет существенный интерес как тема отдель-
ной работы.

2. Вопрос о строгих условиях, при которых “хорошее” начальное приближение гарантирован-
но лежит в окрестности глобального минимума целевого функционала, является открытым. Со-
ответствующий вопрос также представляет существенный интерес и может являться темой от-
дельной работы, посвященной свойствам глобальной сходимости [49]–[51]. Отметим, что под
глобально сходящимся алгоритмом подразумевается алгоритм, позволяющий найти глобальный
минимум вне зависимости от выбора начального приближения. В том случае, если “хоро-
шее” начальное приближение, выбираемое автоматически с помощью алгоритма из [40], ле-
жит в окрестности глобального минимума, алгоритм будет обладать свойствами глобальной
сходимости.

3. Для повышения эффективности численного счета при реализации градиентного метода
минимизации целевого функционала, при решении прямой, сопряженной и вспомогательных
стационарных задач можно использовать так называемые динамически адаптированные сетки.
Техника построения таких сеток подробно описана в работе [35]. В связи с тем, что использова-
ние таких сеток не влияет на результаты этой работы, мы опустили описание их возможного при-
менения.

4. В качестве перспектив развития предложенного метода следует отметить реализацию мето-
дов выполнения апостериорной оценки точности полученного решения [52]–[55].
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