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. Исследовано минимальное условие на граничную функцию, при котором

решение задачи принадлежит классу . Методом граничных интегральных уравнений
получен конструктивный вид решения. Библ. 24.
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ВВЕДЕНИЕ
В статье рассматривается вторая начально-краевая задача с нулевым начальным условием для

однородной параболической системы второго порядка с постоянными коэффициентами, с од-
ной пространственной переменной, в полуограниченной области с негладкой боковой границей
из класса , допускающей, в частности, наличие “клювов”. Методом граничных ин-
тегральных уравнений строится решение поставленной задачи из класса . Это решение
имеет вид специального параболического потенциала.

Из [1], [2, с. 706–707] следует, что если боковая граница области достаточно гладкая, а имен-
но, из класса , то для любой правой части  граничного усло-

вия II рода существует единственное решение такой задачи в классе .

В [3] для случая одного многомерного по пространственным переменным параболического
уравнения с переменными коэффициентами доказано, что любое решение второй начально-
краевой задачи принадлежит пространству  при существенно более слабом условии
на боковую границу, а именно, если эта граница является нецилиндрической из класса

.
В [4], [5] этот результат обобщен на одномерные по пространственной переменной параболи-

ческие системы второго порядка: построено решение из класса . Единственность ре-
шения в этих работах не исследовалась.

В [6], [7] построено решение в виде потенциала простого слоя второй начально-краевой зада-
чи для параболических систем в полуограниченных плоских областях с негладкими боковыми
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границами, при непрерывной правой части  граничного условия. Кроме того, в [7] установлено,
что полученное решение принадлежит пространству , если 
Позднее данные результаты были обобщены в [8], [9] для случая пространств Дини–Гёльдера.
Единственность решения в данных работах также не исследовалась.

Заметим, что в [10] доказано, что для параболических систем, вообще говоря, не имеет места
принцип максимума.

В настоящей работе доказывается, что любое решение поставленной задачи принадлежит
классу  если граничная функция принадлежит пространству , т.е. имеет непре-
рывную дробную производную порядка , обращающуюся в нуль при . При этом предва-
рительно устанавливается теорема единственности для решения в классе . Кроме того, в

работе показывается, что условие  на граничную функцию является минимальным

для принадлежности решения классу .

В качестве приложения полученный результат может использоваться для исследования про-
цессов тепло- и массопереноса в сплавах (см., например, [12]). Конструктивное представление
решения в виде потенциала и сведение решения поставленной задачи к решению системы
граничных интегральных уравнений Вольтеррa I рода могут представлять теоретическую ос-
нову для получения численного решения задачи методом граничных элементов (см., напри-
мер [12], [13]).

Статья состоит из пяти разделов. В разд. 1 вводятся используемые в работе обозначения и
функциональные пространства, приводится постановка задачи и формулируются основные тео-
ремы. В разд. 2 приводится доказательство теоремы единственности. В разд. 3 исследуется глад-
кость специального параболического потенциала. В разд. 4 доказывается основная теорема.
В разд. 5 показывается минимальность условия  для принадлежности решения

классу .

1. НЕОБХОДИМЫЕ СВЕДЕНИЯ И ФОРМУЛИРОВКА ОСНОВНЫХ РЕЗУЛЬТОВ

В полосе  , рассматривается параболический по
И.Г. Петровскому (см. [14]) матричный оператор 2-го порядка с постоянными коэффициентами

   где    – матрица размерно-
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(1)

Условие (1) (см. [15, с. 297–305], [16, с. 64–116]) обеспечивает существование фундаменталь-
ной матрицы решений  системы , которая имеет вид

  , и справедлива оценка

    для некоторых положительных постоянных , где ,

.

Здесь и далее для любой матрицы  (или вектора ) под  (соответственно ) понимаем мак-
симум из модулей элементов  (компонент ).

ψ
+α +α Ω1 ,(1 )/2

0
( )H αψ ∈ α/2

0
[0, ], 0 < < 1.H T

Ω2,1

0
( ),C 1/2

0
[0, ]C T

1/2 = 0t
Ω1,0

0
( )C

ψ ∈ 1/2

0
[0, ]C T

Ω2,1

0
( )C

ψ ∈ 1/2

0
[0, ]C T

Ω2,1

0
( )C

∈R
2= {( , ) : 0 < < },D x t t T +∞0 < <T

∂ − ∂2= ,t xLu u A u …1= ( , , ),mu u u ≥ 1,m ∂ ∂ ∂= / ,t t ∂ ∂ ∂2 2 2= / ,x x , =1= m
ij i j

A a
×m m μk A

μRe > 0, = 1, .k k m

− ξ − τ( , )Z x t = 0Lu

σ −σ σ
π 

R

21( , ) = exp( ) , > 0,
2

i xZ x t e At d t

≡ 0,Z ≤ 0;t ∈Rx

− + +∂ ∂ ≤ −(2 1)/2 2( , ) ( , ) exp( / ),l k l k
t xZ x t C l k t cx t

≥ 0,l ≥ 0,k ∈R,x > 0,t ( , ),C l k c ∂ ∂ ∂= /l l l
t t

∂ ∂ ∂= /k k k
x x

B b B b
B b



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 62  № 3  2022

О ГЛАДКОМ РЕШЕНИИ ВТОРОЙ НАЧАЛЬНО-КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ 393

В  выделяется полуограниченная область  с “боковой” границей
, где функция  удовлетворяет условию

(2)

Под значениями (вектор)-функции, определенной в , и ее производных на границе области 
всюду далее понимаются их предельные значения, полученные предельным переходом “изнут-
ри” области  Под принадлежностью (вектор)-функции некоторому функциональному про-
странству понимается, что все ее элементы принадлежат соответствующему пространству.
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Через   обозначаем пространство Гёльдера (вектор)-функций, имею-
щих в  непрерывную производную , для которых конечна величина

Через   обозначаем пространство Гёльдера (вектор)-функций, имею-
щих в  непрерывные производные , для которых конечна величина

Здесь и далее для любой (вектор)-функции  полагаем

Наконец,

где

Рассмотрим задачу: найти функцию , являющуюся решением второй на-
чально-краевой задачи

(3)

Cуществование решения  задачи (3) для  следует из [7]. В [7] также доказано, что

, если .

Основными результатами настоящей работы являются следующие три теоремы.

Теорема 1. Пусть выполнены условия (1), (2) и функция  – решение задачи 
при условии . Тогда .

Замечание. В случае одного уравнения ( ) утверждение теоремы 1 следует из [19].
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и доказываем, что справедлива следующая

Теорема 3. Решение  задачи  принадлежит классу  тогда и толь-

ко тогда, когда 
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Пользуясь формулой “скачка” для пространственной производной потенциала простого слоя
(см. [6]), получим, что  одновременно является решением системы Вольтеррa II рода

которая имеет единственное в  решение  (см. [6]). Следовательно, 

Предполагаем теперь, что . Для любой ограниченной функции  и любого

множества  обозначаем

Продолжаем  на всю полосу  с сохранением класса так, что . В резуль-
тате получаем функцию , причем . Далее, для функции  по-
лагаем      .

Фиксируем произвольно точку  и докажем, что .
Рассмотрим “сглаженные” функции

где  при   при  постоянная  выбира-
ется из условия

Фиксируем произвольно . Из непрерывности функции  следует, что существует 
такое, что

для любого  Поэтому для доказательства теоремы достаточно показать, что существуют
 и постоянная  такие, что

(6)

Рассмотрим область , где  та-
кое, что . Для любого  функция  является решением второй начально-крае-
вой задачи

где    

Заметим, что , откуда в силу только что доказанной единственности реше-

ния в данном классе следует (см. [7]), что  имеет вид суммы двух параболических потенциалов

(7)

где (вектор)-плотность  является единственным в  решением системы
граничных интегральных уравнений

(8)

где  
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Оценим  Пусть , где  достаточно большое, так

что , и цилиндр  содержит “внутри” кривую . Имеем

Рассмотрим  Так как  , то

Для оценки  заметим, что

Поэтому в силу непрерывности функции  существует  такое, что при всех 

В итоге при   имеем

(9)

Оценим потенциал простого слоя , где  такое, что цилиндр
 содержит “боковую” границу области  для любых  Так как

, то (см. [6]) система (8) имеет единственное в  решение

, причем справедлива оценка

Оценим . Заметим, что

Поэтому существует  такое, что , и при всех  
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Таким образом, при всех  

(10)

В итоге, из представления (7) и оценок (9), (10) следует (6) для .

3. СПЕЦИАЛЬНЫЙ ПАРАБОЛИЧЕСКИЙ ПОТЕНЦИАЛ

Следуя [5], определим для (вектор)-плотности  специальный параболический потен-
циал  формулой

(11)

где

Столбцы матрицы  удовлетворяет уравнению

и справедливо неравенство

(12)

Для любой  имеем

(13)

Лемма 1. Пусть выполнены условия (1), (2). Тогда для любой  имеют место оценки

(14)

(15)

(16)

где  – модуль непрерывности функции  на , и справедлива формула

(17)

Доказательство. Неравенство (14) сразу следует из (12). Докажем (15). Имеем
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Из равенства    (см. [7]) следует, что

3< ,d d > 1/s d

ε ∈ Ω, ( , ) < , ( , ) .s d dU x t C x t

1 3= [1/ ]s d

ϕ ∈ [0, ]C T
ϕS

ϕ − τ − τ ϕ τ τ ∈
0

( , ) = ( ( ), ) ( ) , ( , ) ,
t

S x t Y x g t d x t D

+∞

+ ∈ R
2

0

( , ) = ( , ) , ( , ) .Y x t Z x r t dr x t

Y

+∂ − ∂ ∈ ≡ × +∞R R
2 2( , ) ( , ) = 0, ( , ) (0, ),t xY x t A Y x t x t

−
+∂ ≤ ≥ ∈R

/2 2( , ) , 0, ( , ) .k k
x kY x t C t k x t

ϕ ∈ [0, ]C T

∂ ϕ − ∂ ϕ ∈ Ω2( , ) ( , ) = 0, ( , ) .t xS x t A S x t x t

ϕ ∈
0
[0, ]C T

−∂ ϕ ≤ ϕ ∈0 1 /2( , ) ;[0, ] , = 0,1, ( , ) ,k k
xS x t C T t k x t D

ϕ∂ ϕ ≤ ω ∈ Ω2 ( , ) ( ), ( , ) ,xS x t C t x t

Δ ∂ ϕ ≤ ϕ Δ + Δ ∈0 1/2( , ) ;[0, ] , ( , ),( , ) ,t xS x t C T t x t x t t D

ϕω ϕ [0, ]T

−∂ ϕ ϕ + ∂ − τ − τ ϕ τ τ ∈ Ω ≤ ≤
2 1 2

0

1( ( ), ) = ( ) ( ( ) ( ), ) ( ) , ( , ) , 0 .
2

t

x xS g t t A t Y g t g t d x t t T

∂ ϕ − ∂ − τ − τ ϕ τ τ ∈ Ω
2

0

( , ) = ( ( ), ) ( ) , ( , ) .
t

x xS x t Z x g t d x t

−∂ − 1( , ) = ( , ),
2x
xZ x t A Z x t
t

∈R,x > 0,t

− −∂ ϕ − τ − τ − τ − τ ϕ τ − ϕ τ
2 1 1

0

1( , ) = ( ( ))( ) ( ( ), )( ( ) (0)) ,
2

t

xS x t A x g t Z x g t d



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 62  № 3  2022

О ГЛАДКОМ РЕШЕНИИ ВТОРОЙ НАЧАЛЬНО-КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ 399

поэтому из неравенства  для любых  получаем, что

Докажем (16). Без ограничения общности будем считаем  При  неравен-
ство (16) сразу следует из (14) при . Пусть  Положим

 и  оцениваются аналогичным образом. Оценим , используя (12):

Оценим , снова применяя оценку (12):

Формула (17) следует из равенства (18) и формулы “скачка” для пространственной производ-
ной потенциала простого слоя, доказанной в [6].

Замечание. Утверждение леммы 2 следует из [4], [5], если повысить требование на гладкость , а имен-

но, если 

Из леммы 1 следует

Теорема 4. Пусть , и выполнены условия (1), (2). Тогда  и справедлива
оценка

4. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 2
В силу теоремы 1 и результата из [7] существует единственное решение  задачи (3) в классе

, если . Пусть . Докажем, что в этом случае . Для этого

решение задачи (3) ищем в виде потенциала  из (11), где (вектор)-плотность  подле-
жит определению. В силу равенства (13) и леммы 1 потенциал  удовлетворяет уравнению и на-
чальному условию из (3). Подставляя  в граничное условие из (3), для определения плотности 
получаем систему граничных интегральных уравнений Вольтеррa I рода:

Из [18] следует, что для любой  эта система имеет единственное в  решение

, и справедлива оценка

откуда в силу теоремы 4 получаем требуемый результат.
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5. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 3
Достаточность следует из теоремы 2. Для доказательства необходимости предварительно за-

метим, что для любой функции  справедливо равенство

(19)

В самом деле, пусть  Имеем

Поэтому

Переходя в последнем равенстве к пределу при , получаем (19) и при .

Пусть  – решение задачи (4). Из теоремы 1 и результата из [7] следует, что  имеет
вид потенциала простого слоя

Для  рассмотрим дробную производную порядка 
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Из формулы “скачка” для пространственной производной потенциала простого слоя (см. [6])
следует, что

причем сходимость равномерна по . Кроме того, в силу (19), (20)

(21)

Из равенства

и условия , переходя к пределу в (21) при , и получаем, что существует
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