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. Исследовано минимальное условие на граничную функцию, при котором

решение задачи принадлежит классу . Методом граничных интегральных уравнений
получен конструктивный вид решения. Библ. 24.
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ВВЕДЕНИЕ
В статье рассматривается вторая начально-краевая задача с нулевым начальным условием для

однородной параболической системы второго порядка с постоянными коэффициентами, с од-
ной пространственной переменной, в полуограниченной области с негладкой боковой границей
из класса , допускающей, в частности, наличие “клювов”. Методом граничных ин-
тегральных уравнений строится решение поставленной задачи из класса . Это решение
имеет вид специального параболического потенциала.

Из [1], [2, с. 706–707] следует, что если боковая граница области достаточно гладкая, а имен-
но, из класса , то для любой правой части  граничного усло-

вия II рода существует единственное решение такой задачи в классе .

В [3] для случая одного многомерного по пространственным переменным параболического
уравнения с переменными коэффициентами доказано, что любое решение второй начально-
краевой задачи принадлежит пространству  при существенно более слабом условии
на боковую границу, а именно, если эта граница является нецилиндрической из класса

.
В [4], [5] этот результат обобщен на одномерные по пространственной переменной параболи-

ческие системы второго порядка: построено решение из класса . Единственность ре-
шения в этих работах не исследовалась.

В [6], [7] построено решение в виде потенциала простого слоя второй начально-краевой зада-
чи для параболических систем в полуограниченных плоских областях с негладкими боковыми

Ω ∩ Ω1,02,1

0
( ) ( )C C

Ω2,1

0
( )C

+α(1 )/2[0, ]H T
Ω2,1

0
( )C

+α α1 /2[0, ],0 < < 1H T +αψ ∈ (1 )/2

0
[0, ]H T

+α +α Ω2 ,1 /2

0
( )H

+α +α Ω2 ,1 /2

0
( )H

+α +α Ω1 ,(1 )/2( )H

+α +α Ω2 ,1 /2

0
( )H

УДК 517.956.4

УРАВНЕНИЯ
В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ



392

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 62  № 3  2022

БАДЕРКО, СТАСЕНКО

границами, при непрерывной правой части  граничного условия. Кроме того, в [7] установлено,
что полученное решение принадлежит пространству , если 
Позднее данные результаты были обобщены в [8], [9] для случая пространств Дини–Гёльдера.
Единственность решения в данных работах также не исследовалась.

Заметим, что в [10] доказано, что для параболических систем, вообще говоря, не имеет места
принцип максимума.

В настоящей работе доказывается, что любое решение поставленной задачи принадлежит
классу  если граничная функция принадлежит пространству , т.е. имеет непре-
рывную дробную производную порядка , обращающуюся в нуль при . При этом предва-
рительно устанавливается теорема единственности для решения в классе . Кроме того, в

работе показывается, что условие  на граничную функцию является минимальным

для принадлежности решения классу .

В качестве приложения полученный результат может использоваться для исследования про-
цессов тепло- и массопереноса в сплавах (см., например, [12]). Конструктивное представление
решения в виде потенциала и сведение решения поставленной задачи к решению системы
граничных интегральных уравнений Вольтеррa I рода могут представлять теоретическую ос-
нову для получения численного решения задачи методом граничных элементов (см., напри-
мер [12], [13]).

Статья состоит из пяти разделов. В разд. 1 вводятся используемые в работе обозначения и
функциональные пространства, приводится постановка задачи и формулируются основные тео-
ремы. В разд. 2 приводится доказательство теоремы единственности. В разд. 3 исследуется глад-
кость специального параболического потенциала. В разд. 4 доказывается основная теорема.
В разд. 5 показывается минимальность условия  для принадлежности решения

классу .

1. НЕОБХОДИМЫЕ СВЕДЕНИЯ И ФОРМУЛИРОВКА ОСНОВНЫХ РЕЗУЛЬТОВ

В полосе  , рассматривается параболический по
И.Г. Петровскому (см. [14]) матричный оператор 2-го порядка с постоянными коэффициентами

   где    – матрица размерно-
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В  выделяется полуограниченная область  с “боковой” границей
, где функция  удовлетворяет условию

(2)

Под значениями (вектор)-функции, определенной в , и ее производных на границе области 
всюду далее понимаются их предельные значения, полученные предельным переходом “изнут-
ри” области  Под принадлежностью (вектор)-функции некоторому функциональному про-
странству понимается, что все ее элементы принадлежат соответствующему пространству.
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Через   обозначаем пространство Гёльдера (вектор)-функций, имею-
щих в  непрерывную производную , для которых конечна величина

Через   обозначаем пространство Гёльдера (вектор)-функций, имею-
щих в  непрерывные производные , для которых конечна величина

Здесь и далее для любой (вектор)-функции  полагаем

Наконец,

где

Рассмотрим задачу: найти функцию , являющуюся решением второй на-
чально-краевой задачи

(3)

Cуществование решения  задачи (3) для  следует из [7]. В [7] также доказано, что

, если .

Основными результатами настоящей работы являются следующие три теоремы.

Теорема 1. Пусть выполнены условия (1), (2) и функция  – решение задачи 
при условии . Тогда .

Замечание. В случае одного уравнения ( ) утверждение теоремы 1 следует из [19].
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и доказываем, что справедлива следующая

Теорема 3. Решение  задачи  принадлежит классу  тогда и толь-

ко тогда, когда 
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Пользуясь формулой “скачка” для пространственной производной потенциала простого слоя
(см. [6]), получим, что  одновременно является решением системы Вольтеррa II рода

которая имеет единственное в  решение  (см. [6]). Следовательно, 

Предполагаем теперь, что . Для любой ограниченной функции  и любого

множества  обозначаем

Продолжаем  на всю полосу  с сохранением класса так, что . В резуль-
тате получаем функцию , причем . Далее, для функции  по-
лагаем      .

Фиксируем произвольно точку  и докажем, что .
Рассмотрим “сглаженные” функции

где  при   при  постоянная  выбира-
ется из условия

Фиксируем произвольно . Из непрерывности функции  следует, что существует 
такое, что

для любого  Поэтому для доказательства теоремы достаточно показать, что существуют
 и постоянная  такие, что

(6)

Рассмотрим область , где  та-
кое, что . Для любого  функция  является решением второй начально-крае-
вой задачи

где    

Заметим, что , откуда в силу только что доказанной единственности реше-

ния в данном классе следует (см. [7]), что  имеет вид суммы двух параболических потенциалов

(7)

где (вектор)-плотность  является единственным в  решением системы
граничных интегральных уравнений

(8)

где  
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Оценим  Пусть , где  достаточно большое, так

что , и цилиндр  содержит “внутри” кривую . Имеем

Рассмотрим  Так как  , то

Для оценки  заметим, что

Поэтому в силу непрерывности функции  существует  такое, что при всех 

В итоге при   имеем

(9)

Оценим потенциал простого слоя , где  такое, что цилиндр
 содержит “боковую” границу области  для любых  Так как

, то (см. [6]) система (8) имеет единственное в  решение

, причем справедлива оценка

Оценим . Заметим, что

Поэтому существует  такое, что , и при всех  
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Таким образом, при всех  

(10)

В итоге, из представления (7) и оценок (9), (10) следует (6) для .

3. СПЕЦИАЛЬНЫЙ ПАРАБОЛИЧЕСКИЙ ПОТЕНЦИАЛ

Следуя [5], определим для (вектор)-плотности  специальный параболический потен-
циал  формулой

(11)

где

Столбцы матрицы  удовлетворяет уравнению

и справедливо неравенство

(12)

Для любой  имеем

(13)

Лемма 1. Пусть выполнены условия (1), (2). Тогда для любой  имеют место оценки

(14)

(15)

(16)

где  – модуль непрерывности функции  на , и справедлива формула

(17)

Доказательство. Неравенство (14) сразу следует из (12). Докажем (15). Имеем
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Из равенства    (см. [7]) следует, что
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поэтому из неравенства  для любых  получаем, что

Докажем (16). Без ограничения общности будем считаем  При  неравен-
ство (16) сразу следует из (14) при . Пусть  Положим

 и  оцениваются аналогичным образом. Оценим , используя (12):

Оценим , снова применяя оценку (12):

Формула (17) следует из равенства (18) и формулы “скачка” для пространственной производ-
ной потенциала простого слоя, доказанной в [6].

Замечание. Утверждение леммы 2 следует из [4], [5], если повысить требование на гладкость , а имен-

но, если 

Из леммы 1 следует

Теорема 4. Пусть , и выполнены условия (1), (2). Тогда  и справедлива
оценка

4. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 2
В силу теоремы 1 и результата из [7] существует единственное решение  задачи (3) в классе

, если . Пусть . Докажем, что в этом случае . Для этого

решение задачи (3) ищем в виде потенциала  из (11), где (вектор)-плотность  подле-
жит определению. В силу равенства (13) и леммы 1 потенциал  удовлетворяет уравнению и на-
чальному условию из (3). Подставляя  в граничное условие из (3), для определения плотности 
получаем систему граничных интегральных уравнений Вольтеррa I рода:

Из [18] следует, что для любой  эта система имеет единственное в  решение

, и справедлива оценка

откуда в силу теоремы 4 получаем требуемый результат.
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5. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 3
Достаточность следует из теоремы 2. Для доказательства необходимости предварительно за-

метим, что для любой функции  справедливо равенство

(19)

В самом деле, пусть  Имеем

Поэтому

Переходя в последнем равенстве к пределу при , получаем (19) и при .

Пусть  – решение задачи (4). Из теоремы 1 и результата из [7] следует, что  имеет
вид потенциала простого слоя

Для  рассмотрим дробную производную порядка 
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Из формулы “скачка” для пространственной производной потенциала простого слоя (см. [6])
следует, что

причем сходимость равномерна по . Кроме того, в силу (19), (20)

(21)

Из равенства

и условия , переходя к пределу в (21) при , и получаем, что существует

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1. Солонников В.А. О краевых задачах для линейных параболических систем дифференциальных уравне-

ний общего вида // Тр. МИАН СССР. 1965. Т. 83. С. 3–163.
2. Ладыженская О.А., Солонников В.А., Уральцева Н.Н. Линейные и квазилинейные уравнения параболи-

ческого типа. М.: Наука, 1967.
3. Baderko E.A. Schauder estimates for oblique derivative problems // Comptes Rendus de l’Académie des Sciences.

Série I. Mathématique. Paris. 1998. T. 326. № 12. P. 1377–1380.
4. Семаан Х. О решении второй краевой задачи для параболических систем в областях на плоскости с не-

гладкой боковой границей. М., 1999, Деп. ВИНИТИ РАН 26.02.99. № 567–В99.
5. Семаан Х. О решении второй краевой задачи для параболических систем на плоскости. Дис. ... канд.

физ.-матем. наук. М.: МГУ им. М.В. Ломоносова, механ.-матем. факультет, 1999.
6. Тверитинов В.А. Гладкость потенциала простого слоя для параболической системы второго порядка.

М., 1988. Деп. в ВИНИТИ 30.09.88. № 6850–В88.
7. Тверитинов В.А. Решение второй краевой задачи для параболических систем с одной пространствен-

ной переменной методом граничных элементов. М., 1989. Деп. в ВИНИТИ 15.11.89. № 6906–В89.
8. Зейнеддин М. О потенциале простого слоя для параболической системы в классах Дини. Дис. ... канд.

физ.-матем. наук. М.: МГУ им. М.В. Ломоносова, мех.-мат. факультет, 1992.
9. Зейнеддин М. Гладкость потенциала простого слоя для параболической системы второго порядка в

классах Дини. М., 1992. Деп в ВИНИТИ РАН 16.04.92. № 1294–В92.
10. Мазья В.Г., Кресин Г.И. О принципе максимума для сильно эллиптических и параболических систем

второго порядка с постоянными коэффициентами// Матем. сб. 1984. Т. 125(167). № 4(12). С. 458–480.
11. Ворошнин Л.Г., Хусид Б.М. Диффузионный массоперенос в многокомпонентных системах. Минск:

Наука и техн., 1971.
12. Hackbusch W. Integral Equations. Berlin: Birkhauser, 1995.
13. Chen G., Zhou J. Boundary Element Methods. London: Acad. Press, 1992.
14. Петровский И.Г. О проблеме Коши для систем линейных уравнений с частными производными в об-

ласти неаналитических функций // Бюлл. МГУ. 1938. Секция А. Т. 1. Вып. 7. С. 1–72.
15. Фридман А. Уравнения с частными производными параболического типа. М.: Мир, 1968.
16. Эйдельман С.Д. Параболические системы. М.: Наука, 1964.
17. Бадерко Е.А., Черепова М.Ф. Первая краевая задача для параболических систем в плоских областях с

негладкими боковыми границами // Докл. АН. 2014. Т. 458. № 4. С. 379–381.
18. Бадерко Е.А., Черепова М.Ф. Потенциал простого слоя и первая краевая задача для параболической си-

стемы на плоскости // Дифференц. ур-ния. 2016. Т. 52. № 2. С. 197–208.
19. Камынин Л.И. О решении методом потенциалов основных краевых задач для одномерного параболи-

ческого уравнения 2-го порядка // Сиб. матем. ж. 1974. Т. 15. № 4. С. 806–834.

− −

→ +
− ψ ≤ ≤v

1 1

0
lim ( , ) = ( ), 0 ,
x

x t A M A t t T

∈ [0, ]t T

− −∂ π − τ τ τ ≡ ∂ ≥ v
1/2 1/2

0

( , ) = ( ) ( , ) ( , ), > 0, 0.
t

t t
du x t t x d F x t x t
dt

− − − −

→ +
−π − τ ψ τ τ ≤ ≤

1/2 1 1 1/2

0
0

lim ( , ) = ( ) ( ) , 0 ,
t

x
F x t A M A t d t T

+∂ ∈
0
( )tu C D +→ 0x

∂ ψ ∈1/2

0
[0, ].C T



402

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 62  № 3  2022

БАДЕРКО, СТАСЕНКО

20. Бадерко Е.А., Черепова М.Ф. О единственности решения задачи Коши для параболических систем //
Дифференц. ур-ния. 2019. Т. 55. № 6. С. 822–830.

21. Baderko E.A., Cherepova M.F. Uniqueness theorem for parabolic Cauchy problem // Applicable Analys. 2016.
T. 95. № 7. P. 1570–1580.

22. Бадерко Е.А., Черепова М.Ф. Единственность решения первой начально-краевой задачи для параболи-
ческих систем на плоскости в модельном случае // Докл. АН. 2018. Т. 483. № 3. С. 247–249.

23. Бадерко Е.А., Черепова М.Ф. О единственности решения первой начально-краевой задачи для парабо-
лических систем с постоянными коэффициентами в полуограниченной области на плоскости //
Дифференц. ур-ния. 2019. Т. 55. № 5. С. 673–682.

24. Бадерко Е.А., Черепова М.Ф. Задача Дирихле для параболических систем с Дини-непрерывными коэф-
фициентами на плоскости // Докл. АН. 2017. Т. 476. № 1. С. 7–10.



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (Adobe RGB \0501998\051)
  /CalCMYKProfile (Photoshop 5 Default CMYK)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize false
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /BleedOffset [
        14.173230
        14.173230
        14.173230
        14.173230
      ]
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /ClipComplexRegions true
        /ConvertStrokesToOutlines false
        /ConvertTextToOutlines false
        /GradientResolution 300
        /LineArtTextResolution 1200
        /PresetName ([High Resolution])
        /PresetSelector /HighResolution
        /RasterVectorBalance 1
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MarksOffset 14.173230
      /MarksWeight 0.250000
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PageMarksFile /RomanDefault
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.000 842.000]
>> setpagedevice


