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1. ВВЕДЕНИЕ
Оптимизация процессов радиационно-диффузионного (сложного) теплообмена важна для

инженерных и медицинских приложений (см. [1]–[6]). При моделировании таких процессов хо-
рошую эффективность показало использование диффузионного -приближения для уравнения
переноса излучения. Анализ краевых задач, задач оптимального управления и обратных задач
для уравнений сложного теплообмена с -приближением уравнения переноса излучения пред-
ставлен в [7]–[25]. Отметим также интересные результаты А.А. Амосова по анализу краевых за-
дач, связанных с радиационным теплообменом (см. [26]–[31]).

Дальнейшее развитие моделирования и анализа процессов сложного теплообмена связано с
рассмотрением многокомпонентных областей с кусочно-постоянными параметрами среды.
В [32]–[34] представлены построение модели сложного теплообмена с учетом эффектов отраже-
ния и преломления на поверхностях разрыва коэффициента преломления и анализ краевых и
обратных задач.

Настоящая работа посвящена анализу задач оптимального управления для указанной нели-
нейной модели сложного теплообмена.

Статья организована следующим образом. В разд. 2 формулируется краевая задача для урав-
нений сложного теплообмена с условиями сопряжения, определяются пространства и операто-
ры. Задача оптимального управления формализуется как задача минимизации слабо полунепрерыв-
ного снизу функционала на решениях системы уравнений с операторными коэффициентами. Разре-
шимость задачи управления доказана в разд. 3. Невырожденные условия оптимальности получены
в разд. 4 на основе доказанной эпиморфности производной оператора ограничений. В разд. 5
рассмотрено приложение полученных результатов к задаче оптимального управления с гранич-
ным наблюдением. Показано, что условия оптимальности влекут релейность оптимального
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управления. Доказательство важных результатов о существовании и единственности линеаризо-
ванной задачи с условиями сопряжения и положительности температурного поля представлено
в разд. 6.

2. ПОСТАНОВКА И ФОРМАЛИЗАЦИЯ ЗАДАЧИ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ
Для описания процесса радиационного теплообмена в многокомпонентной среде рассмот-

рим, следуя [32], ограниченную липшицеву область , содержащую конечное число лип-
шицевых подобластей ,  замыкания которых не пересекаются. Подобласть

является внешней, при этом , , .
В каждой из областей , , температура  и интенсивность теплового излучения 

удовлетворяют уравнениям

(1)
Положительные физические параметры , ,  и , описывающие свойства среды, определяются
стандартным образом (см. [32]). Указанные параметры так же, как и коэффициент преломления

, принимают постоянные значения в областях , , и при этом, что важно,

,  Функции  и  моделируют тепловые источники и источники излуче-
ния соответственно.

На внешней границе  задаются граничные условия

(2)

где  – заданная температура,  – коэффициент теплопередачи,  – параметр, завися-
щий от коэффициента излучения. Через  обозначаем производную в направлении внешней
нормали  к границе.

Выведенные в [32] условия сопряжения для температуры  и интенсивности излуче-

ния  на внутренних границах , , имеют вид

(3)

(4)

Здесь ,  – параметры, зависящие от коэффициентов отражения на

внутренних границах (см. [32]).

Далее через , , обозначаем пространства Лебега, через  – пространства Со-
болева. Пусть ,  и

Пространство  отождествляем с сопряженным пространством , 
 Здесь  – пространства, сопряженные с  и  соответственно. Через  обо-

значаем значение функционала  на элементе  и скалярное произведение в , если
 Для норм и скалярных произведений используем обозначения

Пусть исходные данные удовлетворяют следующим условиям:

(i) , , , ;
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(ii)   ;

(iii)   
Согласно [33], [34], введем следующие операторы и функционалы , ,

, , используя равенства

которые справедливы для всех  и . Здесь 

Билинейная форма  определяет норму, эквивалентную стандартной норме простран-
ства , и поэтому полагаем  Справедливы следующие неравенства о непрерывно-

сти вложений , , :

Через , , , обозначаем монотонную степенную функцию. Используя
краевые условия (2) и условия сопряжения (3), (4) так же, как и в [33], получаем операторную
формулировку краевой задачи.

Определение. Пара  называется слабым решением задачи (1)–(4), если

(5)

В [33] доказано, что при выполнении условий (i)–(iii) задача (5) однозначно разрешима.
Для постановки задачи оптимального управления системой (5) рассмотрим пространство

управлений , множество допустимых управлений , пространство состояний
 и целевой функционал , удовлетворяющие условиям

(j)  – непустое, выпуклое и замкнутое множество;
(jj)  слабо полунепрерывен снизу;
(jjj)  ограничено или  множество  ограничено в .
Определим оператор ограничений , полагая для ,

Задача (OC). Найти ,  такие, что 

(6)

Типичным примером задачи оптимального управления, которая возникает при моделирова-
нии процессов лазерной абляции (см. [4]–[6]), является задача нахождения интенсивностей теп-
ловых источников и источников излучения, локализованных в  при условиях

Здесь  – требуемое распределение температуры в подобласти ,  – ограничение на мощ-
ность источников.
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3. РАЗРЕШИМОСТЬ ЗАДАЧИ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ
Теорема 1. Пусть выполняются условия (i)–(iii), (j)–(jjj). Тогда существует решение задачи (OC).
Доказательство. Рассмотрим последовательность :

где   и при этом

(7)

Из условия (jjj) следует, что  ограничена в  и поэтому, в силу оценок решения задачи (7), по-
лученных в [33], заключаем, что последовательность  ограничена в  Переходя при не-
обходимости к подпоследовательностям, получаем сходимости

(8)

(9)

Результатов о сходимости (8), (9) достаточно для предельного перехода в (7), причем переход в
нелинейных членах гарантируется оценкой

Следовательно, , т.е.  В силу усло-
вий (j),(jj)  и

Поэтому  – решение задачи (OC).

4. УСЛОВИЯ ОПТИМАЛЬНОСТИ
Для получения системы оптимальности будем использовать принцип Лагранжа для гладко-

выпуклых экстремальных задач (см. [35], [36]). Невырожденность условий оптимальности сле-

дует из того, что образ производной оператора ограничений , где  – решение задачи
(OC), совпадает с пространством 

Напомним, что

Лемма 1. Пусть выполняются условия (i)–(iii). Для любой пары  справедливо равен-
ство

Доказательство. Пусть . Для доказательства леммы достаточно проверить, что линей-
ная система

(10)
разрешима для всех 

Билинейная форма  является непрерывной, симметричной и положи-
тельно-определенной в пространстве  Поэтому из леммы Лакса–Мильграма следует,
что для каждого  существует единственное решение  уравнения  и

оператор  непрерывен. Тогда из второго уравнения в (10) следует

 Кроме того,  Следовательно, задача (10) эквива-
лентна системе

(11)
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В силу лемм 3, 4, доказанных в конце статьи, оператор  является компактным, и яд-
ро фредгольмовского оператора  нулевое. Поэтому первое уравнение в (11) однозначно раз-
решимо для любой правой части, что означает разрешимость задачи (10) и справедливость утвер-
ждения данной леммы.

Теорема 2. Пусть выполняются условия (i)–(iii),  – решение задачи (OC) и при этом
 отображение  непрерывно дифференцируемо в окрестности ,  в окрестно-

сти  функция  выпукла,  дифференцируема по Гато по  в точке . Тогда существу-
ет сопряженное состояние , удовлетворяющее системе уравнений

(12)

такое, что 

(13)

Здесь  – оптимальное состояние,  – оптимальное управление.
Доказательство. Утверждение теоремы следует из [35, гл. 2, теорема 1.5]. В силу леммы 1 функ-

ция Лагранжа задачи (OC) определяется равенством

где , ,  В соответствии с принципом Лагранжа равенства
  дают сопряженную систему (12), а вариационное неравенство

  влечет условия (13).

5. ПРИЛОЖЕНИЕ УСЛОВИЙ ОПТИМАЛЬНОСТИ. РЕЛЕЙНОЕ УПРАВЛЕНИЕ

Рассмотрим процесс радиационного теплообмена в области  с одним включением .
В качестве примера задачи (OC) изучим следующую задачу оптимального управления:

(14)

(15)

(16)

Здесь ,  – заданные функции.
Согласно теоремам 1, 2, справедливa

Теорема 3. Пусть выполняются условия (i)–(iii). Тогда существует решение  задачи (14)–(16)
и соответствующее сопряженное состояние  такие, что

(17)

(18)

(19)

Здесь  задается выражением  

Система оптимальности (17)–(19) позволяет обосновать релейность оптимального управле-
ния (принцип bang-bang), используя следующий результат.

Лемма 2. Пусть выполняются условия (i)–(iii), тройка  – решение задачи (14)–(16),  –
сопряженное состояние и при этом . Тогда либо  почти всюду на , либо

 в 
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Доказательство. Отметим сразу, и это важно для дальнейшего, что в силу леммы 5, доказанной
в разд. 6,  в  Из уравнений (18) следует, что почти всюду в  справедливы равенства

(20)

Поэтому  и, как следует из (20),

Таким образом, функция  удовлетворяет в  уравнению

(21)

Если на некоторой подобласти  положительной меры , то  Тогда из пер-
вого уравнения (20) в силу положительности  следует, что ,  Из (20), ис-
пользуя свойство единственности продолжения для эллиптических уравнений (см. [37]), заклю-
чаем, что  в . Поэтому , а значит, и 

Покажем, что , т.е. след  на  равен нулю. С учетом того, что , это бу-

дет означать, что  Действительно, умножим скалярно второе уравнение (18) на
, . Поскольку , получаем

Следовательно,  и  Из уравнений (18) теперь следует, что почти всюду в 
справедливы равенства

(22)

и, что важно, . Повторяя рассуждения первой части доказательства, заключаем,

что  в 

Заметим, что если , то можно найти такое управление , что  на внешней гра-
нице 

Теорема 4. Пусть выполняются условия (i)–(iii) и при этом . Если точная
нижняя грань целевого функционала в задаче (14)–(16) положительна, то  почти всюду в  и
оптимальное управление является релейным:

Доказательство. Если  в , то, как следует из первого уравнения (18), справедливо
равенство  на внешней границе , которое противоречит положительности минимального
значения целевого функционала. Следовательно, в силу леммы 2,  почти всюду в .

Из вариационного неравенства (19) вытекает, что

Из полученного неравенства следует утверждение теоремы.

6. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ЛЕММЫ
Лемма 3. Пусть выполняются условия (i)–(iii). Для любой функции  оператор ,

определяемый равенством

является компактным.
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Доказательство. Для  справедливо равенство

(23)

где 

Оценим функцию  Уравнение  умножим скалярно на  и оценим ле-
вую и правую части снизу и сверху соответственно:

Здесь  С учетом непрерывности вложения , , получаем

Тогда из (23) следует, что

Здесь 

Полагая в последнем неравенстве , получаем оценку , из которой, в си-

лу компактности вложения , следует компактность оператора 
Лемма 4. .

Доказательство. Пусть , , где  Тогда спра-
ведливы равенства

(24)

Определим регуляризацию функции : , если ; , если . Умно-
жим скалярно первое уравнение в (24) на , второе на  и сложим полученные равенства:

Заметим, что функция  неубывающая: , и поэтому, отбросив неотрицательные
слагаемые, получаем неравенство

В пределе при  получаем

Заметим, что последнее слагаемое здесь неотрицательно, поскольку  и

Поэтому  Далее, умножим скалярно уравнения в (24) на  и сложим равенства,
учитывая полученные граничные значения на , а также, что  на , . Тогда

(25)
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Рассмотрим открытый шар , . В области  определим функцию  так,
что ,  Заметим, что , поскольку  Поэтому в
силу (25)

Следовательно,  в  как гармоническая функция, равная нулю на части области, и поэтому

(26)

Определим  так, что  в ,  в , и функцию  продолжим нулем вне .
Используя первое уравнение в (24) и равенство (26), выводим

Так как функция  равна нулю на подобласти в , то в силу свойства единственности продолже-
ния для эллиптических уравнений (см. [37]) заключаем, что  в  и соответственно 
в

Далее, умножим скалярно второе уравнение в (24) на функцию  такую, что ,

, учитывая полученные равенства  Тогда получим

Следовательно, , , и поэтому  Из (25) вытекает, что функция

 является гармонической в , , и при этом равна нулю на  т.е.

 Таким образом, почти всюду в  справедливо равенство  Поэто-
му из первого уравнения в (24) следует, что

Это означает, что функция  равна нулю в , что доказывает утверждение леммы.

Лемма 5. Пусть выполняются условия (i)–(iii) и при этом

Если  – слабое решение задачи (1)–(4), то  почти всюду в 

Доказательство. Пусть . Определим неубывающую функцию , которая яв-
ляется аппроксимацией функции :
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Умножим скалярно первое уравнение в (5) на , второе на  и сложим полу-
ченные равенства. Тогда

(27)

В силу монотонности функции  справедливы неравенства

Поэтому, отбросив в (27), в силу указанных неравенств, неотрицательные слагаемые, получим

(28)

Переходя в (28) к пределу при , заключаем

Следовательно, , что означает справедливость почти всюду неравенства 
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