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Выводится квадратурная формула для потенциала двойного слоя в случае уравнения Гельм-
гольца с непрерывной плотностью, заданной на гладкой замкнутой либо разомкнутой по-
верхности. Эта квадратурная формула дает более высокую точность вычислений, чем стан-
дартная квадратурная формула, что подтверждается численными тестами. Преимущество но-
вой квадратурной формулы особенно заметно вблизи поверхности, где стандартная
квадратурная формула быстро расходится, тогда как новая формула обеспечивает приемле-
мую точность вычислений для точек, отстоящих от поверхности на расстояниях, сопостави-
мых с шагом интегрирования и более. Библ. 19. Табл. 3.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Потенциал двойного слоя используется при решении краевых задач для уравнения Гельм-

гольца методом интегральных уравнений. Такие задачи возникают в различных областях мате-
матической физики, например, в теории рассеяния акустических и электромагнитных волн на
препятствиях, в геофизической гидродинамике, при изучении дифракции приливных волн на
островах, в теории тепловых волн в термодинамике и т.д. Численное решение краевых задач с
помощью потенциала двойного слоя обсуждалось в [1]–[3] и состоит из двух этапов. На первом
этапе, численно решая граничное интегральное уравнение, находят плотность потенциала.
На втором этапе, подставляя численное значение плотности в квадратурную формулу, находят
решение краевой задачи в любой точке области. Однако квадратурные формулы для потенциа-
лов, используемые в инженерных расчетах [4], не дают равномерной аппроксимации потенциа-
ла в области и не сохраняют свойство непрерывности потенциалов вплоть до границы области.
Более того, вблизи определенных точек на границе области квадратурные формулы расходятся и
стремятся к бесконечности, хотя сами потенциалы ограничены вблизи границы. При использо-
вании стандартных квадратурных формул для повышения точности приходится либо уменьшать
шаг, либо проводить дополнительные построения вблизи границы области, что увеличивает сто-
имость вычислений. Актуальной является задача по получению улучшенных квадратурных фор-
мул, обеспечивающих повышенную точность вблизи границы.

В двумерном случае улучшенная квадратурная формула для потенциала простого слоя с плот-
ностью, заданной на разомкнутых кривых и имеющей степенные особенности на концах кри-
вых, построена в [5], [6]. Эта формула может применяться при нахождении численных решений
краевых задач для уравнения Гельмгольца вне разрезов и разомкнутых кривых на плоскости с ис-
пользованием метода потенциалов и граничных интегральных уравнений. Такие задачи изуча-
лись указанным методом в [7]–]11]. В [12] была предложена улучшенная квадратурная формула
для потенциала простого слоя в трехмерном случае, обеспечивающая равномерную аппроксима-
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цию и равномерную сходимость в области. Кроме того, эта формула сохраняет свойство непре-
рывности потенциала простого слоя при переходе через границу области. В настоящей работе
построена улучшенная квадратурная формула для потенциала двойного слоя в случае уравнения
Гельмгольца. Формула обеспечивает более высокую точность вычислений, чем стандартная
квадратурная формула, что подтверждается численными тестами. Преимущество улучшен-
ной формулы по сравнению со стандартной особенно заметно на небольших расстояниях от
границы.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Введем в пространстве декартову систему координат . Пусть  – простая
гладкая замкнутая поверхность класса , либо простая гладкая ограниченная разомкнутая ори-
ентированная поверхность класса , содержащая свои предельные точки [13, гл. 14, § 1]. Если
поверхность  замкнутая, то она должна ограничивать объемно-односвязную внутреннюю об-
ласть [14, c. 201]. Предположим, что поверхность  параметризована так, что на нее отображает-
ся прямоугольник:

(1)

Сфера, поверхность эллипсоида, гладкие поверхности фигур вращения, поверхность тора и мно-
гие другие более сложные поверхности можно параметризовать таким образом. Введем  точек

 с шагом  на отрезке  и  точек  на отрезке  и рассмотрим разбиение прямоуголь-
ника , который отображается на поверхность 

Тем самым прямоугольник  разбивается на  маленьких прямоугольничков и
через  обозначены серединки этих прямоугольничков.
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Потенциал двойного слоя для уравнения Гельмгольца используется при решении краевых за-
дач методом интегральных уравнений. Пусть . Рассмотрим потенциал двойного слоя для
уравнения Гельмгольца с заданной на поверхности  плотностью 

(4)

где . Пусть , тогда

(5)

для  и .

Так же как и в [12] можно показать, что при  и 

для любого . Константы в оценках функций, обозначенных через , не зависят от
 и от расположения .

Следовательно, имеем

(6)

Таким образом, чтобы получить квадратурную формулу для потенциала двойного слоя при
, необходимо вычислить интеграл

(7)

который будем называть каноническим интегралом.
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где

Здесь и далее все производные по  и  берутся в точке . Положим

тогда

Следовательно, имеем

где , ,

Производные по  и  берутся в точке  . Можно показать [13, гл. 14, § 1], что

(8)
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(9)

Отсюда следует, что  и .
Применяя формулу Тейлора в точке  с остаточным членом в форме Пеано [13, гл. 10, § 5.3],

находим

Производные по  и  берутся в точке .
Для вычисления выражения

с учетом формул

отражающих ортогональность вектора нормали и касательных векторов к поверхности (см. [13,
гл. 14, § 1.2]), воспользуемся разложением по формуле Тейлора в точке  с остаточным чле-
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тогда получаем

где  ,

Все производные по  берутся в точке .

Из приведенных соотношений вытекает, что канонический интеграл (7) приближенно равен
следующему интегралу, который обозначим через 

Следовательно, чтобы вывести квадратурную формулу для потенциала двойного слоя, необ-
ходимо вычислить интеграл  в явном виде.

3.1. Вычисление интегралов по dV
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Как отмечено выше , поэтому, поделив полученное соотношение на , заключаем, что
. Следовательно, квадратичный полином, обозначенный через , неотрицательный.

Положим

Применяя введенные обозначения, вычислим в  интеграл по , переходя к переменной 

где использованы интегралы 1.2.43.17–1.2.43.19 из [16]. Заметим, что

где функция  найдена в явном виде в работе [12]. Интеграл  можно записать в виде

(12)

Поскольку функция  найдена в [12], задача сводится к вычислению интеграла

Достаточно вычислить интеграл . Интеграл  вычисляется по тем же формулам, что и
интеграл , в которых  надо заменить на . Вычислим интеграл . Распишем величи-
ны, входящие в подынтегральную функцию, в виде многочленов по 
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Применяя введенные обозначения, запишем интеграл  в виде

(13)

3.2. Вычисление интегралов по dU

Используя деление многочленов и учитывая, что  в силу (9), приведем интеграл  к виду

(14)

(15)

где

Если  и , то в силу [12, п. 2] точка  лежит на маленьком ку-
сочке проходящей через  касательной плоскости, по которому ведется интегрирование в
каноническом интеграле после линеаризации  вблизи . В данном случае в знамена-
теле канонического интеграла с такой линеаризацией возникает особенность в точке . Однако
если в числителе провести такую же линеаризацию, а нормаль приближенно заменить нормалью
в точке , то числитель будет тождественно равен нулю, так как  лежит в касательной
плоскости, проходящей через . С другой стороны, исходный канонический интеграл (без
линеаризации) не имеет особенности, так как , и может быть оценен как . Поэтому
если  и , будем считать, что . Далее предполагаем,
что указанное условие не выполняется.

Поскольку , интегралы  и  находятся с помощью табличных интегралов 2.261 и
2.264 из [17]:
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Остается вычислить интеграл . Способ вычисления интеграла зависит от знака дискрими-
нанта квадратного трехчлена , стоящего в знаменателе подынтегральной функ-
ции.

Случай 1: . Выше показано, что квадратичный полином, обозначенный как  –
неотрицательный, следовательно, его дискриминант неположительный: , поэтому
первый случай не реализуется.

Случай 2: . В этом случае , где  – ко-
рень многочлена. Если , то в силу (11) точка x лежит на маленьком кусочке прохо-
дящей через  касательной плоскости, по которому ведется интегрирование в канониче-
ском интеграле после линеаризации  вблизи . В данном случае в знаменателе кано-
нического интеграла с такой линеаризацией возникает особенность в точке . Однако если в
числителе провести такую же линеаризацию, а нормаль приближенно заменить нормалью в точ-
ке , то числитель будет тождественно равен нулю, так как  лежит в касательной плоско-
сти, проходящей через . С другой стороны, исходный канонический интеграл (без лине-
аризации) не имеет особенности, так как , и может быть оценен как . Поэтому если

, будем считать, что . Пусть . Применяя соотношение

получаем

Cделав замену , находим [14, ч. 1, гл. 7, § 10, п. 5]:

где , . Как показано выше, , поэтому и . Если
, то с помощью табличных интегралов 2.261 и 2.264 из [17], получаем
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Если , а , то, пользуясь интегралами 1.2.18.5, 1.2.18.6 из [16], находим

Если  и , то

Тем самым, во втором случае интеграл  вычислен явно.

Случай 3: . В этом случае многочлен  неприводимый. Рассмот-
рим различные варианты вычисления интеграла  из (15), воспользовавшись методом, предло-
женным в [14, ч. 1, гл. 7, § 10, п. 5, (7.75)] или в [17, разд. 2.25].

Вариант 1. Если , то в интеграле  достаточно сделать замену .
Пусть, кроме того,

тогда

где

Вводя обозначения

получаем

(18)

Используя табличный интеграл 2.246 из [17], находим интеграл  в явном виде.
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3. Если  то

Используя табличные интегралы 1.2.43.17, 1.2.45.10, 1.2.45.13 и 1.2.11.10 из [16], находим инте-
грал  в явном виде.

1. Если  и , то

2. Если , то

3. Если , то

4. Если  и , то

Итак, в этом варианте интеграл  из (15) вычисляется явно по формуле (18).
Вариант 2. Пусть . В [12, п. 2] показано, что квадратный трехчлен под корнем в (15)

неотрицателен (этот результат вытекает также и из приведенных в п. 3.1 выкладок), поэтому его
дискриминант неположителен, т.е. . Положим .
Далее рассмотрим 2 варианта.

Вариант 2а: . Преобразуем

где сделана гиперболическая замена

Теперь рассмотрим второй квадратный трехчлен в знаменателе (учитывая условие, принятое в
случае 3) и линейную функцию в числителе:
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где

Поскольку , дискриминант этого квадратного трехчлена относительно 
отрицательный, т.е.

(19)

Кроме того,  в силу условий, принятых в варианте 2 и в варианте 2а.

Учитывая, что  и , запишем

Этот интеграл можно вычислить в явном виде, переходя к комплексным числам. Чтобы приве-
сти окончательную формулу для интеграла, введем обозначения

Используя приведенные обозначения, интеграл  можно записать в виде

Таким образом, в варианте 2а интеграл  вычислен явно.
Вариант 2б: . В этом случае

ν χ ν χ − χ ν − +2 2 2
2 2 1 1 1 1 1 1 2 2 0 1 2 2 1 1 2 0= > 0, = / , = /(4 ) /(2 ) ,C C B C B B C B B C B C

ε χ ε −1 1 1 0 0 1 1 2= , = /(2 ).S S B S B

ν + ν + ν2
2 1 0sh sh > 0t t sh t

ν − ν ν2
1 2 04 < 0.

ν ≠1 0

χ1= chdU tdt +2 2sh 1 = cht t

( )
+

±

−

  +⋅ = ± + χ  ν + ν + ν    1 0 1
12 12

22 2 1 0

sh1= ch , arcsh / .
2 2sh sh ch

t

t

t BhJ t dt t
BB t t t

e e

+
ν − ν νν− ≠ + − + +

ν ν

2
2 2 2 2 2 21 2 01

1 2 1 2 1 2
2 2

| 4 |
= 0, = > 0, | 1| = ( 1) 4 ,

2 2
g g G g g g g

       ζ = − + χ ζ = + χ          
       

1 1
1 1 2 1

2 2

exp arcsh / , exp arcsh / ,
2 2 2 2

B Bh h
B B

+ +

+ +

+ + − + + − − +Ψ Ψ
+ +

2 2 2 2 2 2
1 2 1 2

1 2 2

| 1| 1 | 1| ( 1)
cos = ( ) , sin = ,sgn

2 22| 1| 2| 1|
G g g G g g

g
G G

+
+

++

+ + − +Ψγ =
++

2 2 2
1 2

1 22

| 1| 1cos( /2)Re = ( ) ,sgn
2 2| 1|2 | 1|

G g g
g

GG

+
+

++

+ − − +Ψγ − = −
++

2 2 2
1 2

22

| 1| ( 1)sin( /2)Im = ,
2 2| 1|2 | 1|

G g g

GG

+ + + +
+ +Λ γ + γ Λ γ − γe e e ee e1 1 0 1 1 01 1

1 2
2 2

= Re Im , = Im Re ,
2 2 2 2

g g
g g

( ) ( )+
+ +

 Ψ Ψ− − + − + − ζ + + − + 
 


2 2 2 2

2 2
1 1 2

=1 =1

1= ( 1) ln ( 1) | 1|cos ( 1) | 1| sin ,
2 2 2

q l q q
l

q l

s g G g G

( ) ( )
+ +

+ +

+ − + Ψ − ζ
− −

Ψ Ψ+ − + − ζ + + − +


22 2
1

2 2 2
=1 =1 2 2

1 2

( 1) | 1| cos( /2)
= ( 1) arccos .

( 1) | 1| cos ( 1) | 1| sin
2 2

q
q l l

q l q q
l

g G
s

g G g G

12J

( )− ⋅ Λ − Λ
ν12 1 1 2 2

2 2

4= .J s s
B

12J
χ1 = 0

( )
    + + + + χ = + + Ω    
     

2 2
22 21 1

2 1 0 2 1 2 2
2 2

= = ,
2 2
B BB U BU B B U B U B U
B B



432

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 62  № 3  2022

КРУТИЦКИЙ, РЕЗНИЧЕНКО

где . Как отмечено выше, считаем, что . Тогда

(20)

где

Интегралы в (20) табличные. Воспользуемся формулами 1.2.8.19 и 1.2.8.13 из [16]. Учитывая, что
, находим

Таким образом, в варианте 2б интеграл  вычислен явно.

4. ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ
Сформулируем основной результат этой работы в виде теоремы.

Теорема. Пусть  – простая гладкая замкнутая поверхность класса , ограничивающая объем-
но-односвязную внутреннюю область, либо простая гладкая ограниченная разомкнутая ориентиро-
ванная поверхность класса , содержащая свои предельные точки. Пусть  допускает параметри-
зацию (1) со свойством (3), и . Тогда для потенциала двойного слоя (4) при  и 
имеет место квадратурная формула

(21)

где интеграл  вычислен в явном виде в п. 3.
Формула для  приводится в (12), где функция  дается в явном виде в [12], интеграл

 определяется в (13),  находится по формуле (14), а  найдено в (17). Интеграл  вычис-
лен в (16), а интеграл  вычисляется в явном виде в п. 3.1 для различных случаев.

Если , то потенциал двойного слоя для уравнения Гельмгольца переходит в потенциал
двойного слоя для уравнения Лапласа, соответственно, квадратурная формула (21) при 
принимает вид квадратурной формулы для гармонического потенциала двойного слоя.

5. СТАНДАРТНАЯ КВАДРАТУРНАЯ ФОРМУЛА
Квадратурная формула (21) является альтернативой стандартной квадратурной формуле для

потенциала двойного слоя вне поверхности , используемой в инженерных расчетах [4, гл. 2]
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Стандартная квадратурная формула получается из формулы (6) заменой канонического интегра-
ла из (7) на его следующее приближенное значение:

Пусть для простоты  – замкнутая поверхность. Стандартная квадратурная формула (22) стре-
мится к бесконечности, если точка  стремится изнутри либо извне  к одной из точек

, хотя сам потенциал двойного слоя в наших предположениях ограничен на  и не-
прерывно продолжим на  изнутри и извне. Другими словами, если точка  стремится к точке на

 изнутри или извне, то потенциал двойного слоя стремится к конечному пределу. Стандартная
квадратурная формула не сохраняет важнейшие свойства потенциала двойного слоя, а именно,
ограниченность на  и непрерывную продолжимость на  извне или изнутри. Стандартная квад-
ратурная формула не дает равномерной аппроксимации потенциала двойного слоя как во внут-
ренней, так и во внешней областях с границей  и расходится вблизи границы.

Помимо стандартной квадратурной формулы, для нахождения потенциала двойного слоя
можно использовать формулу, основанную на вычислении телесных углов [19, c. 87]. Сравнение
этой формулы с формулой, предложенной в настоящей работе, планируется обсудить в дальней-
ших исследованиях.

6. ЧИСЛЕННЫЕ ТЕСТЫ

Тестирование улучшенной (21) и стандартной (22) квадратурных формул проведено в случае,
когда поверхность  является сферой единичного радиуса, которая задана параметрически урав-
нениями:

(23)

причем . Отметим, что в данном случае  и 
 для всех . Иначе говоря,  на полюсах сферы при такой пара-

метризации, но условия теоремы выполняются.

Согласно [15, § 27.6], плотность потенциала двойного слоя на поверхности  можно найти по
формуле

Здесь поверхность  рассматривается как двусторонняя, через  обозначена сторона, которую
мы видим, глядя навстречу вектору нормали , а через  обозначена противоположная сторо-
на. В формуле берутся предельные значения потенциала двойного слоя на разных сторонах .
Отметим, что направление единичной нормали  совпадает с направлением нормали , так как
вектор  получается из  в результате нормировки. Пусть теперь  – единичная сфера, заданная
параметризацией (23), тогда формулы (2) для нормали  определяют внутреннюю нормаль на
сфере, а значит,  – внутренняя сторона единичной сферы, а  – ее внешняя сторона.

В рассматриваемых тестовых примерах для потенциала двойного слоя с заданной на единич-
ной сфере плотностью известно явное выражение во всем пространстве, поэтому точные значе-
ния потенциала можно сравнить с приближенными, вычисленными по квадратурным форму-
лам. Во всех тестах приближенное значение потенциала двойного слоя вычислялось по стан-
дартной квадратурной формуле (22) и по улучшенной квадратурной формуле (21) в некоторых
точках на вспомогательных сферах, имеющих центры в начале координат и радиусы, равные

. Тем самым, вспомогательные сферы находятся либо внутри, либо снаружи сферы еди-
ничного радиуса, на которой задана плотность потенциала, на расстоянии  от нее. Затем были
рассчитаны значения абсолютных погрешностей в этих точках, и для каждой вспомогательной
сферы определялись максимумы значений этих погрешностей.
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Координаты точек, которые использовались для оценки максимальной абсолютной погреш-
ности:

(24)

где  определяется формулами (23),  – радиус вспомогательной сферы. То есть эти точки
расположены над и под центрами участков разбиения единичной сферы, серединами границ
между такими участками и пересечениями этих границ.

Вычисления проводились для различных значений  и . Значения шагов определяются
формулами   Если , то ; если , то

; если , то .
В таблицах приведены рассчитанные максимальные значения абсолютных погрешностей.

В левом столбце указано отличие радиуса вспомогательной сферы от единицы: для внутренних
сфер радиус равен , для внешних . В верхней строке указаны значения . Первое
число в ячейках таблицы – максимальная погрешность для стандартной квадратурной формулы
на данной вспомогательной сфере, а число после точки с запятой – максимальная погрешность
на данной сфере для улучшенной формулы.

Тест 1. В данном тесте использовалась плотность потенциала  тогда потенциал
двойного слоя для уравнения Гельмгольца имеет вид

где . В табл. 1 приведены рассчитанные максимальные значения абсолютных погрешно-
стей.

Тест 2. В данном тесте использовалась плотность потенциала  При этом
потенциал двойного слоя имеет вид

где  – зенитный угол в сферических координатах с центром в начале координат, . В табл. 2
приведены рассчитанные максимальные значения абсолютных погрешностей.
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Таблица 1. Максимальная абсолютная погрешность квадратурных формул в тесте 1

ΔR M = N/2 = 25 M = N/2 = 50 M = N/2 = 100

Внутренние сферы
0.1 0.029; 0.0089 0.0079; 0.0024 0.0021; 0.00062
0.06 0.13; 0.012 0.020; 0.0038 0.0055; 0.0010
0.03 1.04; 0.034 0.13; 0.0065 0.020; 0.0019
0.01 12.1; 0.12 2.74; 0.031 0.49; 0.0061

Внешние сферы
0.1 0.028; 0.0077 0.0077; 0.0021 0.0020; 0.00054
0.06 0.15; 0.014 0.020; 0.0035 0.0055; 0.00093
0.03 1.08; 0.042 0.14; 0.0069 0.020; 0.0018
0.01 12.1; 0.24 2.76; 0.036 0.50; 0.0063
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Тест 3. В данном тесте использовалась плотность потенциала 
При этом потенциал двойного слоя имеет вид

где  и  – зенитный и азимутальный углы в сферических координатах с центром в начале коор-
динат, . В табл. 3 приведены рассчитанные максимальные значения абсолютных погрешно-
стей.

7. ВЫВОДЫ
Как указано выше, первое число в ячейках таблиц – погрешность стандартной квадратурной

формулы, а второе число – погрешность улучшенной квадратурной формулы. Из таблиц видно,
что улучшенная квадратурная формула обеспечивает более высокую точность вычислений вбли-
зи границы , чем стандартная. Кроме того, стандартная формула быстро расходится при при-
ближении к границе. Тесты показывают, что улучшенная формула дает хорошую точность вы-
числений для всех точек, расположенных на расстоянии  и более от границы . В этом случае
улучшенная квадратурная формула имеет второй порядок сходимости и обеспечивает макси-
мальную погрешность вычислений порядка . На расстояниях порядка  до границы
улучшенная формула дает погрешность , а стандартная формула расходится.
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Таблица 2. Максимальная абсолютная погрешность квадратурных формул в тесте 2

ΔR M = N/2 = 25 M = N/2 = 50 M = N/2 = 100

Внутренние сферы
0.1 0.029; 0.0091 0.0079; 0.0025 0.0020; 0.00064
0.06 0.082; 0.012 0.020; 0.0039 0.0055; 0.0010
0.03 0.48; 0.025 0.082; 0.0062 0.020; 0.0019
0.01 5.97; 0.079 1.31; 0.019 0.22; 0.0045

Внешние сферы
0.1 0.028; 0.0074 0.0078; 0.0020 0.0020; 0.00052
0.06 0.083; 0.011 0.020; 0.0034 0.0055; 0.00091
0.03 0.50; 0.024 0.082; 0.0058 0.020; 0.0018
0.01 5.99; 0.10 1.32; 0.020 0.22; 0.0044

Таблица 3. Максимальная абсолютная погрешность квадратурных формул в тесте 3

ΔR M = N/2 = 25 M = N/2 = 50 M = N/2 = 100

Внутренние сферы
0.1 0.012; 0.0072 5.7E–5; 0.0018 1.5E–6; 4.5E–4
0.06 0.13; 0.013 0.0046; 0.0029 8.8E–6; 7.1E–4
0.03 1.04; 0.035 0.13; 0.0068 0.0050; 0.0014
0.01 12.08; 0.12 2.74; 0.032 0.49; 0.0062

Внешние сферы
0.1 0.019; 0.0062 0.00014; 0.0014 1.8E–6; 3.6E–4
0.06 0.15; 0.013 0.0062; 0.0026 1.7E–5; 6.3E–4
0.03 1.07; 0.041 0.14; 0.0068 0.0058; 0.0013
0.01 12.1; 0.24 2.76; 0.036 0.50; 0.0063
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