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Представлены полунеявные и полудискретные разностные схемы повышенной точности для
решения кинетических уравнений переноса теплового излучения и уравнения энергии моди-
фицированным методом расщепления. Особенность схем состоит в том, что перенос тепло-
вого излучения рассчитывается по явным или неявным разностным схемам, которые аппрок-
симируют обычное уравнение переноса в частных производных. Взаимодействие излучения
с веществом рассчитывается по неявным разностным схемам в полунеявных схемах и из ана-
литических решений обыкновенных дифференциальных уравнений в полудискретных схе-
мах. Разностные схемы повышенной точности построены на основе метода Рунге–Кутты
второго порядка. Решения находятся без внешних итераций по интегралу столкновений и без
обращения матриц. Алгоритмы решения разностных уравнений позволяют проводить вы-
числения в параллельном режиме. Метод естественным образом обобщается на решение за-
дач в многомерных пространствах. Библ. 35. Фиг. 3.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Одной из актуальных проблем при решении задач радиационной газовой динамики является

проблема повышения точности и эффективности компьютерного моделирования в задачах пе-
реноса теплового излучения. В частности, эта проблема относится и к решению интегродиффе-
ренциальных кинетических уравнений переноса теплового излучения и уравнения энергии в од-
номерном, двумерном и трехмерном пространствах. Подходы к решению этой проблемы описа-
ны во многих монографиях, например, в [1]–[3].

Широко используемыми методами решения являются: методы дискретных ординат 
(см. [1], [3], [4]), методы Фотрие (см. [5]) и Райбики (см. [6]), методы характеристик (см. [7], [8]),
квазидиффузионные методы (см. [9], [10]), итерационные методы (см. [11]–[15]), методы рас-
щепления (см. [16]–[20]) и т.д. Каждый метод обладает своими достоинствами и недостатками,
которые известны и описаны во многих публикациях. Так, если систему уравнений решать ме-
тодами Фотрие или Райбики, то приходится иметь дело с решением систем линейных алгебраи-
ческих уравнений с полными матрицами взаимодействия между группами (см. [21]). Как след-
ствие, в случае решения реальных задач требуются большие объемы оперативной памяти и боль-
шие временные затраты. Если решение находить итерационными методами по неявным
разностным схемам, то основные трудности возникают со сходимостью внешних итераций по
интегралу столкновений и независимому источнику в виде функции Планка. Итерации, как прави-
ло, сходятся медленно. Для повышения эффективности методов и ускорения сходимости итераций
постоянно разрабатываются различные подходы и “ускорители” (см., например, [22]–[25]).
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Следует отметить работы [26]–[28], в которых оператор переноса рассчитывается по явной
разностной схеме, а оператор взаимодействия излучения с веществом – по неявной разност-
ной схеме.

В настоящей работе подробно рассмотрен вопрос построения полунеявных и полудискрет-
ных разностных схем повышенных порядков (второго и третьего) аппроксимации для решения
интегродифференциальных кинетических уравнений переноса теплового излучения и уравне-
ния энергии в многогрупповом приближении на основе модифицированного метода расщепле-
ния (см. [20]). Оператор взаимодействия излучения с веществом рассчитывается по разностной
схеме, которая построена с использованием аналитических решений обыкновенных дифферен-
циальных уравнений (ОДУ). Оператор переноса может рассчитываться по известным явным или
неявным разностным схемам повышенной точности, например, по схемам из [29], [30]. Решения
разностных уравнений находятся без итераций по интегралу столкновений и без обращения мат-
риц.

Основные свойства и особенности численного метода демонстрируются на примерах реше-
ния модельной задачи. Результаты расчетов по предлагаемой методике хорошо согласуются с ре-
зультатами, рассчитанными по методике из [15]. Расчеты модельной задачи показали работоспо-
собность и эффективность предлагаемой методики.

2. РАЗНОСТНЫЕ СХЕМЫ ДЛЯ РЕШЕНИЯ КИНЕТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ ПЕРЕНОСА 
ТЕПЛОВОГО ИЗЛУЧЕНИЯ И УРАВНЕНИЯ ЭНЕРГИИ

2.1. Постановка задачи

Особенности подхода к численному решению кинетических уравнений переноса излучения
и уравнения энергии в многогрупповом изотропном приближении рассмотрим на примерах ре-
шения задач для плоской геометрии. Систему уравнений запишем в виде

(1)

Здесь  – независимые переменные по времени и по пространству,  – косинус угла между
вектором движения частиц (фотонов) и осью ,  с – скорость света,  – индекс группы,

 – интенсивность энергии излучения в группе ,  – плотность энергии излучения,
умноженная на скорость света,

есть интенсивность равновесного излучения (функция Планка), умноженная на скорость света,
 – постоянная Планка,  – коэффициенты поглощения и рассеяния,  – функция источ-

ника. Разностная сетка по энергии фотонов включает  независимых групп с энергиями
,  – энергия фотонов. Разностная сетка по переменной  с центрами

 и шагами , , включает  направлений
движения частиц.

Система уравнений (1) замыкается уравнением состояния вещества в форме . Пред-
полагаем, что плотность вещества . Начальные условия: , .

Граничные условия: на левой границе –  для , на правой –
 для , где ,  – известные функции. Требуется найти

решение системы уравнений (1) в области  для .
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2.2. Полунеявные разностные схемы
Разностную схему для решения системы уравнений (1) будем конструировать на основе

Sn-метода из [1] и методов из [16], [17], [20]. В пространстве  построим разностную сетку с
шагами интегрирования  вдоль координатных линий  соответственно. Границы ячеек
разностной сетки с центрами в точках  обозначим как , где  – индекс ячейки. Вве-

дем обозначения:  – удельные внутренние энергии вещества,  – температуры ве-

щества,  – интенсивности излучения,  – плотности энергии излучения,  –

функции Планка,  – коэффициенты поглощения,  – коэффициенты рассеяния,

 – источники. Величины с индексами ,  и с целым индексом  являются основны-

ми и относятся к центрам ячеек в моменты времени  и  соответственно. Величины с
дробными индексами   которые будем называть “большими”, как в схемах С.К. Го-
дунова (см. [31]), являются вспомогательными и относятся к границам ячеек. В дальнейшем ин-
декс  у величин в центрах ячеек опущен.

Проинтегрировав уравнения (1) по ячейке фазового пространства , заменив интеграл в
(1) квадратурной формулой и применив теорему Гаусса–Остроградского, получим для вычисле-
ния основных величин систему разностных уравнений

(2)

Здесь  – средние значения функций на интервале . Эти величины относятся

к временному слою . Введем интенсивности , где , которые вычисляются из
выражения в фигурных скобках в (2) по разностным уравнениям

(3)

Разностная схема (3) консервативная и аппроксимирует дифференциальное уравнение переноса
в частных производных

(4)

Если “большие” величины  вычисляются по величинам с нижнего временного

слоя , то разностная схема (3) будет явной. Шаг интегрирования по времени выбирается в этом
случае из условия устойчивости схемы:

(5)

Здесь  – коэффициент запаса устойчивости. Условие (5) – это обычное ограничение на шаг ин-
тегрирования по времени при решении гиперболических уравнений, которое не зависит от ко-
эффициентов поглощения.

Если интенсивности  вычисляются по величинам с верхнего временного слоя , то схе-
ма (3) будет неявной без ограничения на выбор шага интегрирования по времени. Однако из-
вестно, что для обеспечения точности в неявных разностных схемах желательно, чтобы число
Куранта было близким к единице.

( , )t x
τ, jh ,t x

jx − +1/2 1/2,j jx x j
+1,n n

j jE E +1,n n
j jT T

+1
, ,,n n

g j g jI I +1
, ,,n n

g j g jU U +1
, ,,n n

g j g jB B
+α α1
, ,,n n

g j g j
+β β1
, ,,n n

g j g j
+1

, ,,n n
g j g jf f + 1n n j

+ = + τ1n nt t nt
+, 1/2,g jI −, 1/2,g jI

j
( , )t x

+
+ −

 τμ= − − + τ α + β + − α + β 
 

1
, 1/2 , 1/2 * * * * * * * *( ) [0.5( ) ( ) ],n n

g g g j g j g g g g g g g g
j

cI I I I c B U f I
h

+ + +

=−

= μ = Δμ
1

1 1 1
,

11

   ,
M

n n n
g g g m

m

U I d I

+

=
= + τ α −1

1

(* * .)*
G

n n
g g g

g

E E U B

α* * * *, , ,g g g gI B U +1,n nt t

+ τ*nt +1/2n
gI ≤ τ ≤ τ0 *

+
+ −

τμ= − −1/2
, 1/2 , 1/2( ).n n

g g g j g j
j

cI I I I
h

∂ ∂
+ μ =

∂ ∂
1 0.g gI I
с t x

+ +, 1/2 , 1/2,g j g jI I
nt

τμ− >  τ ≤ ≤ ≤
μ

1 0 , 0 1.j

j

hc k k
h c

k

+1/2n
gI +1nt



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 62  № 3  2022

ПОЛУНЕЯВНЫЕ И ПОЛУДИСКРЕТНЫЕ РАЗНОСТНЫЕ СХЕМЫ 491

В дальнейшем предполагаем, что интенсивности  находятся по какой-либо известной
разностной схеме повышенной точности, которая аппроксимирует уравнение переноса (4).

Подставив выражение для  из первого уравнения (2) в квадратурную формулу для  вто-

рого уравнения (2), получим с учетом введенной интенсивности  эквивалентную систему
разностных уравнений, которую запишем в виде

(6)

Особенность разностной схемы (6) в том, что плотность энергии излучения  вычисляется
из разностного уравнения, а не по квадратурной формуле, как в системе уравнений (2). Решение
системы уравнений (6) в этом случае не вызывает затруднений и находится без итераций по ин-
тегралу столкновений и без обращения матриц.

Первые дифференциальные приближения (ПДП) (см. [32]) разностной схемы (6) запишем в
виде

(7)

Из ПДП (7) следует, что разностная схема (6) аппроксимирует систему ОДУ

(8)

с первым порядком по времени. Начальные данные для первых двух уравнений в (8) – это реше-
ния уравнения переноса (4).

Погрешность аппроксимации разностной схемы (6) зависит от выбора величин
. Если , то величины  вычисляются по величинам с верхнего

временного слоя . Разностная схема (6) будет неявной схемой Эйлера, кото-
рая аппроксимирует ОДУ (8) с первым порядком по времени с погрешностью .

Просуммировав по всем группам второе уравнение в (8) и сложив результат с уравнением
энергии в (8), получим для суммарной удельной внутренней энергии вещества и энергии излу-
чения ОДУ
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первый интеграл которого записывается в виде

(9)

Следовательно, в системе ОДУ (8) изменение суммарной удельной внутренней энергии веще-
ства и энергии излучения за промежуток времени  равно энергии, вложенной от внешних ис-
точников за время . Разностная схема (9) является консервативной. Аналогичное уравнение и
вывод можно получить и в разностной схеме (6) из анализа двух последних уравнений в (6). По-
этому температуру  вещества будем находить из решения уравнения (9) методом Ньютона,
как в [20].

Вычитая первое уравнение в (8) из второго, умноженного на 0.5, получим ОДУ

решение которого выписывается в квадратурах. Это решение позволяет получить для вычисле-
ния интенсивности энергии излучения дополнительное уравнение

которое можно использовать для контроля точности или как основное уравнение для вычисле-
ния интенсивности энергии излучения  Здесь плотность энергии излучения  находится
из решения второго уравнения в (6).

Если интенсивности  находятся по явной разностной схеме (3), а интенсивности  –
по неявной разностной схеме (6), то разностную схему (3), (6) будем называть полунеявной раз-
ностной схемой.

Основное достоинство представленных полунеявных разностных схем – это то, что реше-
ния находятся без итераций по интегралу столкновений и могут быть найдены в параллель-
ном режиме.

2.3. Полунеявные разностные схемы повышенной точности

Известно, что разностные схемы Эйлера первого порядка точности для решения “жестких”
ОДУ не эффективны и малопригодны (см. [33]). Поэтому для решения ОДУ желательно приме-
нять разностные схемы повышенной точности, например, схемы Рунге–Кутты второго порядка,
в которых решения находятся по схеме предиктор-корректор. Рассмотрим построение такой
схемы для решения системы ОДУ (8). В дальнейшем, не нарушая общности изложения, предпо-
ложим, что источники . Из ПДП (7) следует, что, если величины  вычислять
в момент времени , то разностная схема (6) аппроксимирует ОДУ (8) со вторым поряд-

ком по времени с погрешностью . Для реализации такой схемы температура  вещества
в общем случае предварительно вычисляется на этапе предиктор в момент времени

 из уравнения энергии (9), которое запишем в виде

(10)

Уравнение  получено из уравнения энергии в  после подстановки выражения для плотно-

сти энергии излучения  из второго уравнения в . Вспомогательные плотности энергии из-
лучения  вычисляются приближенно линейной интерполяцией по формуле
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в момент времени . Здесь  – параметр, который подбирается, исходя из какого-либо
условия, например, . Вычислив температуру вещества  из уравнения (10), удельные

внутренние энергии  и интенсивности  найдем на этапе корректор в момент времени

 из разностных уравнений, которые запишем в виде

(11)

Здесь величины  вычисляются по температуре  в момент времени . Раз-
ностная схема  , (11) – это схема предиктор-корректор повышенной точности.

Из практики известно, что, если , то решения, как правило, монотонные. Это следует и
из того, что коэффициенты в разностных схемах положительные. Однако, если , то ре-
шения могут оказаться немонотонными. В этом случае параметр  полагается равным ,
где  и подбирается так, чтобы решение стало монотонным. Это известный прием по-
давления осцилляций в гибридных разностных схемах (см. [34]).

2.4. Полудискретные разностные схемы

Поскольку разностные уравнения (6) аппроксимируют ОДУ (8), то можно рассмотреть под-
ход, в котором интенсивности  и удельные внутренние энергии вещества  вычисляются
из аналитических решений ОДУ (8). Такой подход к повышению точности разностных схем от-
мечается в [3], где утверждается, что в этом случае решения оказываются более точными, чем ре-
шения, полученные по разностной схеме. Проинтегрировав по времени ОДУ (8), с учетом того,
что первые два уравнения линейные относительно неизвестных , получим для вычисления
основных величин  следующие уравнения:

(12)

В общем случае интегралы вычисляются приближенно по квадратурным формулам. В частном
случае, если коэффициенты поглощения, рассеяния и функция Планка постоянные, то интегра-
лы в (12) берутся в квадратурах, которые запишем в виде
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(13)

Аналитические решения (13) будем использовать при построении разностных схем. Пусть
. Зафиксируем температуру  в момент времени , . При

построении разностных схем предполагается, что коэффициенты поглощения, рассеяния и
функция Планка усредняются по фиксированной температуре  и остаются постоянными на

интервале . Следовательно, численные решения можно найти из уравнений (13) в момент
времени , которые записываются в виде

(14)

Если , то температура  находится из уравнения энергии (14) в момент времени

. Величины  вычисляются по температуре . Интегралы в (12) вычисляют-
ся по квадратурным формулам методом правых прямоугольников с погрешностью .

Если , то интегралы в (12) вычисляются по квадратурным формулам методом средних

с погрешностью . Для реализации такой схемы температура  вещества предвари-

тельно вычисляется на этапе предиктор в момент времени  из уравнения энергии
в (14), которое записывается в виде

(15)

Величины  вычисляются по температуре . Удельные внутренние энергии  и

интенсивности  находятся из явных разностных уравнений (14) на этапе корректор в момент

времени . В результате получаем разностную схему (15), (14) типа предиктор-коррек-
тор повышенной точности.

Если для вычисления интегралов в (12) применить двухточечную формулу Гаусса (см. [33]),
которая имеет погрешность , то на этапе предиктор необходимо вычислить два набора вспо-
могательных температур  из уравнения (15) в моменты времени

соответственно. Подынтегральная функция в этом случае усредняется по формуле

Поскольку разностные схемы (14), (15) получены из аналитических решений (14), то разност-
ные схемы (3), (14), (15) будем называть полудискретными разностными схемами повышенной
точности.

При вычислении интегралов в (12) приближенно по квадратурным формулам коэффициенты
поглощения, рассеяния и функция Планка полагаются равными усредненным значениям на ин-
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тервале интегрирования . Очевидно, что, если шаг интегрирования по времени 
большой и функции резко изменяются, то усреднение может оказаться грубым. Следовательно,
численное решение будет найдено с большой погрешностью. Погрешность можно уменьшить,
если интегралы в (12) вычислять по обобщенной квадратурной формуле с шагом интегрирова-
ния , разбив интервал интегрирования  на  подынтервалов. В этом случае интегра-
лы в (12) представляются в виде суммы интегралов, которые вычисляются на этих подынтерва-
лах. На этапе предиктор дополнительно вычисляются температуры  в точках 

, , в схемах первого и второго порядков точности соответственно.
Для обеспечения гарантированной точности в схемах (9), (14) вычисления в каждой точке же-

лательно проводить с контролем точности. Например, иметь критерий точности или проводить
два расчета с шагами интегрирования  и . Если различие результатов расчетов не превосхо-
дит заданной величины, то решение получено с заданной точностью. В противном случае шаг
уменьшается в 2 раза и расчет повторяется. В обоих случаях такая технология счета обеспечит га-
рантированную точность и эффективность расчетов.

3. ВЕРИФИКАЦИЯ ПРОГРАММЫ И МЕТОДИКИ
Работоспособность представленной методики и программы проверялась путем сравнения ре-

зультатов расчетов модельной задачи на сходимость с результатами, которые получены по мето-
дике из [15] на разностной сетке с шагом интегрирования по пространству . Расчеты
на сходимость проведены на последовательности сгущающихся разностных сетках с шагами ин-
тегрирования по пространству , , , которым соответствует число
интервалов 100, 200, 400 и т.д. Шаги интегрирования по времени выбирались из условия устой-
чивости (5) с коэффициентами запаса , . В расчетах перенос излучения рассчиты-
вался по явной разностной схеме повышенной точности из [29]. Коэффициент интерполяции

.

3.1. Постановка модельной задачи

На левую границу  плоского слоя толщиной 0.2 см падает планковский поток излуче-
ния, соответствующий температуре вещества Т = 10 кэВ. На правой границе  задается
условие свободной поверхности  для . Слой состоит из двух физических областей.
Коэффициент поглощения взят из [35] и вычисляется в первой области по формуле

во второй области –

Коэффициент рассеяния . Начальная температура вещества Т = 0.001 кэВ. Уравнение со-
стояния вещества Е = 0.81Т. По энергии фотонов взято 15-групповое приближение из [9] с гра-
ницами интервалов, умноженными на 10: [0, 3, 6, 8, 12, 15, 18, 24, 27, 30, 40, 50, 70, 90, 110, 150].
Средние значения энергии в группах относятся к центрам интервалов и равны полусумме значе-
ний энергий на границах интервалов. Надо найти состояние системы в момент времени

.

3.2. Результаты расчетов по полунеявным и полудискретым разностным схемам
Представим результаты расчетов по полунеявным и полудискретным разностным схемам

предиктор-корректор повышенной точности в момент времени . Температура веще-
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ства  вычисляется в момент времени , где . Параметр  по-
добран так, чтобы решения уравнения энергии оставались монотонными. Результаты расчетов
по полунеявным и полудискретным разностным схемам близки между собой. Поэтому на графи-
ках приведены результаты расчетов по полудискретным разностным схемам. Разностные схемы
повышенной точности обозначим символом , а на фиг. 1–3 – С32. Это означает, что разност-
ная схема аппроксимирует уравнение переноса (4) на гладких решениях с третьим порядком по
времени и по пространству, а уравнение энергии со вторым порядком по времени. На фиг. 1, 2
методика из [15] обозначена аббревиатурой “era”.

Зависимости от  температур вещества в расчетах задачи на сходимость по полудискретной
разностной схеме  приведены на фиг. 1 в момент времени .

Зависимости от  температур излучения в расчетах задачи на сходимость по полудискретной
разностной схеме  приведены на фиг. 2 в момент времени .

Результаты расчетов входящих и выходящих спектральных потоков излучения по полудис-
кретной схеме  представлены на фиг. 3 в момент времени . Графики потоков, рассчи-
танные с коэффициентами запаса ,  практически совпадают между собой. Поэтому
приведены результаты расчетов с коэффициентом запаса .

Из фиг. 1–3 следует, что результаты расчетов температуры вещества, температуры излучения
и выходящего спектрального потока излучения по полудискретной разностной схеме (3), (14)
удовлетворительно согласуются с результатами расчетов по методике из [15]. Времена расчетов в
последовательном режиме по обеим методикам сравнимы между собой.
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Фиг. 1. Зависимости от  температур вещества в расчетах на сходимость: (а) – , (б) – .
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4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Построены полунеявные и полудискретные разностные схемы предиктор-корректор повы-

шенной точности для решения кинетических уравнений переноса теплового излучения и урав-
нения энергии в многогрупповом изотропном приближении.

Результаты расчетов модельной задачи по полунеявным и полудискретным разностным схе-
мам повышенной точности удовлетворительно согласуются между собой и с результатами расче-
тов, которые получены по методике из [15].

Показано, что решение кинетических уравнений переноса теплового излучения и уравнения
энергии по полунеявным и полудискретным разностным схемам повышенной точности можно
получить без итераций по интегралу столкновений и без обращения матриц.

Алгоритм решения системы ОДУ для учета взаимодействия излучения с веществом не зави-
сит от размерности пространства и может применяться в одномерном, двумерном и трехмерном
пространствах.
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