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Для задачи Коши для гиперболического уравнения разрабатывается мультипликативный
подход: строится монотонная декомпозиция рассматриваемой задачи, в силу возможности
представить гиперболический оператор в виде произведения операторов переноса. Задача
для гиперболического уравнения приводится к системе задач для уравнений переноса: пере-
носа по направлению оси  и переноса по направлению, противоположному оси . Устанав-
ливаются условия, обеспечивающие монотонность каждой из задач для уравнений переноса
и всей мультипликативной задачи. Такая декомпозиция задачи Коши на основе задач пере-
носа, решаемых последовательно, существенно упрощает решение гиперболического урав-
нения, причем задачи для уравнений переноса являются монотонными, обеспечивая моно-
тонность декомпозиции задачи Коши для гиперболического уравнения. Библ. 11.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Исследование многих физических процессов приводит к задаче Коши для гиперболического

уравнения (см., например, книгу А.Н. Тихонова и А.А. Самарского [1]). В [1] показано, что явное
решение такой задачи Коши имеет достаточно сложную структуру, а потому разработано доста-
точно много численных методов для ее решения. В стандартном подходе к построению разност-
ной схемы для аппроксимации второй производной  используется трехточечный
шаблон, что приводит к нарушению монотонности сеточной задачи. По этой причине строящи-
еся разностные схемы не обладают свойством монотонности и не сходятся в равномерной нор-
ме. Следует заметить, что исходная дифференциальная задача Коши является монотонной
(см. разд. 8 и [1]).

Отметим, что сходимость решений известных численных методов для гиперболических урав-
нений обычно рассматривается в нормах, отличных от равномерной (см., например, [2], [3] и
библиографию там же), что не является принципиальным при решении регулярных задач. Одна-
ко такие нормы не являются адекватными в случае сингулярно возмущенных гиперболических
уравнений (решения которых имеют особенности типа пограничных и/или внутренних слоев;
см., например, [4]–[6] и библиографию там же).

Таким образом, разработка численных методов для регулярных задач (а в перспективе и для
сингулярно возмущенных) в случае гиперболических уравнений, сеточные решения которых
сходятся в равномерной норме, является актуальной. При построении такого нового численного
метода требуется обеспечить монотонность строящихся аппроксимаций задачи Коши для ги-
перболического уравнения (определение монотонности см., например, в [3]). Отметим, что для
сингулярно возмущенного уравнения переноса в [7], [8] разработана монотонная разностная
схема, сходящаяся в равномерной норме равномерно относительно возмущающего параметра .

1)Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РФФИ (проект № 20-01-00650).
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Представляет интерес использование подходов из [7], [8] при разработке численного метода для
решения задачи Коши для гиперболического уравнения.

В настоящей работе для задачи Коши для гиперболического уравнения разрабатывается
мультипликативный подход: строится монотонная декомпозиция рассматриваемой задачи на
основе уравнений переноса. Этот подход основан на возможности представить гиперболический
оператор в виде произведения операторов переноса. При этом задача для гиперболического
уравнения приводится к системе задач для уравнений переноса: переноса по направлению оси 
и по направлению, противоположному оси . Устанавливаются условия, обеспечивающие мо-
нотонность каждой из задач для уравнений переноса и всей мультипликативной задачи; обсуж-
дается также монотонность задачи Коши для гиперболического уравнения. Настоящая работа –
это новый принципиальный шаг к построению монотонных численных методов для решения за-
дачи Коши для гиперболического уравнения, сходящихся в равномерной норме как для регуляр-
ных, так и сингулярно возмущенных задач.

Работа построена следующим образом. Постановка задачи Коши для гиперболического урав-
нения (2.2), (2.1) и цель исследования приводятся в разд. 2. В разд. 3 строится -декомпози-
ция задачи Коши для гиперболического уравнения (2.2), (2.1) с использованием уравнений пе-
реноса по направлению, противоположному оси  (задача Коши о переносе (3.2)), и по направ-
лению оси  (задача Коши о переносе (3.3)), назовем ее мультипликативной задачей {(3.2), (3.3)}.
В разд. 4 исследуются свойства решений задач Коши о переносе (3.2) и (3.3), позволяющие обес-
печить монотонность мультипликативной задачи {(3.2), (3.3)}. В разд. 5, подобно построениям,
приведенным в разд. 3, строится -декомпозиция задачи Коши для гиперболического урав-
нения (2.2), (2.1) – мультипликативная задача {(5.2), (5.3)}. В разд. 6 исследуются свойства реше-
ний задач Коши о переносе (5.2) и (5.3) и устанавливаются условия, обеспечивающие монотон-
ность мультипликативной задачи {(5.2), (5.3)}. В разд. 7 для задачи Коши для гиперболического
уравнения (2.2), (2.1) с использованием результатов из разд. 4 и разд. 6 строится монотонная де-
композиция задачи на основе уравнений переноса. В разд. 8 обсуждается монотонность рассмат-
риваемой задачи Коши для гиперболического уравнения (2.2), (2.1). Выводы приводятся в
разд. 9.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ КОШИ ДЛЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ. 
ЦЕЛЬ РАБОТЫ

На множестве , где

(2.1a)
(2.1б)

рассмотрим задачу Коши для гиперболического уравнения (см., например, [1])

(2.2a)

Здесь

(2.2б)

функции  и ,  предполагаются достаточно гладкими на  и  соответственно, при-
чем

(2.2в)

(Через M (через m) обозначаем достаточно большие (малые) положительные постоянные.
В случае сеточных задач эти постоянные не зависят от шаблонов разностных схем.)

Для решения такого класса задач разработан ряд численных методов, однако сходимость ре-
шений этих методов для гиперболических уравнений обычно рассматривается в нормах, отлич-
ных от равномерной (см., например, [2], [3] и библиографию там же), что не является принци-
пиальным при решении регулярных задач. Однако такие нормы не являются адекватными в слу-

x
x

− +t tL L

x
x

+ −t tL L

G

∪= ,G G S

× −∞ ∞ ×= (0, ], = { < < }, = { = 0},G R T R x S R t

∈
∂ϕ ψ ∈
∂

( , ) = ( , ), ( , ) ,

( , ) = ( ), ( , ) = ( ), ( , ) .

gL u x t f x t x t G

u x t x u x t x x t S
t

∂ ∂− + ∈
∂ ∂

2 2
2

2 2= , ( , ) ,gL a x t G
x t

( , )f x t ϕ( )x ψ( )x G R

≤ ∈ ϕ ψ ≤ ∈( , ) , ( , ) ; ( ) , ( ) , .f x t M x t G x x M x R



444

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 62  № 3  2022

ШИШКИН, ШИШКИНА

чае сингулярно возмущенных гиперболических уравнений (решения которых имеют
особенности типа пограничных и/или внутренних слоев; см., например, [4]–[6] и библиогра-
фию там же). Отметим существенную особенность, связанную с численным решением регуляр-
ных задач для гиперболических уравнений: в стандартном подходе к построению разностной
схемы для аппроксимации второй производной  используется трехточечный шаб-
лон, что приводит к нарушению монотонности сеточной задачи. По этой причине известные
разностные схемы не обладают свойством монотонности и не сходятся в равномерной норме.

Отметим, что для сингулярно возмущенного уравнения переноса в [7], [8] разработана моно-
тонная разностная схема, сходящаяся в равномерной норме равномерно относительно возмуща-
ющего параметра . Представляет интерес использование подходов из этих работ при разработке
численного метода для решения задачи Коши для гиперболического уравнения, сходящегося в
равномерной норме.

В настоящей работе используем представление гиперболического оператора в виде произве-
дения операторов переноса

Здесь  – оператор уравнения переноса по направлению оси , а  – оператор

уравнения переноса по направлению, противоположному оси .
Наша цель – используя представление гиперболического оператора в виде произведения опе-

раторов переноса, обладающих свойством монотонности, построить монотонную декомпози-
цию задачи Коши для гиперболического уравнения (2.2), (2.1). Монотонная декомпозиция зада-
чи Коши для гиперболического уравнения открывает перспективы к построению для ее решения
сеточного метода, сходящегося в равномерной норме.

3. -ДЕКОМПОЗИЦИЯ ЗАДАЧИ КОШИ ДЛЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО 
УРАВНЕНИЯ (2.2), (2.1)

С использованием уравнений переноса по направлению оси  и по направлению, противопо-
ложному оси , строится -декомпозиция задачи Коши для гиперболического уравнения.

3.1. Введем функцию , , определяемую соотношением

(3.1)

Здесь  – оператор уравнения переноса по направлению оси .

В силу задачи (2.2), (2.1) и соотношения (3.1) функция , , есть решение задачи
Коши о переносе по направлению, противоположному оси :

(3.2a)

где

(3.2б)

3.2. Из соотношения (3.1) следует, что функция , , есть решение задачи Коши
о переносе по направлению оси  с модифицированной правой частью:

(3.3)

3.3. В п. 3.1 и 3.2 построена система двух задач Коши о переносе: задача (3.2) для уравнения
переноса по направлению, противоположному оси , с решением , , а также
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задача (3.3) для уравнения переноса по направлению оси  с модифицированной правой частью
с решением , .

Определение 1. Систему задач Коши для уравнений переноса (3.2) и (3.3) назовем -де-
композицией задачи Коши для гиперболического уравнения (2.2), (2.1). Эту задачу будем также на-
зывать мультипликативной задачей {(3.2), (3.3)} для гиперболического уравнения (2.2), (2.1).

Таким образом, для задачи Коши для гиперболического уравнения (2.2), (2.1) построена
-декомпозиция задачи Коши, а именно, мультипликативная задача {(3.2), (3.3)}.

4. МОНОТОННОСТЬ -ДЕКОМПОЗИЦИИ ЗАДАЧИ КОШИ
ДЛЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ (2.2), (2.1)

В этом разделе исследуется монотонность задач Коши (3.2) и (3.3) о переносе. Известно, что
задача переноса по направлению оси  является монотонной. Следует ожидать, что и задача пе-
реноса по направлению, противоположному оси , также является монотонной. Здесь устанав-
ливаются условия, при выполнении которых задачи Коши (3.2) и (3.3) о переносе являются мо-
нотонными, что обеспечивает монотонность мультипликативной задачи {(3.2), (3.3)} для гипер-
болического уравнения (2.2), (2.1), т.е. ее -декомпозиции. В дополнение к стандартному
условию монотонности задачи Коши для уравнения переноса – неотрицательности правой ча-
сти уравнения и начального условия – здесь также требуется неотрицательность производной
начальной функции.

4.1. Исследуем задачу Коши (3.2) о переносе по направлению, противоположному оси . За-
дача переноса (3.2), подобно задаче из [7], [8], является монотонной. (Определение монотонно-
сти дифференциальных и сеточных задач см., например, в [1]–[3], [6], [9]–[11].)

Монотонность задачи переноса (3.2) означает, что, если выполняются соотношения

(4.1a)

(4.1б)
где

(4.1в)

то для решения  выполняется оценка

(4.2)
Условиям (4.1a), (4.1б) с учетом соотношения (4.1в) отвечает следующее достаточное условие:

(4.3)

Из условия (4.3) следует, что задача переноса {(3.2), (4.3)} является монотонной.
Справедлива следующая
Теорема 4.1. Пусть для задачи Коши (3.2) о переносе по направлению, противоположному оси ,

выполняется условие (4.3). Тогда задача переноса {(3.2), (4.3)} является монотонной, и для ее реше-
ния  выполняется оценка (4.2).

Замечание 1. В том случае, когда в условии (4.3) нарушается условие

(4.4)
монотонность задачи переноса {(3.2), (4.3)}, вообще говоря, нарушается. Таким образом, условие (4.4) яв-
ляется необходимым для монотонности задачи Коши {(3.2), (4.3)} для уравнения переноса.

4.2. Исследуем задачу Коши (3.3) о переносе по направлению оси  с модифицированной
правой частью. Задача переноса (3.3), подобно задаче из [7], [8], является монотонной.
Это означает, что, если выполняются соотношения

(4.5a)

(4.5б)
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где

(4.5в)

то для решения , , выполняется оценка

(4.6)

Условиям (4.5a), (4.5б) с учетом соотношения (4.5в) соответствует следующее достаточное
условие:

(4.7)

Таким образом, задача переноса {(3.3), (4.7)} является монотонной.
Теорема 4.2. Пусть для задачи (3.3) о переносе по направлению оси  с модифицированной правой

частью выполняются условия (4.5a), (4.5б), (4.7). Тогда задача переноса {(3.3), (4.7)} является моно-
тонной, и для ее решения  выполняется оценка (4.6).

4.3. С учетом результатов из п. 4.1 и 4.2 для задач переноса (3.2) и (3.3), для мультипликатив-
ной задачи {(3.2), (3.3)} справедлива следующая

Теорема 4.3. Пусть для задач переноса (3.2) и (3.3) выполняются условия (6.3) и (6.6) соответ-
ственно. Тогда мультипликативная задача {(3.2), (3.3)}, т.е. и -декомпозиция задачи Коши для
гиперболического уравнения (2.2), (2.1), является монотонной.

Замечание 2. Условие (4.4) (см. замечание 1) является необходимым как для монотонности задачи Ко-
ши {(3.2), (4.3)}, так и для монотонности мультипликативной задачи {(3.2), (3.3)}.

5. -ДЕКОМПОЗИЦИЯ ЗАДАЧИ КОШИ ДЛЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО
УРАВНЕНИЯ (2.2), (2.1)

С использованием уравнений переноса по направлению, противоположному оси , и по на-
правлению оси , подобно построениям, приведенным в разд. 3, строится -декомпозиция
задачи Коши для гиперболического уравнения (2.2), (2.1).

5.1. Введем функцию , , определяемую соотношением

(5.1)

Здесь  – оператор уравнения переноса по направлению, противоположному оси .

В силу задачи (2.2), (2.1) и соотношения (5.1) функция , , есть решение задачи
Коши о переносе по направлению оси :

(5.2a)

где

(5.2б)

5.2. Из соотношения (5.1) следует, что функция , , есть решение задачи Коши о
переносе по направлению, противоположному оси , с модифицированной правой частью:

(5.3)

5.3. В п. 5.1 и 5.2 построена система двух задач Коши о переносе: задача (5.2) для уравнения
переноса по направлению оси  с решением , , а также задача (5.3) для уравнения
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переноса по направлению, противоположному оси , с модифицированной правой частью, с ре-
шением , .

Определение 2. Систему задач Коши для уравнений переноса (5.2) и (5.3) назовем -де-
композицией задачи Коши для гиперболического уравнения (2.2), (2.1). Эту задачу будем также на-
зывать мультипликативной задачей {(5.2), (5.3)} для гиперболического уравнения (2.2), (2.1).

Таким образом, для задачи Коши для гиперболического уравнения (2.2), (2.1) построена
-декомпозиция задачи Коши или мультипликативная задача {(5.2), (5.3)}.

6. МОНОТОННОСТЬ -ДЕКОМПОЗИЦИИ ЗАДАЧИ КОШИ 
ДЛЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ (2.2), (2.1)

В этом разделе, подобно разд. 4, исследуется монотонность задачи Коши (5.2) для уравнения
переноса по направлению оси  и задачи Коши (5.3) для уравнения переноса по направлению,
противоположному оси , с модифицированной правой частью. Устанавливаются условия, при
выполнении которых задачи Коши (5.2) и (5.3) о переносе являются монотонными, что обеспе-
чивает монотонность мультипликативной задачи {(5.2), (5.3)} для гиперболического уравне-
ния (2.2), (2.1), т.е. ее -декомпозиции. В дополнение к стандартному условию монотонно-
сти задачи Коши для уравнения переноса – неотрицательности правой части уравнения и на-
чального условия – здесь также требуется неположительность производной начальной функции.

6.1. Исследуем задачу Коши (5.2) о переносе по направлению оси . Задача переноса (5.2), по-
добно задаче из [7], [8], является монотонной. Монотонность задачи переноса (5.2) означает, что
если выполняются соотношения

(6.1a)

(6.1б)

где

(6.1в)

то для решения  выполняется оценка

(6.2)

Условиям (6.1a), (6.1б) с учетом соотношения (6.1в) отвечает следующее достаточное условие:

(6.3)

Из условия (6.3) следует, что задача переноса {(5.2), (6.3)} является монотонной.
Теорема 6.1. Пусть для задачи Коши (5.2) о переносе по направлению оси  выполняется усло-

вие (6.3). Тогда задача переноса {(5.2), (6.3)} является монотонной, и для ее решения  выпол-
няется оценка (6.2).

6.2. Исследуем задачу Коши (5.3) о переносе в направлении, противоположном оси , с мо-
дифицированной правой частью. Задача переноса (5.3), подобно задаче из [7], [8], является мо-
нотонной. Это означает, что если выполняются соотношения
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где
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то для решения , , выполняется оценка
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Условиям (6.4a), (6.4б) с учетом соотношения (6.4в) соответствует следующее достаточное
условие:

(6.6)

Таким образом, задача переноса {(5.3), (6.6)} является монотонной.
Теорема 6.2. Пусть для задачи Коши (5.3) о переносе в направлении, противоположном оси , с

модифицированной правой частью выполняется условие (6.6). Тогда задача переноса {(5.3), (6.6)} яв-
ляется монотонной, и для ее решения  справедлива оценка (6.5).

6.3. С учетом результатов из п. 6.1 и 6.2 для задач переноса (5.2) и (5.3), для мультипликатив-
ной задачи {(5.2), (5.3)} справедлива следующая

Теорема 6.3. Пусть для задач переноса (5.2) и (5.3) выполняются условия (6.3) и (6.6) соответ-
ственно. Тогда мультипликативная задача {(5.2), (5.3)}, т.е. и -декомпозиция задачи Коши для
гиперболического уравнения (2.2), (2.1), является монотонной.

Замечание 3. В том случае, когда функция , , не является монотонной, представим ее в виде
суммы двух монотонных функций

удовлетворяющих условиям

и проведем построения, рассмотренные в п. 4.1 и 6.1 соответственно.

7. МОНОТОННАЯ ДЕКОМПОЗИЦИЯ ЗАДАЧИ КОШИ 
ДЛЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ

Для задачи Коши для гиперболического уравнения (2.2) (2.1), с использованием результатов
из разд. 4, 6 строится монотонная декомпозиция задачи на основе уравнений переноса.

7.1. Отметим, что функция , , вообще говоря, не является монотонной. Предста-
вим эту функцию  в виде суммы монотонных функций

(7.1)

где , , и , , являются монотонными функциями;  и , , – неубы-
вающая и невозрастающая функции соответственно.

(Запись  ( , , ,  означает, что эти множества (операторы, постоянные, сетки)
введены в формуле (i).)

Решение задачи Коши для гиперболического уравнения, где
(7.2)

обозначим через , .
Решение задачи Коши для гиперболического уравнения, где

(7.3)

обозначим через , .
7.2. Рассмотрим задачу Коши для гиперболического уравнения (2.2), (2.1) в случае условия (7.2).

Мультипликативную задачу {(3.2), (3.3)} в случае условия (7.2) обозначим через {{(3.2), (3.3)}, (7.2)}
и назовем мультипликативной подзадачей.

В соответствии с результатами разд. 4, мультипликативная подзадача {{(3.2), (3.3)}, (7.2)} яв-
ляется монотонной.

Таким образом, справедлива следующая
Теорема 7.1. Пусть для задачи Коши для гиперболического уравнения (2.2), (2.1) выполняется

условие (7.2). Тогда мультипликативная подзадача {{(3.2), (3.3)}, (7.2)} является монотонной.
7.3. Теперь рассмотрим задачу Коши для гиперболического уравнения (2.2), (2.1) в случае

условия (7.3). Мультипликативную задачу {(5.2), (5.3)} в случае условия (7.3) обозначим через
{{(5.2), (5.3)}, (7.3)} и назовем мультипликативной подзадачей.
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В соответствии с результатами разд. 6, мультипликативная подзадача {{(5.2), (5.3)}, (7.3)} яв-
ляется монотонной.

Таким образом, справедлива следующая теорема, подобная теореме 7.1.
Теорема 7.2. Пусть для задачи Коши для гиперболического уравнения (2.2), (2.1) выполняется

условие (7.3). Тогда мультипликативная подзадача {{(5.2), (5.3)}, (7.3)} является монотонной.
7.4. Для задачи Коши для гиперболического уравнения (2.2), (2.1) построим монотонную де-

композицию задачи с учетом структуры функции .
В случае условия (7.2) решаем мультипликативную подзадачу {{(3.2), (3.3)}, (7.2)}; ее решение

есть . В случае условия (7.3) решаем мультипликативную подзадачу {{(5.2), (5.3)}, (7.3)}; ее
решение есть . Решение задачи Коши определим соотношением

(7.4)

Таким образом, решение задачи Коши для гиперболического уравнения (2.2), (2.1) – функция
, является решением мультипликативных подзадач {{(3.2), (3.3)}, (7.2)} и {{(5.2), (5.3)}, (7.2)}.

Эту мультипликативную задачу обозначаем через {{{(3.2), (3.3)}, (7.2)}, {{(5.2), (5.3)}, (7.3)}}.
Справедлива следующая
Теорема 7.3. Мультипликативная задача {{{(3.2), (3.3)}, (7.2)}, {{(5.2), (5.3)}, (7.3)}}, решение ко-

торой определяется соотношением (7.4), является монотонной.

8. МОНОТОННОСТЬ ЗАДАЧИ КОШИ ДЛЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ
Обсудим монотонность рассматриваемой задачи Коши (2.2), (2.1) для гиперболического

уравнения. Для этого воспользуемся явным видом решения задачи Коши для гиперболического
уравнения (см. книгу А.Н. Тихонова и А.А. Самарского [1]).

8.1. Решение задачи Коши для гиперболического уравнения (2.2), (2.1) имеет представление
(см. [1, формула (31), с. 77])

(8.1)

При этом требуется существование производных ,  и  (см. [1]).
В [1] приводится и детально обсуждается влияние функций ,  и  на поведение

решения задачи Коши. Особенно многообразно и существенно влияние на решение задачи
структуры функции .

8.2. Из явного вида (8.1) решения задачи (2.2), (2.1) следует
Лемма 8.1. Пусть для данных задачи Коши (2.2), (2.1) выполняется условие

Тогда для ее решения справедлива оценка

Таким образом, справедлива следующая
Теорема 8.1. Задача Коши для гиперболического уравнения (2.2), (2.1) является монотонной.

9. ВЫВОДЫ
В статье получены следующие результаты.
9.1. Рассмотрена задача Коши для гиперболического уравнения из [1]. Для этой задачи разра-

ботан мультипликативный подход на основе представления гиперболического оператора в виде
произведения операторов переноса по направлению оси  и переноса по направлению, проти-
воположному оси .
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9.2. Для задачи Коши для гиперболического уравнения (2.2), (2.1) с использованием задач Ко-
ши о переносе построены мультипликативные задачи:

• {(3.2), (3.3)}, названная -декомпозицией, и

• {(5.2), (5.3)}, названная -декомпозицией.
9.3. Установлены условия, обеспечивающие монотонность каждой из задач Коши о переносе,

монотонность мультипликативных задач {(3.2), (3.3)} и {(5.2), (5.3)}, а также монотонность всей
задачи Коши для гиперболического уравнения (2.2), (2.1), построенной на основе декомпози-
ции.

9.4. Таким образом, на основе уравнений переноса построена монотонная декомпозиция зада-
чи Коши для гиперболического уравнения. Такая монотонная декомпозиция задачи Коши для
гиперболического уравнения открывает перспективы к построению разностных схем, сходя-
щихся в равномерной норме.

9.5. В разд. 8 показана монотонность исследуемой задачи Коши для гиперболического урав-
нения (2.2), (2.1) (которую не удается сохранить при “стандартном подходе”). Техника на основе
уравнений переноса позволяет сохранить монотонность исследуемой задачи Коши для гипербо-
лического уравнения.
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