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Рассматривается одна локально-одномерная бикомпактная схема для трехмерных уравнений
Эйлера, имеющая четвертый порядок аппроксимации по пространству и второй по времени.
На ее примере в задаче о вихре Тейлора–Грина в невязком совершенном газе исследуется, в
какой мере метод консервативной монотонизации, применяемый в бикомпактных схемах,
практически влияет на их теоретически высокое спектральное разрешение. Предлагаются
два алгоритма параллельного счета по локально-одномерным бикомпактным схемам, один
из которых используется для проведения вычислений. Показывается, что выбранная биком-
пактная схема при наличии монотонизации разрешает 70–85% спектра кинетической энер-
гии жидкости. Эта схема сравнивается с высокоточными схемами серии WENO5 по поведе-
нию кинетической энергии и энстрофии. Демонстрируется, что бикомпактная схема имеет
заметно меньшую диссипацию и слабее подавляет вихри среднего масштаба. Библ. 32. Фиг. 9.
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ВВЕДЕНИЕ
Решение задач аэрогидродинамики аппаратов, двигателей, конструкций, задач о движениях

атмосферы, природных вод (океанов, морей, рек и т.д.) нередко приводит к необходимости мо-
делирования турбулентных течений вязкой жидкости. Важнейшей особенностью таких течений
является широкий диапазон характеризующих их пространственнo-временных масштабов
(см. [1]). Прямое численное моделирование (DNS) состоит в непосредственном численном ре-
шении уравнений Навье–Стокса с полным разрешением на сетке всех масштабов и структур те-
чения. Этот подход лучше всего соответствует исходной физико-математической модели ньюто-
новской жидкости. Однако с ростом числа Рейнольдса он быстро становится нереализуемым
из-за ограниченности имеющихся на данный момент вычислительных ресурсов. Численное ре-
шение уравнений Навье–Стокса, осредненных по Рейнольдсу (RANS) (см. [1]), является одним
из способов справиться с данной проблемой. Уравнения и замыкающие модели RANS совмест-
но с классом конечнo-объемных (либо конечно-разностных) схем второго порядка точности об-
разуют современный промышленный стандарт решения аэрогидродинамических задач. Позво-
ляя достичь успехов в предсказании средних характеристик установившихся безотрывных тече-
ний, он оказывается плохо пригодным для изучения, например, отрывных течений,
акустических шумов, генерируемых свободными струями либо обтекаемыми телами, смешива-
ющихся потоков жидкости и т.д. (см. [2], [3]). Актуальной альтернативной стандарту RANS яв-
ляется моделирование крупных вихрей (LES) (см. [4]). Суть LES в общих чертах сводится к тому,
что динамика структур течения размером крупнее ячеек сетки рассчитывается, исходя из про-
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странственно фильтрованных уравнений Навье–Стокса, а динамика оставшихся мелкомас-
штабных структур, так называемая подсеточная турбулентность, параметризуется с помощью
тех или иных априорных или полуэмпирических моделей. Можно выделить три вида LES
(см. [5], [6]): собственно, вышеописанное LES с явным выделением и разделением масштабов
через фильтр и подсеточную модель; неявное LES (ILES), при котором уравнения Навьe–Стокса
решаются в исходном виде, а функции фильтра и подсеточной модели выполняют члены из по-
грешности аппроксимации используемой численной схемы (см. [7]); “LES без модели”, спра-
ведливо называемое также “DNS с недостаточным разрешением” (uDNS), которое представляет
собой ILES вообще без анализа погрешности аппроксимации на предмет ее связи с какой-либо
физической моделью подсеточных процессов.

Чтобы быть применимой в LES или DNS, численная схема должна обладать малыми дисси-
пативными и дисперсионными погрешностями или, другими словами, высоким спектральным
разрешением (см. [3], [8], [9]). Это требование вытекает из того, что схема должна как можно
точнее воспроизводить динамику вихрей всех разрешаемых масштабов, притом нередко на боль-
ших интервалах интегрирования (и по пространству, и по времени) (см. [9]). Наиболее очевид-
ным способом понижения численной диссипации/дисперсии является повышение порядка ап-
проксимации схемы. Более того, в [10], [11] на примере разрывных схем Галеркина (DG) пока-
зывается, что при равном числе степеней свободы схемы более высокого порядка превосходят по
точности свои аналоги более низкого порядка. Однако сам по себе высокий порядок аппрокси-
мации еще ничего не говорит о пригодности схемы для LES или DNS. Например, классическая
схема WENO5 (см. [12]) (с аппроксимацией пятого порядка по пространству и третьего порядка
по времени) из-за довольно высокого уровня численной диссипации мало пригодна для этих
приложений (см. [13]), что служит одной из причин для разработки модификаций этой схемы
(см. [13], [14]). Напротив, схема “КАБАРЕ” (см. [15]), имеющая формально второй порядок ап-
проксимации по всем переменным, обладает хорошим спектральным разрешением и потому
применима для моделирования турбулентных течений. Если рассматривать схемы высокого по-
рядка (выше второго), то среди них для LES и DNS лучше всего подходят DG-cхемы (см. [5], [6],
[9]–[11], [16]) и компактные схемы (см. [8], [17], [18]), в том числе мультиоператорные (см. [19]).

В [20]–[28] развивается класс высокоточных бикомпактных схем. В их основе лежит симмет-
ричная компактная аппроксимация пространственных производных на шаблоне, который це-
ликом помещается в одну ячейку сетки (при любом порядке схемы). Минимизация шаблона осу-
ществляется через введение дополнительных искомых функций, для отыскания которых при-
влекаются дифференциальные следствия (производные) решаемых уравнений. Преимущество
бикомпактных схем заключается в сочетании нескольких положительных свойств: высокой
устойчивости, экономичной реализации, равном числе граничных условий в разностной и диф-
ференциальной постановках задачи, высоком спектральном разрешении, лучшем по сравнению
с классическими компактными схемами равного порядка аппроксимации (см. [22], [24], [25]).
Последнее свойство, по-видимому, делает бикомпактные схемы перспективными для примене-
ния в LES. Здесь как раз возникает следующая проблема: высокое спектральное разрешение би-
компактных схем доказано лишь теоретически в случае модельного линейного уравнения пере-
носа. На практике же, при решении настоящих гидродинамических уравнений, бикомпактные
схемы (как и схемы других классов) подвергаются монотонизации, которая никак не учитыва-
лась в анализе (см. [22], [24], [25]).

Итак, основная цель настоящей работы – выяснить, как метод консервативной монотониза-
ции из [26], применяемый в бикомпактных схемах, влияет на их спектральное разрешение.
Это исследование мы проведем для одной локально-одномерной бикомпактной схемы четвер-
того порядка аппроксимации по пространству и второго порядка аппроксимации по времени.
В качестве конкретного гидродинамического примера возьмем задачу о вихре Тейлора–Грина
(см. [29]), которая является стандартным тестом для схем, разрабатываемых для моделирования
турбулентных течений. Данную задачу мы решим в предположении, что жидкость идеальная
(т.е. невязкая): отсутствие физической диссипации позволит яснее проанализировать действие
численной диссипации от метода из [26]. Кроме того, мы обсудим параллельную реализацию ло-
кально-одномерных бикомпактных схем и сделаем сравнение по численной диссипации с неко-
торыми высокоточными схемами серии WENO5.

Работа построена следующим образом. В разд. 1 формулируется постановка задачи о вихре
Тейлора–Грина. В разд. 2 кратко описывается локально-одномерная бикомпактная схема с кон-
сервативной монотонизацией. В разд. 3 предлагаются два алгоритма параллельного счета по ло-
кально-одномерным бикомпактным схемам. В разд. 4 обсуждаются результаты расчетов.
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Сделаем еще одно отступление от оригинальной постановки задачи о вихре Тейлора–Грина

из [29]: предположим, что жидкость не только идеальная, но и сжимаемая, причем ее движение
происходит при достаточно большом фоновом давлении. Данный прием избавит нас от необхо-
димости решать эллиптическую задачу для давления и сделает систему динамических уравнений
гиперболической, но при этом оставит плотность примерно постоянной.

Трехмерные течения идеальной сжимаемой жидкости описываются уравнениями Эйлера

(1)

где

Поясним обозначения:  – декартовы пространственные координаты;  – время; ,
, ,  и  – соответственно плотность, вектор скорости, давление, удельная внутрен-

няя энергия и удельная полная энергия газа;  – абсолютная величина скорости;

 – искомый вектор консервативных переменных;  – вектор по-
токов в направлении оси ;  – единичный орт оси ;  – символ, обозначающий частную
производную . Поскольку сжимаемость жидкости вводится искусственно, имеется свобода
в выборе уравнения состояния. Возьмем наиболее простое – уравнение состояния совершенно-
го газа

(2)
где γ = const – показатель адиабаты.

Система уравнений (1) решается в кубе  при периодических граничных усло-
виях. Начальным условием является одночастотный вихрь:

Величины ,  и  – заданные постоянные параметры.
В несжимаемой постановке в силу известных свойств соответствующих уравнений движения

фоновое давление  не играет никакой роли, а потому может быть задано любым. Иначе обстоит
дело в сжимаемом случае:  как минимум должно быть задано так, чтобы ; кроме того,
если  недостаточно велико, то начальное возмущение скорости приведет к значительным от-
клонениям  от  при , что нежелательно. Чтобы плотность жидкости оставалась примерно
постоянной,  должно быть много большим, чем :

где  – фоновая скорость звука,  – начальное число Маха. Во всех расчетах,
результаты которых представлены в разд. 4, полагалось , . Далее в тексте все чис-
ловые значения переменных, функций, параметров приводятся без размерностей в системе еди-
ниц, в которой  (после обезразмеривания по такой системе в уравнениях (1), (2) не по-
являются дополнительные безразмерные множители или числа подобия).

2. ЛОКАЛЬНО-ОДНОМЕРНАЯ БИКОМПАКТНАЯ СХЕМА
Для численного решения задачи о вихре Тейлора–Грина мы применим одну локально-одно-

мерную бикомпактную схему четвертого порядка аппроксимации по пространству и второго по-
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рядка аппроксимации по времени. Выбор схемы с расщеплением продиктован двумя фактора-
ми: во-первых, высокое спектральное разрешение бикомпактных схем определяется преимуще-
ственно их пространственной, а не временной дискретизацией (если последняя, разумеется,
имеет хотя бы второй порядок); во-вторых, расщепленные бикомпактные схемы экономичнее
своих нерасщепленных аналогов. Отметим, что локально-одномерные бикомпактные схемы не
являются новыми (см., например, [21], [27], [28]), поэтому мы дадим минимальное описание вы-
бранной схемы, которое понадобится далее в разд. 3 при рассмотрении алгоритмов параллельно-
го счета по ней.

Итак, согласно методу локально-одномерного расщепления по пространству и методу рас-
щепления Лакса–Фридрихса по потоку, система многомерных уравнений (1) разбивается на
шесть систем одномерных уравнений

(3)

где

Параметры  подбираются так, чтобы матрицы Якоби  были положи-
тельно/отрицательно определены на некотором множестве возможных значений  (конкретная
формула для вычисления  приводится в конце раздела).

Затем в замкнутом кубе  вводится декартова сетка , где

Для каждой из систем (3) строится одномерная полудискретная бикомпактная схема (см. [26]).
Например, для системы с вектором потоков  она принимает вид

(4)

В этих уравнениях , , . Векторы

 для любых . Разностные операторы  определяются формулами

где  – произвольная сеточная функция, заданная во всех узлах сетки . Для интегрирования
по времени в схемах вида (4) используется -устойчивый жестко точный однократно диагональ-
но-неявный метод Рунге–Кутты (SDIRK) второго порядка (см. [30]) с таблицей Бутчера

(5)

Как промежуточный результат для одномерных систем (3) получаются одномерные полно-
стью дискретные бикомпактные схемы. Обозначим их операторы послойного перехода через

, где  – шаг по времени, при котором применяется метод (5). Удобно также ввести обо-
значение .
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Локально-одномерная бикомпактная схема (немонотонная) для уравнений Эйлера (1) опре-
деляется своим оператором послойного перехода :

(6)

Видно, что для достижения второго порядка аппроксимации по времени использована извест-
ная схема расщепления Марчука–Стрэнга (см. [31]).

При решении задач газовой динамики схема с оператором послойного перехода (6) обычно
подвергается консервативной монотонизации по методу из [26]. Цель настоящей работы, как
уже было сформулировано во Введении, состоит в том, чтобы изучить влияние численной дис-
сипации от данного метода на спектральное разрешение выбранной бикомпактной схемы. От-
метим, что задача о вихре Тейлора–Грина может быть посчитана по ней от начала до конца и без
привлечения метода из [26], как показывается в разд. 4.

Остановимся кратко на методе консервативной монотонизации, чтобы обсуждение его па-
раллельной реализации в разд. 3 было более понятным.

Рассмотрим две численные схемы для системы (1): монотонную схему  первого порядка и
немонотонную бикомпактную схему  высокого порядка. В качестве второй выберем схему с
оператором послойного перехода (6), а в качестве первой – аналогично расщепленный “явный
уголок” c оператором послойного перехода

Оператор , а операторы  соответствуют одномерным “явным уголкам”
для одномерных систем (3), например,

где  – некоторое известное решение,  – некоторое новое решение.

Вернемся к методу консервативной монотонизации. Пусть нам дано решение  на вре-
менном слое , . Используя схемы  и , посчитаем два новых решения на следу-
ющем слое :  и . Вычислим по ним в каждой ячейке

 сетки  (  – мультииндекс) моното-
низированное решение

(7)

где  – интегральное среднее решения  в ячейке . Множитель 
определяется по формуле

(8)

Число  является настраиваемым параметром метода из [26]. Поскольку локальная сеточная
функция  в каждой ячейке  строится независимо от аналогичных функций в соседних
ячейках, решение (7) оказывается, вообще говоря, многозначным всюду, кроме центров ячеек.
В то же время схемы  и  оперируют лишь сеточными функциями, заданными однозначно во
всех узлах сетки . Это противоречие разрешается в следующей формуле для результирующего
(окончательного) решения:

(9)
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где  – коэффициент (квадратурный вес), с которым значение  входит в интеграль-
ное среднее ,  – объем ячейки . Чтобы учесть периодические граничные
условия в формуле (9), сетку  и все связанные с ней величины необходимо формально продол-
жить на все пространство с периодом  по всем направлениям. Вследствие этого, например,
узел  (индексы  принимают целые значения) окажется принадлежащим не
только ячейке , но и ячейке  с противоположной стороны расчетной
области.

Поясним смысл параметра  и формул (7), (8). При  множители , и моното-
низация не происходит; в пределе при  множители , и монотонизация макси-
мальна, так как решение (7) сводится к набору интегральных средних и становится кусочно-по-
стоянным. Сами же множители  при ,  ведут себя так: в областях глад-
кости точного решения  (в этих точках ), а в окрестностях
сильных разрывов  (в этих точках ).

Методу консервативной монотонизации (7)–(9) поставим в соответствие оператор .
Это оператор того же типа, что и операторы послойного перехода  и  у схем  и . Оче-
видно,  – единичному оператору. Оператор послойного перехода искомой монотонизи-
рованной локальнo-oдномерной бикомпактной схемы примет вид

Далее мы называем эту схему аббревиатурой SDIRK2B4.

В завершение раздела приведем формулу для параметров потокового расщепления :

(10)

где  – настраиваемый параметр, отвечающий за “запас положительной/отрицательной
определенности” матриц ,  – локальная скорость звука. Формула (10) применя-
ется в начале каждого шага по времени. Аналогично, временной шаг  пересчитывается перед
каждым переходом со слоя на слой:

(11)

где  – число Куранта.

3. АЛГОРИТМЫ ПАРАЛЛЕЛЬНОГО СЧЕТА
Мотивация. Замена течения несжимаемой жидкости на течение сжимаемой жидкости при ма-

лых числах Маха обладает тем недостатком, что при равном числе Куранта расчет течения сжи-
маемой жидкости потребует равномерно меньших шагов по времени. Это объясняется тем, что
число Куранта в несжимаемом случае прямо пропорционально скорости , а в сжимаемом слу-
чае – сумме скоростей , где c существенно превосходит  (локальные числа Маха 
малы). Как следствие, расчет задачи о вихре Тейлора–Грина в сжимаемой постановке по биком-
пактной схеме SDIRK2B4 на одном ядре CPU на сетках от  ячеек оказывается неприемлемо
долгим из-за довольно большого числа шагов по времени. Попытка воспользоваться неявностью
бикомпактных схем через задание большего числа Куранта (равного 2–10) приводит к неудовле-
творительным результатам из-за существенного повышения численной диссипации. Таким об-
разом, возникает необходимость в параллельной реализации бикомпактных схем.

Мы предлагаем два алгоритма параллельного счета по локально-одномерным бикомпактным
схемам. Оба алгоритма соответствуют парадигме “параллелизма задач” и предназначены для
многопроцессорных вычислительных систем с распределенной памятью. Рассуждения доста-
точно провести на примере схемы SDIRK2B4, так как локально-одномерные бикомпактные схе-
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мы не имеют принципиальных различий в своей реализации. Отметим, что параллельная реали-
зация нерасщепленных бикомпактных схем рассмотрена в [23].

Параллелизм локально-одномерных бикомпактных схем. Прежде чем перейти непосредственно
к алгоритмам, сделаем несколько общих замечаний о составных частях схемы SDIRK2B4.

Оператор послойного перехода , согласно своему определению (6), является композици-
ей операторов , . Каждый из них реализуется посредством итерационного метода
Ньютона (необходимого для решения нелинейных разностных уравнений) и совокупности не-
зависимых одномерных двухточечных матричных прогонок (циклических, с матрицами размера

); последние устойчивы в силу знакоопределенности матриц . Ясно, что прогонки на
разных линиях сетки (т.е. прямых, проходящих через узлы сетки параллельно осям координат)
могут выполняться параллельно. Тем не менее каждая прогонка в отдельности должна выпол-
няться строго последовательно, так как, например, при реализации оператора  значение

 может быть вычислено только после нахождения .

На оператор послойного перехода  мы смотрим так же, как на оператор , хотя реа-
лизация  для любого  обладает параллелизмом, в том числе и по оси  (схема 
– явная).

Метод консервативной монотонизации (7)–(9) и соответствующий ему ограничивающий
оператор  реализуются явно и локально, так как найдены решения  и

. Это следует из того, что (а) для применения формул (7), (8) в каждой ячейке доста-
точно только данных из этой ячейки, (б) для применения формулы (9) в каждом узле достаточно
данных из тех ячеек, которым принадлежит этот узел. Значит, метод (7)–(9) обладает паралле-
лизмом по ячейкам.

Алгоритм 1. Введем  процессов. Совокупность всех ячеек сетки  разделим поровну на  го-
ризонтальных (относительно оси ) слоев и  вертикальных слоев. Горизонтальный слой яче-
ек номер  включает в себя узлы

а вертикальный слой номер  – узлы

Ради меньшей громоздкости формул мы предполагаем, что числа  и  делятся нацело на .
Если это не так, то остатки от деления, выраженные в ячейках, равномерно распределяются по
слоям. Процесс номер  работает с горизонтальным и вертикальным слоями ячеек с тем же но-

мером, иными словами, с двумя массивами векторов : один задан на , другой – на . Раз-
деление расчетной области по процессам схематически изображено на фиг. 1.

В начале расчета каждый процесс инициализирует свою сеточную функцию  на  с помо-
щью известного начального условия. Переход со слоя  на слой  ( ) на процессе но-
мер  состоит из следующих действий:

1. На  вычисляются местные максимумы . При  числа  посылаются на процесс
номер 0, после чего рассматриваемый процесс (номер ) ожидает от него в ответ параметры  и
шаг . При  числа  сравниваются с аналогичными величинами, принимаемыми от
остальных процессов, в результате чего становятся известными глобальные максимумы 
на . Они позволяют посчитать параметры  и шаг  по формулам (10), (11). Эти четыре числа
рассылаются всем остальным процессам.
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2. На  вычисляются два решения:  и . Значения 
и  в плоскости  не рассчитываются по схемам  и , а принимаются в готовом виде
от процесса номер  (если , то в силу периодических граничных условий принимаются
данные с плоскости  от процесса номер ). Это делается для того, чтобы избе-
жать удвоения вычислений на границах между горизонтальными слоями ячеек.

3. Выполняется барьерная синхронизация процессов. Массив, отвечающий решению  на
, разбивается вдоль оси  на  частей сообразно разделению области на вертикальные слои

(фиг. 2). Часть номер  этого массива посылается на процесс с номером ; часть номер 
записывается (на соответствующие ей места) в “сопряженный” массив, отвечающий решению

 на . Данные, принимаемые от остальных процессов, заполняют этот “сопряженный” мас-
сив до конца. Над массивом, в котором хранится решение  на , совершаются те же опера-
ции.

4. На  вычисляется два решения:  и . Дублирование
вычислений на границах между вертикальными слоями устраняется аналогично п. 2.

5. Выполняется барьерная синхронизация процессов. Над массивами, в которых хранятся ре-

шения  и  на , выполняются операции разбиения и рассылки, симметричные (обратные)
тому, что описано в п. 3 (фиг. 2). В итоге процессу номер  становятся известны решения  и

 на .

6. На , аналогично п. 2, вычисляется решение .

7. На  по решениям  и , согласно формулам (7)–(9), строится искомое финальное ре-
шение . Благодаря тому, что множество  включает узлы с границ
между горизонтальными слоями, формулы (7), (8) реализуются без обращения к соседним слоям
и процессам, связанным с ними. Формулу (9) проще всего реализовывать не через обход по уз-
лам, а через обход по ячейкам: сначала в каждом узле  суммы, участвующие в правой части (9),
полагаются нулевыми; затем в процессе обхода по ячейкам к ним добавляются составляющие их
слагаемые. Однако для применения (9) на плоскостях  и  придется обра-
титься к процессам с номерами  и , чтобы получить нужные данные от ячеек, примыка-

rW τ τ= ( ) ( )A y x n
A AS SY Q τ τ= ( /2) ( /2)B y x n

B BS SY Q AY
BY /=

z prN nz z A B
− 1r = 0r

π= = 2Nz
z z − 1pn

AY
rW Ox pn

≠'r r 'r ' =r r

AY *rW
BY rW

*rW τ τ= ( ) = ( )A z A n
A AS SQ Y Q � τ= ( )

B z B
BSY Y

AQ �

B
Y *rW

r AQ
�

B
Y rW

rW �τ τ τ= ( /2) ( /2) = ( )
BB x y n

B B BS S SQ Y Q

rW AQ BQ
+ τ1

1 1= ( ) = ( , )n B nL C S CQ Q Q rW

rW

/=
z prN nz z +( 1) /=

z pr N nz z
− 1r + 1r

Фиг. 1. Схема распараллеливания в алгоритме 1 ( , ).
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ющих к этим плоскостям снаружи рассматриваемого -го слоя. В силу периодических гранич-
ных условий слоем с номером  является слой , а слоем с номером  – слой 0.

Отметим, что все обращения за границы расчетной области вызваны исключительно перио-
дическими граничными условиями, а не особенностями схем  и  (пространственные шабло-
ны составляющих их одномерных схем и метода (7)–(9) минимальны); любые другие граничные
условия не порождают таких обращений.

Дублирование вычислений на границах между слоями ячеек исключается (см. шаги 2, 4, 6 ал-
горитма) по двум причинам. Во-первых, расчет решения на одной плоскости при  зани-
мает на порядок больше машинного времени, чем пересылка этих данных с другого процесса.
Во-вторых, например, при  объем лишних (дублированных) вычислений на шаге 2 со-
ставляет  от общего объема необходимых вычислений, что представляется
достаточно неэффективным.

Все расчеты, результаты которых представлены в разд. 4, выполнены по алгоритму 1. Из-за
этого далее алгоритм 2 описывается менее подробно; он нужен для того, чтобы показать альтер-
нативный способ параллельной реализации локально-одномерных бикомпактных схем.

Алгоритм 2. Применим стратегию “управляющий–рабочие” (см. [32]). Назначим процесс с
номером 0 управляющим процессом; предположим, что он имеет доступ ко всему массиву век-
торов , т.е. решению на всей сетке . Процессы с номерами  принимают тогда
роль рабочих процессов.

Рассмотрим реализацию схемы  на одном временном шаге. Процесс номер 0 берет решение
 с прямых

и рассылает его по процессам номер  соответственно; обратно он получает новое ре-

шение  с этих же прямых. Рабочий процесс, который закончил считать первым, полу-
чает решение  с прямой ,  и возвращает управляющему процессу решение

 с этой же прямой. Следующий освободившийся рабочий процесс получает решение
 с прямой ,  и т.д. После обхода по всем прямым ,  полу-

чается решение  на всей сетке . Затем оно подвергается действию оператора ;
рассылка на рабочие процессы производится с прямых, проходящих через узлы сетки  парал-
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лельно оси  (а не ). Аналогично осуществляется действие операторов , , ,
и мы получаем искомое решение  схемы . Схема  реализуется тем же способом,
что и схема .

При реализации метода консервативной монотонизации (7)–(9) управляющий процесс рас-
сылает по рабочим процессам решения  и  с подмножеств ячеек, порожденных любым
удобным разбиением всего множества ячеек. Например, это могут быть горизонтальные слои
ячеек из алгоритма 1. Рабочие процессы получают по формулам (7), (8) данные, необходимые
для применения формулы (9), и отправляют их на управляющий процесс, на котором “собира-
ется” результирующее решение .

Вычисление максимумов , необходимых для пересчета параметров  и шага  перед каж-
дым переходом на новый слой, выполняется по аналогии с методом (7)–(9) (с той разницей, что
каждый из рабочих процессов возвращает управляющему лишь 3 числа, а не решение с некото-
рого подмножества ячеек).

Сравнение алгоритмов. Напомним, что реализация любого из операторов послойного перехо-
да  на любой линии сетки включает в себя итерационный метод Ньютона (для решения не-
линейных разностных уравнений), а значит, не является детерминированной по времени счета.
Например, если решение тождественно постоянно на какой-то линии сетки, то метод Ньютона
сойдется на ней всего за одну итерацию, в несколько раз быстрее предполагаемой длительности
итерационного процесса. Это обстоятельство вкупе с фиксированным разбиением расчетной
области на слои в алгоритме 1 создает потенциальную проблему неравномерной загрузки про-
цессов. Заметим все же, что в задаче о вихре Тейлора–Грина решение существенно отличается
от константы во всей расчетной области во все моменты времени, а потому в этой и подобной ей
задачах данный недостаток алгоритма 1 не должен проявляться в заметной степени. Кроме того,
эту потенциальную проблему можно решить динамической регулировкой разбиения совокупно-
сти ячеек на слои, что, однако, выходит за рамки настоящей работы. Другим недостатком алго-
ритма 1 является ограничение на число процессов:  (очевидно, число слоев, на
которые разбивается вся совокупность ячеек, не может превосходить числа ячеек по соответ-
ствующему направлению). В то же время алгоритм 2 лишен этих недостатков: линии сетки дина-
мически распределяются по процессам, а число процессов ограничено довольно большим чис-
лом этих линий, порядка  при . Тем не менее алгоритм 2 проигрывает ал-
горитму 1 в объеме пересылаемых данных. Пусть размер массива векторов  на всей сетке 
равен . Тогда за один временной шаг в алгоритме 1 суммарно пересылается объем данных 

(решения ,  до реализации операторов , , решения ,  после; обменами на гра-
ницах между слоями можно пренебречь), а в алгоритме 2 –  (по  на каждый из операторов
вида , ,  на оператор ,  на вычисление  и ), что почти в пять раз больше.
Из сказанного следует вывод, что в задаче о вихре Тейлора–Грина алгоритм 1 является более
подходящим для параллельной реализации бикомпактной схемы SDIRK2B4.

4. АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ
Рассмотрим результаты расчетов задачи о вихре Тейлора–Грина по бикомпактной схеме

SDIRK2B4 на сетках , ,  ячеек. Укажем значения параметров схемы: число Куранта
; параметр метода консервативной монотонизации  (по три варианта для

каждой сетки); параметр потокового расщепления . Обратим внимание на то, что при
расчетах других задач газовой динамики параметр  брался примерно на порядок большим
(см. [26]). Его уменьшение обусловлено тем, что характерное число Маха в задаче о вихре Тейло-
ра–Грина примерно на порядок меньше по сравнению с задачами, которые решались ранее.

Расчетный код реализован на языке C++ с применением библиотеки MPI. Вычисления про-
водились на гибридном суперкомпьютере K-60, установленном в Центре коллективного пользо-
вания ИПМ им. М.В. Келдыша РАН.

Сначала проверим эффективность распараллеливания по алгоритму 1. На фиг. 3 представлена
зависимость ускорения счета от числа процессов ; она построена по временам счета первого

Oy Ox τ( )z
BS τ( /2)y

BS τ( /2)x
BS

τ= ( )B n
BSQ Q B A

B

AQ BQ

+1nQ

max
dV 2

dC τ

± τ, ( )d
BS

≤ min( , )p z xn N N

24N = = =x y zN N N N
Q Ω

M 4M
AY BY τ( )z

AS τ( )z
BS AQ �

B
Y

19M 2M
τ( )d

AS τ( )d
BS 2M 1( )L C M 2

dC τ

332 364 3128
κ = 0.8 1 = 0,0.2,0.5C

δ = 0.2
1C

pn



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 62  № 4  2022

ВЛИЯНИЕ МОНОТОНИЗАЦИИ 635

временного шага на сетке  ячеек при . Видно, что при  эффективность распа-
раллеливания достаточно высокая, не меньше 76%. Чем больше  (и чем оно ближе к  или

), тем тоньше слои ячеек, с которыми работает каждый процесс, тем больше актов обмена
между процессами и тем ниже эффективность параллельного счета. Полные расчеты задачи до
момента времени  на сетках , ,  ячеек делались соответственно на 
32 процессах.

Сравним бикомпактную схему SDIRK2B4 с другими схемами высокого порядка по уровню
численной диссипации. Для сопоставления выберем две схемы серии WENO5: классическую
схему WENO5-JS (см. [12]) и одну из ее последних улучшенных версий – схему WENO5-MR
(см. [13]) (“nested multi-resolution WENO5”), несколько превосходящую популярную схему
WENO5-Z из [14]). Обе схемы имеют аппроксимацию пятого порядка по пространству и третьего
порядка по времени. Результаты для схемы WENO5-JS заимствованы из [13]. О численной
диссипации мы будем судить по эволюции двух величин – кинетической энергии  и энстро-
фии  жидкости во всем кубе :

Если жидкость идеальная и несжимаемая, то кинетическая энергия сохраняется: .
Следовательно, чем меньше в процессе счета  отклоняется от , тем ниже численная дис-
сипация рассматриваемой схемы, и тем лучше последняя воспроизводит точное решение. Без-
условно, интеграл  нарушается не только из-за численной диссипации, но и благода-
ря искусственно введенной сжимаемости, однако ее влиянием на не слишком подробных сетках
можно пренебречь. Что же касается энстрофии, то она дает следующий критерий для оценки
схемы: чем ниже максимум , тем больше численная диссипация подавляет средние и более
мелкие вихри, и тем сильнее она искажает их истинный инерционный каскад.

На фиг. 4 изображены кривые нормированной кинетической энергии  для всех схем
и всех сеток. Для схемы SDIRK2B4 показаны лишь кривые, полученные при  (без моното-
низации) и при , как соответственно наилучший и наихудший (в смысле диссипации)
варианты. Из данной фигуры очевидно, что схема WENO5-JS имеет самую большую диссипа-
цию; чтобы быть сопоставимой со схемами WENO5-MR и SDIRK2B4, ей требуется сетка с дву-
кратно большим числом ячеек по всем направлениям. Схема SDIRK2B4 при  немного
превосходит схему WENO5-MR. В отсутствие монотонизации схема SDIRK2B4 демонстрирует
значительное преимущество перед схемами WENO5-JS и WENO5-MR. Интересно, что -устой-
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чивость временной дискретизации в бикомпактной схеме проявляет себя как своего рода
“встроенный” фильтр нежелательных осцилляций, делающий возможным полный расчет зада-
чи без монотонизации. Свойство -устойчивости здесь действительно по существу, так как, на-
пример, при дискретизации по времени методом трапеций (как известно, не обладающим этим
свойством) бикомпактная схема неустойчива при .

Продолжим наше сравнение схем анализом кривых нормированной энстрофии ,
изображенных на фиг. 5, 6. Из этих фигур следует, что по энстрофии схема WENO5-MR соотно-
сится с монотонизированной схемой SDIRK2B4 так же, как по кинетической энергии схема
WENO5-JS соотносится со схемой WENO5-MR: чтобы достичь примерно того же максимума эн-
строфии, схеме WENO5-MR нужна сетка с удвоенным числом ячеек по каждому направлению.
Схема SDIRK2B4 без монотонизации дает самые высокие максимумы : уже на сетке  ячеек
получается примерно такое же значение, как у схемы WENO5-MR на сетке  ячеек и у моно-
тонизированной схемы SDIRK2B4 на сетке  ячеек; на сетке  ячеек максимум энстрофии
составляет около 56, что намного превосходит все остальные результаты, участвующие в сравне-
нии. Добавим, что кривые энстрофии, полученные по бикомпактной схеме на сетке  ячеек
при всех трех значениях , находятся в очень хорошем согласии с полуаналитической зависи-
мостью для времен  из [29] (фиг. 6).

Для полноты изложения поясним, что относительное отклонение плотности жидкости от на-
чального значения составляет не более 2% для всех сеток, для всех выбранных значений , на
всех слоях по времени, во всех узлах. Следовательно, в процессе движения жидкость действи-
тельно остается примерно несжимаемой.

Перейдем к основному вопросу настоящей работы – вопросу о влиянии метода консерватив-
ной монотонизации из [26] на разрешение бикомпактной схемой SDIRK2B4 спектра  ки-
нетической энергии жидкости. Уточним, что  вычисляется по формуле
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где  – вектор волновых чисел  (пусть все  делятся на 2),

 – абсолютное волновое число,  есть -й коэффициент ряда

Фурье вектора скорости жидкости :
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иной зависимости, тем больше размер соответствующей сетки. Ради лучшей читаемости фигуры значения

 ограничены девятью; недостающие участки кривых изображены на фиг. 6.
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На фиг. 7–9 приведены искомые графики спектров, полученных по бикомпактной схеме

SDIRK2B4 на сетках , ,  ячеек соответственно (при ). Каждый спектр по-
строен в момент времени, отвечающий точке максимума энстрофии . Из-за малого числа то-
чек фиг. 7 не позволяет со всей ясностью оценить численную диссипацию при , однако эта

фигура все же показывает, что даже на весьма грубой сетке  ячеек схема SDIRK2B4 без моно-
тонизации более-менее верно (не считая трех точек на правом конце спектра) воспроизводит
колмогоровский наклон . Фиг. 8, 9 дают более понятную картину: видно, что при 
спектры идут вдоль прямой с наклоном  без существенных отклонений вплоть до самых
больших волновых чисел, а при  и  бикомпактная схема разрешает соответствен-
но 85 и 70% спектра (по логарифмической шкале), если принимать за эталон спектр при 
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Фиг. 7. Спектры кинетической энергии жидкости, полученные по бикомпактной схеме SDIRK2B4 при разных

значениях параметра монотонизации , сетка  ячеек. Пунктирной прямой показан наклон .
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и полагать допустимым искажение амплитуды гармоники не более, чем в два раза. Нельзя не за-
метить, что монотонизированная схема SDIRK2B4 не подавляет полностью вихри наименьших
масштабов, поэтому получаемые по ней спектры не имеют резких “уклонов вниз” на правом
конце.

Отметим напоследок одну любопытную деталь спектра, полученного по схеме SDIRK2B4 на
сетке  ячеек при  (фиг. 9): несмотря на то, что монотонизация отсутствует (“выключе-
на”), он все же в очень незначительной степени “загибается вниз” после . Такое поведение
является следствием -устойчивости временной дискретизации; выше мы уже говорили о том,
что данное свойство выступает в роли некоего встроенного минимального фильтра самых высо-
кочастотных составляющих решения.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе предложены два алгоритма параллельной реализации локально-одномерных биком-

пактных схем для систем трехмерных уравнений гиперболического типа. Оба алгоритма предна-
значены для многопроцессорных вычислительных систем с распределенной памятью. В основе
алгоритма 1 лежит статическое разбиение совокупности ячеек пространственной сетки на гори-
зонтальные и вертикальные слои, в основе алгоритма 2 – динамическое распределение вычис-
лений с линий сетки между процессами. Алгоритм 1 проигрывает алгоритму 2 в равномерности
загрузки процессов (в случае, если рассчитываемое решение имеет вид локализованного возму-
щения на постоянном фоне), но существенно выигрывает в объеме пересылаемых данных.

По локально-одномерной бикомпактной схеме SDIRK2B4 четвертого порядка аппроксима-
ции по пространству и второго порядка аппроксимации по времени выполнены расчеты задачи
о вихре Тейлора–Грина в невязком совершенном газе. На примере данной задачи и выбранной
схемы выяснялось то, в какой мере теоретически высокое спектральное разрешение бикомпакт-
ных схем ухудшается практически из-за применяемого в них метода консервативной монотони-
зации из [26] – это важно для понимания перспективы приложения схем данного класса к LES.
Вычисления проводились на сетках , ,  ячеек, при этом применялась параллельная ре-
ализация по алгоритму 1 (постановка задачи делает его более предпочтительным); эффектив-
ность распараллеливания составила примерно 75%.

Анализ результатов позволяет сделать несколько выводов. Во-первых, благодаря -устойчи-
вости временной дискретизации, бикомпактная схема SDIRK2B4 имеет встроенный механизм
стабилизации счета, который позволяет решать некоторые задачи газовой динамики вообще в
отсутствие какой-либо специальной монотонизации, разрешение спектра кинетической энер-

3128 1 = 0C
≈ 40k

L

332 364 3128

L

Фиг. 9. Спектры кинетической энергии жидкости, полученные по бикомпактной схеме SDIRK2B4 при разных

значениях параметра монотонизации , сетка  ячеек. Пунктирной прямой показан наклон .
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гии при этом оказывается высоким. Во-вторых, при использовании метода консервативной мо-
нотонизации из [26] данное разрешение ухудшается в умеренной, допустимой степени – разре-
шаются 70–85% спектра. В-третьих, если судить по поведению энстрофии, то по сравнению с со-
временными схемами серии WENO5 схема SDIRK2B4 лучше воспроизводит вихревой каскад и
не так сильно подавляет вихри среднего масштаба. Таким образом, направлением дальнейших
исследований являются обобщение бикомпактных схем на уравнения Навье–Стокса для сжима-
емой жидкости и затем применение этих новых схем в LES.
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