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Рассмотрена дискретная кинетическая модель уравнения Больцмана на плоскости с девятью
скоростями. В пределе малых длин свободного пробега и малых потоковых скоростей модель
описывает течения вязкой несжимаемой жидкости или газа. Полная дискретизация модели
по пространственным и временным переменным, которая в частности необходима для чис-
ленного решения, осуществляется с помощью усеченной суммы Вайлда. Показано, что по-
строенная схема имеет второй порядок точности. В качестве приложения предлагаемого ме-
тода построены численные решения эталонных задач: вихри Тэйлора–Грина, течение в
полости с подвижной границей. Проведено сравнение результатов моделирования с решени-
ями на основе классической решеточной модели уравнения Больцмана с девятью скоростя-
ми. Библ. 43. Фиг. 6.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Метод решеточных уравнений Больцмнана (РУБ) в настоящее время популярен для модели-
рования как академических, так и прикладных задач в области механики сплошной среды и раз-
реженных течений [1]. Данный подход основан на кинетической модели БГК [2], которая дис-
кретизирована специальным образом. В общем виде решеточная модель уравнения Больцмана
записывается следующим образом:

где  – функция распределения (ФР), отвечающая частицам, движущимся со скоростью ,
,  – временные и пространственные переменные,  – характерное время релаксации системы,

 – локальное распределение Максвелла,  есть число дискретных скоростей, .

Для наиболее популярных РУБ локальное состояние равновесия имеет вид полиномиальной
функции от потоковой скорости, получаемой из распределения Максвелла разложением в ряд
Тейлора по потоковой скорости с конечным числом членов. Отметим, что для данной модели
взаимодействия частиц, т.е. столкновения, описываются феноменологическим образом, правая
часть (интеграл столкновений) отражает стремление ФР к локальному равновесию со скоро-
стью, пропорциональной отклонению от этого локального равновесия.

−
τ

…

1= ( ), = 1, , ,eq
i i i iD f f f i N

( , )if t r ic
t r τ

eq
if N ∂ ∂+ ⋅

∂ ∂
=i iD

t
c

r

УДК 517.958

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ
ФИЗИКА



706

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 62  № 4  2022

ИЛЬИН

Другим способом дискретизации в пространстве скоростей является метод дискретных ско-
ростей для уравнения Больцмана [3]–[5]. В данном подходе столкновения частиц рассматрива-
ются явным образом, в общем виде модель записывается в виде:

(1)

где  есть величины, пропорциональные вероятности того, что частицы со скоростя-
ми ,  после столкновения имеют скорости , . Важным свойством дискретных кинетиче-
ских моделей уравнения Больцмана является то, что для всех уравнений вида (1) выполняется

-теорема, т.е.

здесь следует отметить, что для стандартных решеточных уравнений Больцмана -теорема, во-
обще говоря, неверна [6]–[8], чтобы обеспечить рост энтропии (убывание  функции) в систе-
ме, описываемой РУБ, требуется выбирать состояние локального равновесия таким образом,
чтобы максвелловское распределение зависело от потоковой скорости существенно неполино-
миальным образом [9]–[12].

На первый взгляд метод дискретных скоростей для уравнения Больцмана более перспекти-
вен, чем метод РУБ. Действительно, столкновения задаются явным образом аналогично уравне-
нию Больцмана, -теорема верна по построению. Однако в настоящее время метод дискретных
скоростей для уравнения Больцмана менее популярен. Одна из главных проблем распростра-
ненных дискретных моделей уравнения Больцмана заключается в том, что они не обладают до-
статочно изотропным набором дискретных скоростей, а данное свойство необходимо для того,
чтобы в пределе малых длин свободного пробега правильно описывалось поведение вязкой жид-
кости или газа [13]. Например, уравнение Броудэлла на плоскости, которое подробно исследо-
валось во многих работах [3]–[19], имеет всего четыре возможные скорости движения частиц в
сплошносредном пределе не может правильно воспроизвести даже уравнения Эйлера. Также
следует отметить еще одну особенность дискретных моделей уравнения Больцмана: гипотеза мо-
лекулярного хаоса не выполняется для таких моделей, например, для уравнения Бродуэлла на
плоскости две сталкивающиеся частицы имеют существенно ненулевую вероятность столкнуть-
ся еще раз после одного дополнительного (промежуточного) столкновения, т.е. данные частицы
оказываются скоррелированными перед столкновением [20]. С теоретической точки зрения
данный эффект нежелателен, но его влияние в пределе сплошной среды на прикладные задачи,
рассматриваемые в работе, незначительно. Дискретные модели с достаточным числом скоростей
для описания уравнений гидродинамики были рассмотрены относительно недавно [21], [22].
Кроме того, была построена модель для девяти скоростей, правильно описывающая в пределе
малых длин свободного пробега уравнения Навье–Стокса для случая медленных несжимаемых
течений [23]. Приближенные решения данной модели рассмотрены в настоящей работе.

Для уравнения Больцммана в случае максвелловских псевдомолекул и для дискретных моде-
лей уравнения Больцмана возможно построить решение в виде рядов Вайлда [24], [25], представ-
ляющие собой бесконечные суммы со свертками интеграла столкновений разных порядков.
Данное свойство позволяет построить приближенные решения этих уравнений в виде конечных
сумм Вайлда [26], [27]. В настоящей работе рассмотрена аппроксимация дискретной модели
уравнения Больцмана с девятью скоростями с помощью варианта конечной суммы Вайлда. Для
данной аппроксимации получены выражения вязкости в сплошносредном пределе и численно
решены модельные задачи: двумерные вихри Тэйлора–Грина, течение в квадратной полости с
твердыми границами, причем верхняя граница является подвижной. Проведено сравнение ре-
зультатов моделирования с результатами расчетов на основе стандартной РУБ с девятью скоро-
стями.

2. ДИСКРЕТНАЯ КИНЕТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ НА ПЛОСКОСТИ
С ДЕВЯТЬЮ СКОРОСТЯМИ

В настоящей работе удобно ввести следующие обозначения. Скалярное произведение двух
векторов  и  (здесь  – размерность пространства) с координатами , ;
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 обозначается как , кроме того,  есть тензор второго ранга с
компонентами . Если ,  – тензоры второго ранга, то  обозначает оператор свертки, т.е.

. Также, если  вектор, а  – тензор второго ранга, то произведение  есть

вектор  с координатами .

Состояние локального равновесия для дискретных кинетических моделей (1) имеет вид
(см. [29]):

(2)

где , ,  – параметры, вычисляемые из законов сохранения

здесь , ,  – плотность, потоковая скорость, температура,  – число дискретных скоростей.
В случае  а также постоянных плотности и температуры имеем состояние абсолютного рав-
новесия, которое обозначим через , т.е.

где ,  – числовые параметры, по аналогии с теорией РУБ будем называть величины , соот-
ветствующие дискретной скорости , весами. Из законов сохранения получаем следующие соот-
ношения для весов:

(3)

где  есть тензор с элементами , , где  – число пространственных перемен-
ных.

Рассматриваемая дискретная модель уравнения Больцмана для двух пространственных пере-
менных состоит из скоростей трех типов [23] (см. фиг. 1): нулевая скорость  с весом

; четыре скорости, параллельные осям ,  , т.е. ,  с весом
; четыре скорости, направленные по диагоналям ,  с веса-

ми , где  – положительная величина. Также данная модель описывает среду с темпера-
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Фиг. 1. Дискретные скорости для рассматриваемой модели.
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турой . Очевидно, что набор дискретных скоростей для данной модели совпа-
дает с дискретными скоростями решеточной модели Больцмана  (см. [1]).

Девятискоростная дискретная модель уравнения Больцмана модель записывается следую-
щим образом [23]:

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)

(10)

(11)

(12)

где , , ,  неотрицательны. Кроме того,

(13)

отвечает за взаимодействия частиц  и , которые после столкновения переходят в состояния 
и , схематично это взаимодействие обозначим как .

Также имеются столкновения, которые связывают частицы всех трех типов (т.е. с разными ве-
личинами кинетической энергии), имеется четыре реакции: , ,

, , т.е.

(14)

Cтолкновения между частицами, направленными по диагоналям, т.е. , они
задаются слагаемым вида

(15)

Cтолкновения между частицами, направленными по диагоналям, и частицами, движущими-
ся параллельно осям, т.е. , , , ,
получаем слагаемые вида

(16)

Модель (4)–(16) обладает следующим важным свойством. Разложение Чепмена-Энскога [1]
для данной модели дает уравнения вязкой жидкости, которые отличаются от уравнений Навье–
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Стокса для несжимаемой среды только членами вида , где  есть число Маха, определяе-

мое как , если выполняется равенство [23]

(17)

причем вязкость  равна

(18)

Очевидно, что в пределе малых чисел Маха уравнение (4)–(16) может применяться для моде-
лирования сплошносредных несжимаемых течений. Отдельно возникает задача численной реа-
лизации построенной модели, этот вопрос рассмотрен в следующем разделе.

3. АППРОКСИМАЦИЯ РЕШЕНИЙ УСЕЧЕННОЙ СУММОЙ ВАЙЛДА

Следуя предыдущим результатам [26], [27], рассмотрим обыкновенное дифференциальное
уравнение вида

(19)

где  – билинейный оператор, ,  – положительные константы. Уравнение (19) имеет решение,
которое можно записать в следующем виде (см. [26], [27]):

(20)

решение в форме (20) называется суммой Вайлда (см. [24]).
Теперь снова рассмотрим дискретную кинетическую модель (1), но в пространственно одно-

родном случае перепишем ее следующим образом:

(21)

где

(22)

также константа  выбрана так

(23)

отметим, что выбор  в виде (23) гарантирует, что оператор  в (21), (22) неотрицателен. Допу-
стим, что нам известно решение системы (21), (22) в момент времени . Решение в виде суммы
Вайлда для (21), (22) в момент  (где  мало) по аналогии с [26], [27] аппроксимируем ко-
нечной суммой Вайлда

(24)
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где , а также . Отметим, что (24) выводится из бесконечной суммы Вайлда,
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точки зрения данная ФР соответствует частице, испытавшей бесконечное число столкновений,
следовательно,  близко к локальному максвелловскому распределению, т.е. можно положить

Можно показать, что схема (24), (25) в пространственно однородном случае сходится к точному
решению дискретной кинетической модели, при этом ошибка монотонно уменьшается с
ростом  [26], [27]. Для доказательства используется свойство неотрицательности оператора ,
которое гарантируется равенством (23).

В текущей работе основной интерес представляет вопрос описания гидродинамики с помо-
щью дискретной кинетической модели, а не рост порядка аппроксимации суммой Вайлда кине-
тической модели, таким образом, величину  будем выбирать не с помощью условия (23), а из
физических соображений. В дальнейшем с помощью разложения Чепмена–Энскога будет пока-
зано, что данный подход позволяет получить уравнения вязкой несжимаемой жидкости. C фи-
зической точки зрения  характеризует величину, обратно пропорциональную времени ре-
лаксации системы , которое, в свою очередь, пропорционально времени свободного пробега,
последнее может быть выражено из вязкости рассматриваемой жидкости или газа. Имеем

(26)

так как моделируется несжимаемый газ, то , т.е. постоянная величина, соответственно в
левой и правой части (26) стоят выражения, не зависящие от времени.

Тогда, учитывая все изложенное выше, решение системы (1) аппроксимируем суммой Вайлда
для , при этом адвекцию учтем аналогично РУБ (см. [1]), в итоге в пространственно неод-
нородном случае имеем следующую схему:

(27)

(28)

где время релаксации  выражается через вязкость  и температуру 

(29)

4. ГИДРОДИНАМИЧЕСКИЙ ПРЕДЕЛ ДЛЯ СЛУЧАЯ МЕДЛЕННЫХ ТЕЧЕНИЙ
И ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ

Уравнения гидродинамики, которые получаются из системы (27)–(29), в случае, когда столк-
новения и дискретные скорости задаются девятискоростной моделью (4)–(12), могут быть полу-
чены с помощью разложения Чепмена–Энскога. Детали разложения представлены в Приложе-
нии ниже. Схема (27)–(29) аппроксимирует уравнения Навье–Стокса (для несжимаемых тече-
ний) со вторым порядком точности по пространственным и временной переменным, причем
вязкость выражается формулой

(30)

также дополнительно требуется выполнение условия
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Для решения тестовых задач используется схема (27)–(29), при этом необходимо определить
параметры , , , . При решении модельных задач обычно известна вязкость или число Рей-
нольдса (из которого можно выразить вязкость). Тогда, используя равенство (30), находим :

здесь следует отметить, что для малых вязкостей экспоненциальные члены, стоящие в знамена-
теле, приводят к очень большим величинам , поэтому на практике удобно использовать ап-

проксимацию , в этом случае

(31)

параметры , , ,  определяются из (17), в текущей работе положим , т.е. столкновения
между частицами, направленными по диагоналям, и частицами, движущимися параллельно
осям, исключаются, это несколько упрощает систему. Кроме того, положим  и тогда

.
Схема решается в два шага. На первом шаге вычисляется столкновительная часть (правая

часть) в (27)–(29), затем проводится шаг адвекции – ФР, полученные на первом шаге, разносят-
ся по узлам  в соответствии со скоростями . Данный подход соверешенно аналогичен
применяемому в теории РУБ [1].

Также из (27)–(29) видно, что для решения необходимо знать локально равновесную функ-
цию распределения (2), коэффициенты которой выражаются из законов сохранения. Уравнения
для коэффициентов существенно нелинейные, но в текущей работе рассматриваются медлен-
ные изотермические сплошносредные течения, поэтому локально равновесное распределение
можно разложить в ряд Тейлора, считая, что отклонения коэффициентов , ,  от их значений
в случае абсолютно максвелловского распределения малы [23]. В случае медленных изотермиче-
ских течений локальная максвелловская ФР имеет тот же вид, как и для стандартной РУБ 
(см. [1], [23])

очевидно, что локальная максвелловская ФР в данной форме может быть легко вычислена на
каждом временном шаге в любой пространственной точке, так как она выражается через пото-
ковую скорость и плотность.

Отметим, что для всех тестовых задач брались следующие значения температуры и скорости
частиц: , , кроме того, временной шаг .

4.1. Вихри Тэйлора–Грина

Рассмотрим область в виде квадрата размером , заполненную несжимаемой жидкостью
или газом, в которой начальные скорости заданы следующим образом:

где  есть максимальная амплитуда скорости, вязкость , временной шаг ,

также . На границах ставятся периодические граничные условия. Аналитическое решение

задачи следующее:
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из данного решения видно, что вихревая структура сохраняется во все моменты времени, но
уменьшается амплитуда скоростей. Для численного решения будем измерять ошибку  отно-
сительно аналитического решения по формуле

(32)

где суммирование ведется по всем пространственным узлам схемы , , также ,  есть чис-

ленные решения, . Число пространственных узлов  в каждом направлении  или
 выбиралось равным . Линии тока для разрешения  в момент времени

error
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Фиг. 2. Вихри Тэйлора–Грина. Линии тока для разрешения  в момент времени , см. (а). Про-
странственные переменные ,  нормализованы на длину . Логарифмы ошибок схемы относительно лога-
рифма шага пространственной решетки , , см. (б), наклон линии линейной ре-
грессии , где , построенной на данных логарифма ошибок, равен .
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 представлены на фиг. 2а. Пространственные переменные ,  нормализованы на
длину . Логарифмы ошибок схемы (32) относительно логарифма шага пространственной ре-
шетки ,  представлены на фиг. 2б, наклон линии линейной ре-
грессии , где , построенной на логарифмах ошибок, равен  , т.е.
близок , что подтверждает второй порядок сходимости схемы.

4.2. Течение в полости с подвижной границей
В данной задаче снова рассматривается квадратная область, но границы области представля-

ют собой твердые непроницаемые стенки. При этом верхняя стенка является подвижной, ее ско-
рость, направленная параллельно стенке, равна . Число Рейнольдса определяется сле-
дующим образом: , где  – длина или ширина области,  есть число узлов в
направлении оси  или  (всего в рассматриваемом квадрате  узлов),  – вязкость. На гра-
ницах ставятся стандартные условия отскока, применяемые в теории РУБ [1], для данных усло-
вий считается, что твердая граница находится на расстоянии половины длины шага решетки от-
носительно узлов, находящихся рядом с границей. Для таких приграничных узлов имеем

где  – индексы, соответствующие скоростям , которые направлены от стенки, ФР для этих
скоростей не могут быть найдены из дискретной кинетической модели. Также индексы  соот-
ветствуют скоростям , а ФР  в приграничных узлах, соответствующие скоростям , по-
лучаются после применения шага столкновений в этих узлах (но без адвекции); кроме того,  –
скорость вещества на стенке, она равна  или ;  – плотность вещества на стенке, в данной
задаче считаем .

Для данной задачи неизвестны аналитические решения, вопрос скорости сходимости здесь не
исследуется, но имеются результаты численного моделирования [30], которые часто используют
для оценки точности и устойчивости РУБ для разных чисел Рейнольдса и разрешения сеток [28],
[31], [32]. Начальное распределение задается в форме абсолютного максвелловского распределе-
ния, в ходе решения схемы (27)–(29) профили скорости могут сходиться, не сходиться к какому-
то пределу, или вообще разрушаться. Будем считать, что численное решение сходится к некото-
рому пределу, если существует такой момент времени , что имеем

где суммирование идет по всем узлам , , также ,  суть численные решения. Сходимость
зависит от числа Рейнольдса, разрешения сетки. В настоящей работе мы рассмотрим случай чис-
ла Рейнольдса ( ), равного . Особенностью настоящей схемы является то, что для данной
задачи она позволяет получать устойчивые решения при грубом разрешении сетки. Для

 рассматриваемая схема позволяет получить сходящиеся устойчивые решения при
очень маленьком разрешении, например , равном . Результаты моделирования для
данного разрешения представлены на фиг. 3 и фиг. 4. На фиг. 3 представлены линии тока, реше-
ние устойчиво, качественно получается верная картина, следует отметить, что дополнительные
вихри в углах не воспроизводятся, это связано с тем, что разрешение сетки очень грубое. На фиг. 4
представлено сравнение скоростей  и , обозначенные как , , с численным
эталонным решением [30].

Отдельно возникает вопрос минимального разрешения сетки, при котором сходятся решения
стандартной решеточной девятискоростной модели Больцмана . Для повышения устойчи-
вости модели  дополнительно проведем стандартную процедуру регуляризации [33]. Для

 регуляризованная модель  при разрешении , где  неустойчива. Ре-
шения становятся устойчивыми примерно при . Этот результат согласуется с предыду-
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Фиг. 3. Течение в полости с подвижной верхней границей. Показаны линии тока для разрешения  и чис-
ла Рейнольдса .

5 10 15 20
2
4
6
8

10
12
14
16
18
20
22

x

y

×23 23
=Re 1000

Фиг. 4. Течение в полости с подвижной верхней границей. Показаны скорости  и  для раз-
решения , . Квадратами отмечено численное решение Ghia, Ghia, Shin [30].
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Фиг. 5. Течение в полости с подвижной верхней границей. Показаны линии тока для разрешения  и
числа Рейнольдса .
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Фиг. 6. Течение в полости с подвижной верхней границей. Показаны скорости  и  для раз-
решения , . Квадратами отмечено численное решение Ghia, Ghia, Shin [30].
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щими исследованиями [28]. Можно заключить, что для данной задачи схема (27)–(29) для дис-
кретной кинетической модели (4)–(12) позволяет получать сходящиеся решения для значитель-
но меньших разрешений решетки, чем в случае стандартных РУБ.

При увеличении разрешения численные решения для схемы (27)–(29) приближаются к эта-
лонному решению [30]. Результаты моделирования при  показаны на фиг. 5 и фиг. 6.
Очевидно, дополнительные вихри в нижних углах воспроизводятся схемой (фиг. 5), как и долж-
но быть, профили скоростей  и , обозначенные как ,  на фиг. 6, практиче-
ски совпадают с эталонным решением [30] (фиг. 6).

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе построена аппроксимация для дискретной кинетической модели уравне-
ния Больцмана для девяти скоростей на основе суммы Вайлда, которая в сплошносредном пре-
деле описывает вязкую несжимаемую жидкость. Данная аппроксимация представляет собой
разностную схему второго порядка точности по пространственным координатам и времени. Рас-
смотрены две тестовые задачи: вихри Тэйлора–Грина и течение в полости с подвижной верхней
границей. Показано, что схема на основе суммы Вайлда может описывать течение в полости с
подвижной верхней границей при очень грубом разрешении сетки и не малых числах Рейнольд-
са. При этом регуляризованное решеточное уравнение Больцмана  для тех же условий не-
устойчиво.

Следует отметить, что для дискретной кинетической модели (4)–(12) выполняется -теоре-
ма, но дальнейшая дискретизация этой системы по пространству и времени может нарушать это
свойство. Выполнение -теоремы, конечно, очень желательно, так как оно означает не только
линейную, но и нелинейную устойчивость, что важно для приложений. Для четырехскоростной
модели Броудэлла схема, описывающая столкновения в виде сумм Вайлда, обладает -теоре-
мой [27]. Таким образом, исследование схем на основе сумм Вайлда перспективно, так как здесь
имеется большая вариативность – можно построить очень большое количество разностных схем
с желаемыми свойствами. Для схемы в виде суммы Вайлда (27)–(29) для модели (4)–(12) дока-
зать -теорему не получится, хотя моделирование течения в полости с подвижной верхней гра-
ницей показывает лучшую устойчивость, чем моделирование с использованием регуляризован-
ной модели .

Это не означает, что сумма Вайлда (27)–(29) устойчивеe РУБ  в любых задачах. Действи-
тельно, линейная устойчивость РУБ исследовалась многими авторами [34]–[43]. Важно, что
устойчивость РУБ существенно зависит от исследуемой задачи. Например, для возмущений в
виде бегущих волн неустойчивость нерегуляризованных РУБ может наблюдаться в узком интер-
вале волновых векторов, причем возмущение должно быть направлено под определенными уг-
лами относительно скорости потока. Кроме того, ряд регуляризованных РУБ, которые в модель-
ных задачах показывают хорошую устойчивость, неожиданно оказываются неустойчивы для
длинноволновых возмущений [42]. Предварительный анализ показывает, что у схемы (27)–(29)
для уравнений (4)–(12) также существуют возмущения, ведущие к неустойчивости, что, впро-
чем, не означает, что неустойчивости будут наблюдаться для основных модельных течений.
Можно заключить, что анализ линейной устойчивости и поиск схемы с выполняющейся -тео-
ремой представляют интересную задачу для будущих исследований.

ПРИЛОЖЕНИЕ

РАЗЛОЖЕНИЕ ЧЕПМЕНА–ЭНСКОГА

Разложение Чепмена–Энскога для схемы (27)–(29) проведем аналогично тому, как это дела-
ется в теории РУБ (см. [1], [28]). Вначале разложим левую часть (27) в ряд Тэйлора

где

= 127K
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Аналогично стандартному подходу в теории РУБ (см. [1], [28]) функцию распределения  разло-
жим в ряд по малому параметру  (числу Кнудсена) в окрестности локального равновесия

а также считаем, что имеется несколько временных масштабов (см. [1], [28]) и производные по
пространственным переменным и времени записываются следующим образом (см. [1], [28]):

Подставляем разложения производных и ФР по параметру  в уравнение (27) и соберем члены
одинаковых порядков по . Члены порядка  равны нулю тождественно. Далее имеем уравне-
ния

(33)

где

а также  – линеаризованный относительно локального максвеллиана оператор столкновений
для уравнения (4)–(12). Так как рассматриваются течения только с малыми числами Маха, то
вместо локально-максвелловского распределения можно брать абсолютно-максвелловское рас-
пределение, которое задается весами . В этом случае оператор  имеет вид

Умножая уравнения (33) на , суммируя по , получаем уравнения изменения импульса для не-
вязкой среды (уравнение Эйлера)

(34)

Для членов порядка  получаем:

(35)

где точками обозначены члены второго порядка по , входящие в правую часть, их явная форма
не понадобится. Умножаем уравнения (35) на  и после суммирования по  имеем

(36)

где . Складываем уравнения (34) и (36) и получаем

возвращаясь к исходным переменным , , получаем с точностью до малых членов  уравне-
ние

(37)

третий и четвертый члены во втором слагаемом в (37) отвечают за вязкие поправки к уравнению
Эйлера, которые требуется найти. Для нахождения  нам понадобятся выражения для . Пол-
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ная производная от локального максвелловского распределения в (33) в случае малых чисел Ма-
ха c точностью до членов порядка  и несжимаемых течений равна (см. [23])

напомним, что “:” есть оператор свертки тензоров. Неравновесные ФР  следует искать в виде
(см. [23], [29])

где коэффициенты  одинаковы для индексов , соответствующих скоростям , для которых ки-
нетическая энергия частиц одинакова, очевидно, имеются три разных коэффициента . Из урав-
нения (33) для коэффициента , который пусть отвечает скоростям , , получаем

аналогично для коэффициента , который отвечает скоростям , имеем

также коэффициент , который отвечает нулевой скорости, равен нулю. Для удобства далее бу-
дем считать, что .

Как было показано выше, вязкие поправки тензора напряжений  зависят от неравновес-
ных ФР , т.е. . Рассмотрим подробнее вязкие слагаемые

где , , ,  равны  или , также обозначим , . Вспоминая, что векторы  имеют
вид , где ,  принимают значения , , то, например, имеем

из последнего выражения следует, что вязкие члены имеют такую же форму, как и в уравнениях
Навье–Стокса, если

что эквивалентно соотношению (17), но вязкость схемы (27)–(29) уже не выражается форму-
лой (18).
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Члены вида  рассматривались в предыдущей работе [23], они равны

.

Таким образом, вязкость определяется формулой

также дополнительно требуется выполнение условия
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