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Дано обоснование метода коллокации для системы интегральных уравнений граничной зада-
чи сопряжения для уравнения Гельмгольца в двухмерном пространстве. Построены квадра-
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тенциала простого слоя. В определенно выбранных точках система интегральных уравнений
заменяется системой алгебраических уравнений, при этом устанавливаются существование и
единственность решения системы алгебраических уравнений. Доказывается сходимость ре-
шения системы алгебраических уравнений к точному решению системы интегральных урав-
нений и указывается скорость сходимости метода. Кроме того, построена последователь-
ность, сходящаяся к точному решению граничной задачи сопряжения. Библ. 16.
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1. ВВЕДЕНИЕ И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть  – ограниченная область с дважды непрерывно дифференцируемой границей L.
Следует указать, что (см. [1, с. 112]) математическая формулировка задачи дифракции аку-
стических волн на теле D с различными акустическими характеристиками в  и D при-
водит к задаче сопряжения, которая заключается в следующем: найти две функции

 и , обладающие нормальной производной в смыс-

ле равномерной сходимости и удовлетворяющие уравнениям Гельмгольца  в  и
 в D, условию излучения Зоммерфельда

равномерно по всем направлениям  и условиям сопряжения

где Δ – оператор Лапласа, k и  – волновые числа, причем  и ,  – внешняя
единичная нормаль в точке , f и g – заданные непрерывные функции на L, а μ и  – задан-
ные комплексные числа, причем . Отметим, что с физической точки зрения надлежа-
щий выбор постоянных μ и  гарантирует непрерывность давления и нормальной скорости аку-
стических волн при переходе через границу L.

⊂ 2D R

2\R D

( ) ( ) ( )∈ ∩2 2 2\ \u C R D C R D ( ) ( ) ( )∈ ∩2
0u C D C D

Δ + =2 0u k u 2\R D
Δ + =2

0 0 0u k u

( ) ( )
  

− = → ∞    
   

1/2
1, grad , ,x u x iku x o x

x x

/x x

μ − μ =0 0 на ,u u f L

∂∂ − =
∂ν ∂ν

0 на ,uu Lg

0k ≥Im 0k ≥0Im 0k ν( )y
∈y L μ0

μ + μ ≠0 0
μ0

УДК 519.64

УРАВНЕНИЯ
В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 62  № 5  2022

ИССЛЕДОВАНИЕ ПРИБЛИЖЕННОГО РЕШЕНИЯ 839

Пусть  – фундаментальное решение уравнения Гельмгольца, т.е.

где  – функция Ханкеля I рода нулевого порядка, определяемая формулой
,

есть функция Бесселя нулевого порядка,

есть функция Неймана нулевого порядка, а  – постоянная Эйлера. Кресс и Роч
(см. [2]) доказали, что комбинация потенциалов простого и двойного слоев

с непрерывными плотностями ψ и ϕ, является решением задачи сопряжения, если ψ и ϕ являют-
ся решениями системы интегральных уравнений

(1.1)

где

(1.2)

(1.3)

(1.4)

(1.5)

и

Отметим, что ряд работ посвящены исследованию приближенных решений интегральных
уравнений различных краевых задач для уравнения Гельмгольца (см. [3]–[7]), а в работе же [8]
дано обоснование метода коллокации для системы интегральных уравнений задачи сопряжения
для уравнения Гельмгольца в трехмерном пространстве. Однако до сих пор не исследованы при-
ближенные решения задачи сопряжения для уравнения Гельмгольца в двухмерном пространстве
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методом интегральных уравнений. Как известно, в трехмерном пространстве фундаментальное
решение уравнения Гельмгольца имеет вид

и поэтому интегральные операторы, участвующие в системе (1.1) строго отличаются от инте-
гральных операторов, участвующих в системе интегральных уравнений для задачи сопряжения
для уравнения Гельмгольца в трехмерном пространстве. Кроме того, в [9] построена квадратур-
ная формула для логарифмических потенциалов простого и двойного слоев, а в [10] построена
квадратурная формула для потенциалов простого и двойного слоев. Однако в [10] для построе-
ния квадратурных формул использована асимптотическая формула для функций Ханкеля I рода
нулевого порядка, которая не дает возможность определить скорость сходимости этих квадра-
турных формул. Поэтому более практичным способом построения квадратурных формул для по-
тенциалов простого и двойного слоев, а также исследование приближенного решения задачи со-
пряжения для уравнения Гельмгольца в двухмерном пространстве методом системы интеграль-
ных уравнений (1.1) имеет важные значения, чему и посвящена настоящая заметка.

2. ПОСТРОЕНИЕ КВАДРАТУРНЫХ ФОРМУЛЫ ДЛЯ ИНТЕГРАЛОВ (1.2)–(1.5)

Предположим, что замкнутая и дважды непрерывно дифференцируемая кривая  зада-
на параметрическим уравнением , . Разобьем промежуток  на

 равных частей: , , где 

(см. [11, с. 560]) и d – стандартный радиус (см. [12, с. 400]). В качестве опорных точек возьмем

, , где . Тогда кривая L разбивается на элементарные части:

, где .

Известно, что (см. [9])
(1) : , где ,  =

= , а запись  означает, что

где  и  – положительные постоянные, не зависящие от ;
(2) : ;

(3) : ;

(4) , где , .

В дальнейшем такое разбиение будем называть разбиением кривой L на “регулярные” эле-
ментарные части.

Поступая точно также, как и в доказательстве леммы 2.1 работы [13], можно показать справед-
ливость следующей леммы.
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Сначала построим квадратурную формулу для интеграла (1.2). Пусть

где

и

Теорема 1. Пусть L – замкнутая и дважды непрерывно дифференцируемая кривая в  и
. Тогда выражение

в опорных точках , , является квадратурной формулой для интеграла (1.2), причем
справедлива следующая оценка:

(Здесь и далее через М будем обозначать положительные постоянные, разные в различных нера-
венствах.)
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следовательно,

(2.3)

Тогда, применяя формулу вычисления криволинейного интеграла, находим

Пусть  и . Учитывая лемму 1, имеем
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и
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где . Тогда, принимая во внимание неравенства (2.1), (2.2), (2.4) и (2.5), получаем, что
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Следовательно,

Из неравенства (2.3), получаем, что

сходится как несобственный и

Тогда из неравенства (2.6) и (2.7) получим

В итоге, принимая во внимание лемму 1, получаем, что

Очевидно, что

(2.8)
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следовательно,
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В результате, суммируя полученные оценки для выражений , ,  и

, и, принимая во внимание соотношение , доказываем справедливость теоремы 1.

Теперь построим квадратурную формулу для интеграла (1.3). Нетрудно показать, что
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где

и

Справедлива следующая

Теорема 2. Пусть L – замкнутая и дважды непрерывно дифференцируемая кривая в  и
. Тогда выражение

в опорных точках , , является квадратурной формулой для интеграла (1.3), причем
справедлива следующая оценка:

Доказательство. Нетрудно увидеть, что
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и

Так как (см. [12, с. 403])

(2.9)
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(2.10)

и
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а значит,
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В результате находим

Также, учитывая неравенство

(2.15)

получаем, что

В итоге
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и

Тогда, поступая точно также, как и в доказательстве теоремы 2, можно доказать следующую
теорему.

Теорема 3. Пусть L – замкнутая и дважды непрерывно дифференцируемая кривая в  и
. Тогда выражение

в опорных точках , , является квадратурной формулой для интеграла (1.4), причем спра-
ведлива следующая оценка:

Кроме того, можно убедиться, что
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Тогда также справедлива следующая

Теорема 4. Пусть L – замкнутая и дважды непрерывно дифференцируемая кривая в  и
. Тогда выражение

в опорных точках , , является квадратурной формулой для интеграла (1.5), причем спра-
ведлива следующая оценка:
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Если через , , обозначим приближенные значения , а через , ,
приближенные значения , то, используя построенные квадратурные формулы для инте-
гралов (1.2)–(1.5), система интегральных уравнений (1.1) заменяется системой алгебраических
уравнений относительно , которую запишем в виде

(3.1)

Теперь сформулируем основной результат данной работы.
Теорема 5. Пусть функции f и g непрерывны на кривой L. Тогда уравнения (1.1) и (3.1) имеют един-

ственные решения  и   соответственно, причем справедливы
следующие оценки:

Доказательство. Для обоснования метода коллокации будем пользоваться теоремой Г.М. Вай-
никко о сходимости для линейных операторных уравнений (см. [14]). Для этого сначала запишем
уравнения (1.1) и (3.1) в операторном виде.

Отметим, что  является банаховым пространством с нормой .
Рассмотрим матричный оператор 2-го порядка

определенный в пространстве . Тогда систему интегральных уравнений (1.1) можно
переписать в виде

(3.2)

а систему алгебраических уравнений (3.1) в виде

(3.3)
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 – единичная матрица 2n-го порядка, , а  – линейный огра-
ниченный оператор, определяемый формулой

Теперь проверим выполнение условий теоремы 4.2 из работы [14], при этом обозначения и
необходимые определения и предложения возьмем из [14]. В работе [2] доказано, что систе-
ма интегральных уравнений (1.1) однозначно разрешима в пространстве , т.е.

. Кроме того, операторы  фредгольмовы с нулевым индексом. Прини-
мая во внимание способ разбиения кривой L на “регулярные” элементарные части, получаем,
что для любого  справедливо следующее равенство:

Следовательно, система операторов  является связывающей для пространств

 и . Тогда  и принимая во внимание теоремы 1– 4, получаем, что по опре-

делению 2.1 из работы [14] . Так как по определению 3.2 из [14]  устой-
чиво, то по предложению 3.5 и по определению 3.3 из [14] осталось проверить условие компакт-
ности, которое ввиду предложения 1.1 из [14] равносильно условию: , , ,

существует относительно компактная последовательность  такая, что
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где

Из неравенства (2.1), (2.2) и (2.9) очевидно, что для любых точек , , и для любого
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и

Отсюда получаем, что

и

Следовательно,

Тогда, принимая во внимание условиe , получаем равномерную ограниченность по-

следовательности .

Теперь возьмем любые точки  такие, что . Тогда, поступая точно
также, как и в работе [15], можно показать, что
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Следовательно,
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где

Принимая во внимание равенство

и оценки погрешности построенных квадратурных формул для интегралов (1.2)–(1.5), имеем

где

Так как из неравенства (2.1), (2.2) и (2.9) ясно, что для любых точек , ,
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Следствие 1. Пусть ,  и  является решением системы ал-
гебраических уравнений (3.1). Тогда последовательность

сходится к , а последовательность

сходится к , причем
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