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1. ВВЕДЕНИЕ
1.1. Известны множество методов оптимизации и меньшее число методов для решения седло-

вых задач (см. [1]–[11]); последние предназначены для отыскания седловых точек или точек рав-
новесия. Напомним, точку (x*, u*) ∈ Q × U ⊂ En × Em, называют седловой точкой всякой функции
ϕ(x, u), , , с непустыми множествами , , в евклидовых про-
странствах  и , если эта точка есть решение системы неравенств:

(1.1)

Существуют непрерывные проекционные методы отыскания седловых точек (НПМОСТ) и
минимизации (НПММ), и итеративные для соответствующих математических моделей (ММ)
исследуемых процессов. К разработке новых методов решения этих задач приводят экстремаль-
ные задачи теории игр, математической экономики, математической физики, оптимального
управления [1]–[10]. В связи с наличием все более сложных ММ, приводящих к седловым зада-
чам, и небогатым разнообразием методов их решения, актуальна задача исследования новых
НПМОСТ [1]–[3], [7], [10], [11].

В работах [3], [10] детально рассмотрены применения седловых методов, в [10] седловые зада-
чи охарактеризованы “как мостик, через который можно попытаться перенести развитую техни-
ку решения задач оптимизации для решения игровых задач”, исследованы управляемые (обрат-
ными связями по производной, по невязке и смешанными) НПМОСТ второго порядка. Разра-
ботана методика преобразования седловых задач и методов к равновесным. В [11] построены и
изучены не исследованные в [10] равновесные методы второго порядка на основе управляемого
(дифференциального) НПМОСТ второго порядка. В [3] исследовано, наряду с другими, не-
сколько перспективных игровых равновесных методов. Здесь предлагается и исследуется базо-
вый НПМОСТ второго порядка с переменной метрикой, на основе которого можно построить
частные методы решения конкретных случаев седловых и равновесных задач в перечисленных
науках.

Рассматриваемые НПМОСТ соответствуют задаче Коши для обыкновенных дифференци-
альных уравнений (ОДУ), описывающих динамические процессы. Существенно одно из благо-
приятных свойств дифференциальных моделей — возможность использования численных мето-
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дов вычислительной математики, для решения ОДУ в алгоритмах численной реализации
НПМОСТ и НПММ [3]–[6].

Седловые задачи для конкретных математических моделей решаются при своих требованиях
(к пространствам, множествам и функциям), выражающихся в постановке задачи и влияющих
на метод ее решения. В этой работе предлагается и исследуется НПМОСТ для решения задачи в
следующей постановке.

1.2. Постановка задачи

Требуется решить задачу об отыскании седловой точки  ∈  ⊂  функции
.

Предполагаем следующее: а) множества , ,  ⊂  непустые выпуклые
замкнутые; б) выпукло-вогнутая функция  с овражными гиперповерхностями уровней
определена в окрестности подмножества  ⊂ , выпукла по  и вогнута
по , т.е. для всех фиксированных  функция  выпукла на , а

 фиксированного функция  вогнута на ; в) множество седловых точек

 функции  на  непустое,  = ; г) частные градиенты функ-
ции  липшицевы на ,

(1.2)

где ,  – константы Липшица. В терминах оператора проектирования седловая точка
 задачи (1.1) характеризуется равенствами

(1.3)

где (⋅) и (⋅) − операторы проектирования на множества  и  (см. [3], [4]).

1.3. Траектории не всех НПМОСТ сходятся к седловой точке. Например, сходимость на сед-
ловых задачах простейшего итеративного метода проекции градиента седлового [1] доказана
лишь при весьма ограничительных предположениях сильной выпукло-вогнутости, что не вы-
полняется для многих нужных классов седловых задач [2]. Поэтому предложено несколько спо-
собов устранения этого недостатка. Таковым является и изменение самого НПМОСТ: построе-
нием экстраградиентного метода (ЭГМ) [2]; включением в ОДУ управления с помощью прогно-
за и обратных связей [3], приводящим к ЭГМ. Успешный способ улучшения сходимости
воплощен в НПМОСТ, использующих прогноз и, аналогично методам минимизации [4]–[6],
операторы переменной метрики.

Цель данной работы в широком смысле — распространение подхода к построению методов
минимизации из работ [4]–[6] на НПМОСТ; точнее, обоснование НПМОСТ второго порядка с
лучшими свойствами, построенного на основе синтеза идеи и теории: НПММ переменной мет-
рики [4], проекционного обобщенного двухточечного экстраградиентного метода минимизации
квазиньютоновского (ПОДЭМК) [5], непрерывного проекционного обобщенного экстрагради-
ентного квазиньютоновского метода минимизации (НПОЭКМ) второго порядка [6], итератив-
ного ПОДЭМК седлового из [7]. Наша цель в узком смысле — исследование предложенного
НПОЭКМ седлового (НПОЭКМС) второго порядка.

Последнее включает обоснование вспомогательных утверждений, доказательство сходимо-
сти НПОЭКМС и оценки скорости его сходимости для выпукло-вогнутых функций.
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2. ПРЕДЛАГАЕМЫЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ
2.1. Предлагается для решения задачи (1.1)–(1.3) НПОЭКМС второго порядка, обычно записы-

ваемый в виде задачи Коши для системы ОДУ:

(2.1)

где функции ,  — положительные параметры метода, тако-
вы, что , , ; , ,  > 0,

, , ; , , , , , .
В частности, этим условиям удовлетворяют такие параметры−функции НПОЭКМС (2.1):

, , , , , .

Операторы   фиксированного и   фиксирован-
ного — положительно-определенные самосопряженные линейные, изменяющие метрику про-
странства; они в (2.1) таковы, что

(2.2)

(2.3)

Обратные операторы таковы, что

(2.4)

2.2. Для метода (2.1)−(2.4) характеристики вида (1.3) седловой точки  имеют следую-
щий вид:

(2.5)

(2.6)

2.3. Замечание. Отметим следующее.
1. В этой работе для простоты обозначены через  − частный градиент по первому аргументу, а  –

по второму.
2. Поскольку в (2.1) операторы проектирования в исходной метрике, критерии проекций  по

первой и  по второй переменным будут по исходной метрике (см. [8, с. 189]):

(2.7)
(Критерии проекций в новой метрике есть неравенства

но здесь мы пользуемся (2.7), ибо в (2.1) оператор проектирования в исходной метрике.)
3. Имеются и непрерывные, и итеративные, проекционные методы с операторами проектирования:

,  – в исходной метрике; ,  – в новой метрике.

3. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ УТВЕРЖДЕНИЯ
Приведем неравенства, дополняющие необходимый для обоснования сходимости и оценки

скорости сходимости методов математический аппарат.
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3.1. Лемма 1. Если для (2.1) при любом фиксированном  выпуклая функция 

такова, что ,

то

(3.1)

Доказательство. Из характеристического свойства (2.5) седловой точки, критерия проекции
,  из (2.7), и равенства из условия леммы 1, имеем

(3.1a)

, . Из правого неравенства (3.1а) получим (3.1).

3.2. Лемма 2. Если для (2.1) при любом фиксированном  вогнутая функция 

такова, что  = ,

то

(3.2)

Доказательство проведено для работы [7].

4. ОБОСНОВАНИЕ СХОДИМОСТИ НПОЭКМС (2.1)

Теорема 1. Пусть выполнены предположения а)−г) о задаче и функции  из разд.1 и функциях-
параметрах из п. 2.1; неравенства (2.2)−(2.7); леммы 1 и 2; параметры метода (2.1), функции

 таковы, что

(4.1)

Тогда НПОЭКМС (2.1), (4.1)  по норме сходится к седловой точке  ∈
∈  функции ,

(4.2)

(4.3)

т.е. ,  при .
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Доказательство. Представим первые два уравнения НПОЭКМС (2.1), пользуясь (2.7), в виде
вариационных неравенств

(4.4)

где  = , .

Неравенства (4.4) преобразуем, пользуясь свойствами скалярного произведения, неравен-
ством Коши–Буняковского, нерасширяющим свойством оператора проектирования (см. [8, с. 190]),
а также (2.1), (4.1), леммами 1 и 2.

В первом неравенстве (4.4) положим , пользуясь леммой 1, неравенство (3.1) умножим
на , примем , полученные неравенства сложим и получим

(4.5)

Преобразуем (4.5). Для левой части, пользуясь (2.1), последовательно получаем

(4.6)

Правую часть (4.5) оценим с помощью следующего неравенства (см. [8, с. 175])

где  из леммы 1,

Подставив эту оценку и (4.6) в (4.5), получим

(4.7)

где ; ; ; ;

 , .

Неравенство (4.7) преобразуем с помощью тождеств

(4.8)

тогда (обозначив , , ) получим

(4.9)

где , , .
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1 2 3 4( ) '', * ( ) '' ( ) ' ( ) ', '' ( ) ', * 0, 0, * ,*t a t a t a t a t t Qx x x x x x x x x x x

( )γ= α −2
1( ) 1

4
Ka t γ= β + βσ − β + σ2 2

2( ) ( )
4

Ka t γ = α β + σ − β + σ
  

3 2 ( )
2

Ka = β + σ4( ) ( ) ( )a t t t

>( ) 0ja t ∀ ∈ [1 : 4]j β< γ <
β + σ
40 ( )

( )
t

K

= − = −

− = − − ≥

2 2

2
2 2

2

2( ''( ), '( )) '( ) ; 2( '( ), ( ) *) ( ) * ;

( '', *) * /2 ' , 0,

d dt t t t t t
dt dt

d t
dt

x x x x x x x x

x x x x x x

= − α >21 2( ) 0a t a =31 3( ) ( )/2a t a t =41 4( ) ( )/2a t a t

+ + + α − + − ≤ ≥
2

2 2 2 2 2
1 21 31 412( ) '' ( ) ' ( ) ' ( ) * /2 ( ) * 0, 0,d d da t a t a t t a t t

dt dtdt
x x x x x x x

< α < β β + σ0 ( ) < β <0 1 < γ < β + βσ − α β + σ = γ2 2 110 4( )/[ ( ) ]K
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Проинтегрировав (4.9) на отрезке , , придем к неравенству

(4.10)

где  при , что выполняется для

коэффициенты положительны при условиях (4.1) и интеграл положителен. Из (4.10) без положи-
тельных слагаемых следует

Умножим это неравенство на

Отсюда с учетом производной , имеем

Проинтегрировав его на  и умножив полученное неравенство на , получим

(4.11)

Из (4.11) следует

(4.12)

Оценим второе и третье слагаемые для второго соотношения из (4.2) с помощью нера-
венств (4.10) и (4.7). Учитывая (4.1) и (4.8), существование чисел  (пусть ) и 
таких, что для  коэффициенты подынтегральных слагаемых в (4.10) ,

, , из (4.10) получим

(4.13)

В (4.13) третье слагаемое оценим с помощью известного неравенства

(4.14)

ξ[ , ]t > ξ ≥ 0t

ξ

+ + − +
2 2 2

1 22 42[ ( ) '' ( ) ' ( ) * ]
t

a s a s a s dsx x x x

+ + − + α − ≤ ξ2 2 2
23 43 1( ) '( ) ( ) * /2 ( ) * /2 ( , *),da t t a t t C

dt
x x x x x x

> ξ ≥ ∈0, * ,*t Qx

= − >22 21 31'( ) ( ) ( ) 0a s a s a s <31' ( ) 0a s

α β + σ γ > αβ + ασ =23 31( ( )( ( ) ( )) ( ))' (4 2 ( ))', ( ) ( ),K t t t t t a t a t

( )ξ = ξ ξ + α ξ ξ ξ − + ξ − α ξ −2 2
1 31 41

1( , *) ( ) '( ) ( )( '( ), ( ) *) ( ) '( ) * ,
2

C a ax x x x x x x

β σ= α − = α − β − σ = − α = + − α42 41 43 41
1 1 1'( ) ''( ) ( ) ( '' ' '), /2 ( ) '/2 ',
2 2 2 2 2

a s s a s a a t

α − + − ≤ ξ > ξ ≥ ∈2 2
1 43

43

( ) * * 2 ( , *)/ ( ), 0, * .*( )
t d C a t t Q

a t dt
x x x x x x

− 
= α > 

 α  


1
43 43

0

( )( ) , ( ) exp ( ) 0,
( )

( )
t

e ta t e t a s
t

s ds

−− + α − ≤ ξ α > ξ ≥2 21
43 1( ) * ( ) ( ) ( ) * 2 ( , *) ( )/ , 0.de t a t e t t C e t t

dt
x x x x x

= α43'( ) ( ) ( )/ ( )e t a t e t t

− ≤ ξ α > ξ ≥2
1[ ( ) * ] 2 ( , *) ( )/ , 0.d e t C e t t

dt
x x x

ξ[ , ]t −1( )e t

ξ

− −

→∞
ξ

ξ ξ −ξ− ≤ + ≤ ξ > ξ ≥
α

ξ ξ −
= + ξ α ≥ α > = α

α





2
2 1

1

2
1 1

1 0 0
0
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t
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t
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e
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x xxx x x

x x
x

→∞
− ≤ ξ α > ξ ≥ ∈2

1 0lim ( ) * 2 ( , *)/ , 0, * .*t
t C t Qx x x x

> 0r = β γ σ θ0 0 0 0r η ≥ 0
> η ≥ ξ ≥ 0s ≥ >1( ) 0a s r

≥ >22( ) 0a s r ≥ >42( ) 0a s r

{ }
ξ

+ + − + − +

+ α − + ≤ ξ > ξ ≥ η ≥


2 2 2 2

43

2
23 1

''( ) '( ) ( ) * ( ) ( ) * /2

( )( '( ), ( ) *) ( ) '( ) ( , *), 0.

t

r s s s ds a t t
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x x x x x x

x x x x x
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при , , , т.е.

Тогда из (4.13) следует

(4.15)

где коэффициенты при втором и третьем слагаемых положительны при условиях (4.1), и

 =  –  > ,  <  в неравенстве

, ;  в силу (4.1). Из (4.15) получим

(4.15а)

(4.15б)
Из (4.15а) и (4.15б) с учетом условий (4.1) при  следует

(4.16)

(4.17)

Далее оценим , исходя из (4.7) и пользуясь (4.14). Неравенства

следуют из (4.14) соответственно при , , . С их учетом из (4.7) имеем

(4.18а)

В (4.18а) оценим коэффициенты при квадратах норм при условиях (4.1):

Учитывая эти оценки, из (4.18а) получаем

(4.18б)
Из (4.18б) с учетом оценок (4.11), (4.15б) имеем

(4.18)

ε = β( )t = '( )a tx = −( ) *b tx x

α − ≥ −αβ − α − β2 2( )( '( ), ( ) *) '( ) /2 ( ) * /(2 ).t t t t tx x x x x x

{ }
ξ

+ + − + − αβ +
2 2 2 2

23''( ) '( ) ( ) * ( /2) '( )
t

r s s s ds a tx x x x x

+ − α − α β − ≤ ξ2
41 1[ ( ) '( )/2 ( )/(2 )] ( ) * ( , *),a t t t t Cx x x

> η ≥ ξ ≥ 0,t

αβ−23 2
a αβ ασ+

2 2
αγ β + σ − β( ) ]
4

K αβ
4

< α < β + σ β − σ0 ( )(3 2 )/4 β β + σ( )

β + σ< γ < < γ
β + σ

1120
( )K

< σ < β30
2

α− − α >
β41 '/2 0

2
a

ξ

 + + − ≤ ξ 
2 2 2

1''( ) '( ) ( ) * ( , *)/ ,
t

s s s ds C rx x x x x

−≤ ξ αβ > η ≥ ξ ≥2 1
1'( ) 4 ( , *)( ) , 0.t C tx x

→ ∞t

( )
∞

− + + < +∞ ∀ ∈
2 2 2

0

( ) * '( ) ''( ) * ,*s s s ds Qx x x x x

−

→∞
≤ ξ α β > η ≥ ξ ≥2 1

1 0 0lim '( ) 4 ( , *)( ) , 0.
t

t C tx x

''( )tx

≥ − α − α2 2
3 3 3( '( ), ''( )) (2 / ) '( ) ( /8) ''( ) ,a t t a t a tx x x x

α − ≥ − α − −2 22( ''( ), ( ) *) ( /8) ''( ) 2 ( ) * ,t t t tx x x x x x

β + σ − ≥ − β + σ − β + σ −2 2( )( '( ), ( ) *) ( ) '( ) /2 ( ) ( ) * /2,t t t tx x x x x x

ε =
α
4 αε =

4
ε = 1

≤ + − ≥ ∈2 2 21
11 24 44( ) '' ( ) ' ( ) * , 0, * .*a t a t a t t Qx x x x x

γ = − α α = α − − β − σ − β − σ ≥ α =
  

−1 2 2 2
11 1 3 11( ) /8 /8 7 (4 ) 2 /8 /8 ( )

2
Ka a t a a t

< γ < − β − σ − β − σ β + σ < β + σ <при 0 2(6 2 )/[ (4 )], 2 6, 4;K

( )β γ β + σσ= α + β + σ − = + − β + σ + − β − βσ ≤2
24 3 2

9 52 / ( )/4 ( ) 1
2 2 2 4

Ka a a

≤ α + β + σ =3 252 / ( )/4 ;a a
≤ β + σ + = β + σ + =44 45( ) ( )/2 2 ( 4)/2 ( ).a t a t

≤ + − ≥ ∈2 2 2
11 25 45( ) '' ( ) ' ( ) * , 0, * .*a t a t a t t Qx x x x x

( )− −≤ ξ αβ +2 1 1
11 1 25 45'' [ ( )] 2 ( , *)[2 ( )( ) ( ) ( )] .a t C a t a t p tx x
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С учетом условий (4.1), а также соотношений (4.12), (4.17), из (4.18) следует

(4.19)

где

Асимптотическую устойчивость траектории системы (2.1) и единственность предельной точ-
ки траектории можно показать по аналогии с работами [3]–[6].

Из (4.11), (4.12) следует, что траектория x(t) ограничена, а в силу (4.16) имеем

(4.20а)

и существует подпоследовательность , такая, что

(4.20б)

Если в  из (4.10) положим , учтем (4.9) и для  обозначим

то в пределе с учетом (4.12), (4.17), (4.20а), (4.20б) получим

(4.21)

Тогда с учетом (4.21) из (4.15а), (4.16) следует первое доказываемое соотношение из (4.2), а из
(4.12), (4.17), (4.19), (4.20б), (4.21) следует второе соотношение из (4.2).

Из второго неравенства (4.4) при , с учетом (3.2) из леммы 2, имеем

(4.22)

где скалярное произведение в правой части представим в виде суммы двух слагаемых:

(4.23)

Слагаемые в правой части (4.23) преобразуем с помощью неравенства для вогнутой функции
(см. [9, § 2.4, с. 44]),

и другого неравенства

(см. [8, гл. 2, § 3, с. 93; R из леммы 2]). Подставим их в (4.23) и преобразованное (4.23) будет
иметь вид

(4.23а)

где учтено, что  ввиду вогнутости функции . Пользуясь (4.23а) в (4.22), по-
лучаем

(4.24)

В (4.24) подставим разложения для левой части и квадрата нормы в правой части

→∞
≤ ξ > η ≥ ξ ≥ ∈2

2lim ''( ) ( , *), 0, * ,*t
t C t Qx x x

− −ξ = β + α ξ = α0 1 0 0 1 0 2
2 25 0 45 0 11 1 11 0( , *) 2[2 ( ) ][ ] ( , *), /8,C a a a C ax x

→∞
= = β + σ +0 0

25 25 45 0 0lim ( ), ( 4)/2.
t

a a t a

→∞
 + + − = ∀ ∈ 

2 2 2lim ''( ) '( ) ( ) * 0 * *t
t t t Qx x x x x

{ }it

→ → − → → ∞ ∈''( ) 0, '( ) 0, ( ) * 0, , * .*i i it t t i Qx x x x x

ξ1( , *)C x = it t ≥ 1it t

= + α − +2
1 31( , *) ( ) '( ) ( )( '( ), ( ) *)i i i i i iC t a t t t t tx x x x x

+ − α − 2
41[ ( ) 0.5 '( )] ( ) * ,i i ia t t tx x

→ → ∞ ∈1( , *) 0, , * .*iC t i Qx x

= *b u

( ) ( )− − ≤ −λ ∇ − ∈ ⊂
= α + β + = − θ ≥

1( ) ( ), * ( ) ( ( )), * ( ) , * * ,
( ) ( ) ''( ) ( ) '( ) ( ), ( ) ( ) ( ) '( ), 0,

t t t h t t U U
t t t t t t t t t t t
s v s u v u s u

s u u u v u u

( ) ( ) ( )− ∇ − = − ∇ − − ∇ −1 1 1( ( )), * ( ) ( ( )), * ( ) ( ( )), ( ( ) .h t t h t t h t t tv u s v u v v v s

( ) ( ) ( )∇ − ≥ − ∀ ∈ ∈1 1 1( , * ( )) * ( ) , * *,Uh t h h t H Uv u v u v v u

( ) ( ) ( )∇ − ≥ − − − ∀ ∈2
1 1 1( , ) ,

2 U
Rh h h Hv v s v s v s v s

( ) ( ) ( )− ∇ − ≤ − + − ≤ −2 2
1 1 1( , * ) * ,

2 2
R Rh h hv u s s u v s v s

( ) ( )− ≤1 1 * 0h hs u ( )1h u

( ) λ− − ≤ − 2( ) ( ), * ( ) ( ) .
2

Rt t t ts v s u v s

( ) ( )− − = α + β + θ − + β + α =( ) ( ), * ( ) ''( ) ( ( ) ( )) '( ), ( ) * '( ) ''( )t t t t t t t t t ts v s u u u u u u u
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После их подстановки из (4.24) следует

(4.25)

где

Справедливы аналогичные (4.8) тождества

(4.8а)

Преобразуем (4.25) с помощью тождеств (4.8a), тогда получим

(4.26)

где

Проинтегрировав (4.26), на отрезке , , получим

(4.27)

где

с учетом (4.8а) имеем

коэффициенты и интеграл положительны. Из (4.27) без положительных слагаемых следует

(4.28)

( ) ( ) ( )= α − + β + θ − + α + β β + θ + α β + θ2 22( ) '', * ( ) ', * '' ( ) ' (2 ) ', '' ,t u u u u u u u u u u

− = − = α + β + θ =22 2 ( ) ''( ) ( ) '( )t t tv s s v u u

= α + β + θ + α β + θ2 22 2''( ) ( ) '( ) 2 ( )( '', ').t tu u u u

( )
( ) ( )

+ + +
+ α − + β + θ − ≤ ≥

2 2
1 21 31( ) '' ( ) ' ( ) ', ''
'', * ( ) ', * 0, 0,

ab t b t b t
t

u u u u
u u u u u u

( )β λ λ < λ < = α − > = β + θ β − β + θ >
  β + θ

2
1 21

20 ( ) ; ( ) 1 0, ( ) ( ) ( ) 0,
( ) 2 2

aR Rt b t b t
R

= α β + θ + β + θ α β + θ= >31( ) (2 2 2 ) 4 3( )( ) 0.b t t

= − = −

− = − − ≥

2 2

2
2 2

2

2( ''( ), '( )) '( ) ; 2( '( ), ( ) *) ( ) * ;

( '', *) * /2 ' , 0.

d dt t t t t t
dt dt

d t
dt

u u u u u u u u

u u u u u u

+ + + α − + − ≤ ≥
2

2 2 2 2 2
1 22 3 412( ) '' ' ( ) ' ( ) * /2 * 0, 0,d d db t b b t t b t

dt dtdt
u u u u u u u

= − α < λ < β β + θ − α β + θ = λ α < β β + θ2 11
22 21( ) ( ) ( ), 0 2[ ( ) ]/[ ( ) ] , ( ),ab t b t t R

= = αβ + αθ = β + θ3 31 41
1 12 3 /2, ( ).
2 2

b b b

ξ[ , ]t > ξ ≥ 0t

ξ
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2 2 2

1 21 42[ ( ) '' ( ) ' ( ) * ]
t

b s b s b s dsu u u u

+ + − + α − ≤ ξ2 2 2
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dt
u u u u u u

> ξ ≥ ∈0, * *,t Uu
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1' '( ) ( ) ( ) 0, 0, 0, ( ) ''( ) '( ) '( )) 0,
2

(b s b s b s b b b s s s s
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Умножим (4.28) на

Отсюда с учетом производной  имеем

(4.29)

Проинтегрировав (4.29) на  и умножив полученное неравенство на , получим

(4.30а)

Отсюда имеем

(4.30)

Оценим второе и третье слагаемые во втором соотношении из (4.3) с помощью неравенств
(4.8а) и (4.14). Учитывая (4.1) и то, что существуют числа  и  такие, что для 
коэффициенты подынтегральных слагаемых в (4.27) , , , и
применяя (4.8а), из (4.27) получаем

(4.31)

В (4.31) третье слагаемое оценим с помощью неравенства (4.14) при , , , т.е.

Тогда верно

(4.32)

где коэффициенты при втором и третьем слагаемых неотрицательны при условиях (4.1),

Неравенство (4.32) эквивалентно системе

(4.33а)

(4.34a)

− 
= > 

 α  
α43 43

0

1( )( ) , ( ) exp ( ) 0,
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t
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→∞
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α ξ
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Из (4.33а), (4.34а), с учетом  при , и условий (4.1) для парамет-

ров метода, следует

(4.33)

(4.34)

Оценку для  получим из (4.25) с помощью (4.8a) и (4.14). С учетом оценок

получаемых из (4.14) соответственно при , , , из (4.25) следует

(4.35)

где следующие оценки коэффициентов верны при условиях (4.1):

С учетом этих оценок и (4.30а), (4.34а), из (4.35) получим

(4.36а)

С учетом (4.30), (4.34) из (4.36а) следует

(4.36б)

где

Далее, в силу (4.30а), (4.30) траектория  ограничена, а в силу (4.33) имеем

и существует подпоследовательность , что

(4.37)

Если в (4.10) положим , учтем (4.9) и для  обозначим

то в пределе, с учетом (4.30), (4.34), (4.36), (4.37) получим,
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Тогда с учетом (4.37) из (4.33) следует третье доказываемое соотношение из (4.3), а из (4.30),
(4.34), (4.36), (4.37) следует четвертое соотношение из (4.3).

Теорема 1 доказана.

5. ОЦЕНКА СКОРОСТИ СХОДИМОСТИ НПОЭКМС (2.1)
Получим оценки скорости сходимости метода (2.1), (4.1) для выпукло-вогнутой функции.
Теорема 2. Пусть выполнены все условия теоремы 1, включая (4.1)−(4.3), леммы 1 и 2. Тогда тра-

ектория  НПОЭКМС (2.1), (4.1)−(4.3) сходится к седловой точке  зада-
чи (1.1)  с экспоненциальной скоростью с оценками:

(5.1)

(5.2)

(5.3)

(5.4)

(5.5)

где

(5.6)

Доказательство. Заметим, что при выполнении всех условий теоремы 2, выкладки и результа-
ты теоремы 1 о сходимости метода (2.1) справедливы (обозначения коэффициентов, совпадаю-
щих с полученными в теореме 1, сохраняем; новые коэффициенты ,  приведены в форму-
лировке теоремы 2). Проведя аналоги выкладок из теоремы 1 от (4.4), но теперь при , полу-
чим аналог (4.11)

(5.7)

Из (5.7) следует оценка (5.1).
Проведем выкладки, аналогичные проведенным в теореме 1 от (4.13) до (4.15б), только при

, тогда аналог (4.15б) имеет вид

(5.8)
Из (5.8) следует оценка (5.2).

Для получения (5.3) вычислим аналоги (4.16)−(4.18) для , тогда (сохраняя из теоремы 1 и
обозначения, за исключением  и ), с учетом (5.7), (5.8) получим

(5.9)

где  из (5.7) (см. условия теоремы 2). Из (5.9) следует оценка (5.3).
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Теперь проведем аналоги выкладок из теоремы 1 по , но при . Вычислив аналоги для
(4.26)−(4.29), затем получим аналог неравенства (4.30а)

(5.10)

Из неравенства (5.10) следует оценка (5.4).
Далее получим оценку (5.5). Проведем аналоги выкладок из теоремы 1 после (4.30) до получе-

ния неравенства (4.34а), только при , с учетом неравенства (5.10), оценок коэффициентов,
получим

(5.11)

Из (5.11) следует оценка (5.5).
Для вычисления оценки (5.6) продолжим аналоги выкладок из теоремы 1 после (4.34) до по-

лучения (4.36а), только при ; с учетом неравенств (5.10), (5.11) получим

(5.12)

где  из (5.10). Из неравенства (5.12) следует оценка (5.6).
Теорема 2 доказана.

6. ВЫВОДЫ

Исследованный в данной работе НПОЭКМС (2.1) продолжает на непрерывные проекцион-
ные ЭГМ второго порядка для решения седловых задач идею использования операторов перемен-
ной метрики, впервые воплощенную в НПММ первого порядка в работе [4]. НПОЭКМС (2.1)
обладает достоинствами, присущими и НПММ, и методам переменной метрики; он имеет луч-
шую точность и скорость сходимости в окрестности седловой точки.
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