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Рассматривается задача о конформном отображении сечения канала, заполненного пори-
стым материалом, под плотиной прямоугольного сечения на верхнюю полуплоскость. По-
добные задачи возникают при расчете течения жидкости в гидротехнических сооружениях.
В качестве метода решения используется представление эллиптического интеграла Кристоф-
феля–Шварца через функции Вейерштрасса. Для расчета используется ряд Тейлора для сиг-
ма-функции, коэффициенты которого определяются рекуррентно. Получена простая фор-
мула для конформного отображения, зависящая от четырех параметров и использующая сиг-
ма-функцию. Для конкретной области проведен численный эксперимент. Рассмотрено
вырождение области, состоящее в стремлении к нулю толщины плотины, и показано, что по-
лученная формула имеет предел, осуществляющий решение предельной задачи. Приведено
уточненное доказательство рекуррентной формулы Вейерштрасса для коэффициентов ряда
Тейлора сигма-функции. Библ. 17. Фиг. 5.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В данной статье рассматривается одна область , граница которой является ломаной с
углами, кратными π/2. Данная область моделирует сечение канала под плотиной. Расчет течения
жидкости по такому каналу сводится к задаче о конформном отображении Ω на верхнюю полу-
плоскость. Решение подобных задач дается интегралом Кристоффеля–Шварца (см., например,
[1] или [2]), который в рассматриваемом случае живет на эллиптической римановой поверхно-
сти. В работе найдена простая формула, выражающая интеграл через сигма-функцию Вейер-
штрасса (см., например, [3] или [4]). Благодаря такому подходу отпадает необходимость исполь-
зовать численное интегрирование, а параметры отображения находятся из достаточно простой
системы нелинейных уравнений, что существенно упрощает численное решение.

Аналогичные задачи уже рассматривались в [5]–[9], где для эффективного представления ин-
теграла Кристоффеля–Шварца использовались тэта-функции (см., например, [10]). В статье [9]
также исследовалось применение функций Лауричеллы к этим задачам, а кроме того, было про-
ведено практическое сравнение различных подходов к решению.

Основным преимуществом использования функций Вейерштрасса перед тэта-функциями
является наличие у них предельных значений при вырождениях поверхности. В работе анализи-
руется поведение построенного конформного отображения при условии, что толщина тела пло-
тины стремится к нулю. Оказывается, что конформные отображения имеют предел, причем яв-
ляющийся решением возникающей в пределе задачи. Таким образом, показано, что построен-
ное решение устойчиво при рассмотренном вырождении.

1)Работа выполнена в части доказательства рекуррентной формулы Вейерштрасса для коэффициентов ряда Тейлора
сигма-функции и оценки их роста при финансовой поддержке отделения ИВМ РАН Московского центра фунда-
ментальной и прикладной математики (соглашение номер 075-15-2019-1624). Остальная часть исследования выпол-
нена при финансовой поддержке РНФ (проект номер 21-11-00325).
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Описанное свойство сигма-функции Вейерштрасса теряет свой смысл, если использовать для
вычислений стандартный метод, выражающий сигма-функцию через тэта-функцию (поскольку
она не выдерживает вырождения). Таким образом, возникает необходимость использовать неза-
висимый метод вычисления сигма-функций. В данной работе используется выражение для ко-
эффициентов ее разложения в ряд Тейлора, полученное Вейерштрассом (см. [11]). Поскольку
изложенное там доказательство, по всей видимости, не полно (в один момент используется го-
ломорфность сигма-функции по трем переменным в окрестности нуля, что не очевидно), мы
приводим более подробное доказательство в приложении. Вышеописанной формулы, однако,
недостаточно для окончательного численного решения, так как ряды Тейлора не подходят для
вычислений при больших аргументах (а именно такая необходимость возникает при вырожде-
нии). Таким образом, остается нерешенной еще задача о построении эффективного вычисли-
тельного метода для сигма-функции, не зависимого от тэта-функций. При наличии такого мето-
да появится возможность строить устойчивые при различных вырождениях формулы и исполь-
зовать их в вычислениях. Результаты настоящей работы иллюстрируют необходимость
построения подобных методов.

Задачи, в которых возникают гиперэллиптические римановы поверхности высокого рода,
рассмотренные, например, в [7], [8], можно также решать при помощи теории сигма-функций,
развитой Клейном и Бейкером в [12] и [13] соответственно (более подробное изложение см.
в [14]). Есть надежда, что удастся доказать устойчивость формул, выражающих решение выше-
упомянутых задач через сигма-функции высокого рода. Таким образом, построение рекуррент-
ных формул типа Вейерштрасса (которые известны для рода 1 и 2; см. [14]) и методов вычисле-
ния для сигма-функций могут оказаться крайне полезными для прикладных задач.

2. ФОРМУЛИРОВКА ЗАДАЧИ И ЕЕ ПРОИСХОЖДЕНИЕ

Рассмотрим область  в комплексной плоскости, изображенную на фиг. 1. Снизу она огра-
ничена прямой, а сверху – ломаной с четырьмя вершинами:  (удобно считать, что у
этой области также еще две вершины находятся в ). Будем считать, что прямая, ограничива-
ющая снизу эту область, параллельна вещественной оси, а вершина w4 расположена в нуле. Тогда

данная область определяется четырьмя вещественными параметрами , где h – длина от-
резка ,  – длина отрезка , а  и  – расстояние от прямой, ограничивающей об-
ласть снизу до  и  соответственно. Параметры положительны и удовлетворяют неравенствам

, что соответствует положительности длины отрезка , и . Область
определяется этими параметрами однозначно.

Области, подобные , возникают в задачах, связанных с расчетом течения жидкости через
пористый материал под плотиной. Поскольку течение неразрывно и подчиняется закону Дарси,
давление p является в  гармонической функцией. Считая, что отрезки , , , а
также дно канала непроницаемы для жидкости, получаем естественные граничные условия:
нормальная производная  обращается в нуль на непроницаемых кусках границы, в то время
как на оставшихся сегментах (т.е. на полупрямых, выходящих из  и ) функция p локально по-
стоянна.

Рассмотрим в области  такую функцию q, что  голоморфна (такая функция суще-
ствует, так как  односвязно). Условие обращения в нуль нормальной производной функции p,
как нетрудно видеть, равносильно постоянству функции q на соответствующем сегменте грани-
цы. Отсюда следует, что, если в качестве f взять функцию, конформно отображающую  на пря-
моугольник так, чтобы в его вершины перешли точки ,  и пара бесконечно удаленных вер-
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шин области , то  будет решением исходной краевой задачи. Функция  назы-
вается функцией тока. Ее линии уровня являются линиями тока жидкости под плотиной. Ясно,
что для решения обозначенной задачи достаточно решить задачу о конформном отображении 
на верхнюю полуплоскость .

В дальнейшем задача о конформном отображении будет решена явно при помощи аппарата
эллиптических функций Вейерштрасса. Ниже показан расчет линий тока в области , получен-
ный с помощью построенного в настоящей работе метода.

3. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ О КОНФОРМНОМ ОТОБРАЖЕНИИ

3.1. Общий вид решения и определение параметров

Поскольку  односвязна, существует конформное отображение , где
 – верхняя полуплоскость (см., например, [15] или [1]). Используя, если

нужно, подходящий автоморфизм области , можно добиться того, чтобы в точку  при отоб-
ражении W (точнее при его продолжении на границу) переходила точка . Тогда, по теореме
Кристоффеля–Шварца (см. [2]), найдутся такие  и , что

(3.1)

Замечание 1. Здесь xi – прообраз вершины  при отображении W, а  и  – точки на границе верхней
полуплоскости, в которых W уходит на бесконечность (прообразы бесконечно удаленных вершин).

Дифференциальную форму φ можно рассматривать на гиперэллиптической римановой по-
верхности V рода 1, заданной уравнением . Используя, если
нужно, сдвиг верхней полуплоскости мы можем, не ограничивая общности, считать, что

 = 0. Отсюда  для некоторых вещественных  (определяемых
числами ). На этой поверхности φ можно переписать в виде

(3.2)

Зафиксируем ветвь функции  в области, полученной из  выбрасыванием отрезка
 и полупрямой . Будем считать, что эта ветвь положительна при стремлении к полу-

прямой  из верхней полуплоскости. Вспоминая, что  – голоморфная (всюду отличная
от нуля) форма на , получаем, что  имеет два нуля кратности 2 в точках  и , а также

четыре простых полюса в точках  и . Заметим теперь, что вычеты этой
формы в данных полюсах равны  и  соответственно.

Теперь воспользуемся отображением Абеля (см., например, [16]), которое отождествляет  с
 (как обычно, начальной точкой положим бесконечно удаленную точку, а в качестве бази-

са голоморфных форм – ). Введем полупериоды

а также величины  и , где  – дзета-функция Вейерштрасса (см. [3]). Нетрудно
видеть, что  и . Совокупность точек , где  при этом отображении

перейдет в прямоугольник с вершинами . Обозначим образы точек  и

 через  и  соответственно (см. фиг. 3, где в скобках указаны прообразы соответ-

ствующих точек). Образы точек  и  равны в этом случае  и . Рас-
смотрим дифференциальную форму  на торе, в которую  переходит при отождествлении  с
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. Эта форма имеет 4 простых полюса в точках  и , причем имеет в этих точках выче-
ты  и  соответственно.

Воспользуемся теперь описанным в [3] методом представления эллиптических функций че-
рез функции Вейерштрасса. Для этого рассмотрим мероморфную функцию

(3.3)

Из соотношений квазипериодичности функции  (см. [3]), легко вывести, что g – эллиптиче-
ская функция. Форма  имеет точно такие же (простые) полюса, что и , причем в этих по-
люсах имеет те же вычеты. Значит,  – голоморфная форма на торе. Поскольку на торе
пространство голоморфных 1-форм одномерно, получаем, что , где D – некото-
рая константа (причем ).

Теперь обратимся к отображению W. Ясно, что

Таким образом, положим

(3.4)

Очевидно, что  совпадает с , где  – образ точки  при отображении Абеля.
Значит, Q осуществляет конформное отображение прямоугольника с вершинами 
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Фиг. 2. Линии тока в области .
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на , причем  переходит в ,  переходит в , а  – в  (а 0 – в ). Теперь мы можем
записать систему уравнений, следующих из полученных ранее соотношений:

(3.5)

(3.6)

Замечание 2. Первая пара уравнений получается из того, что  имеет нули в точках  и , а вто-
рая пара получается из равенств , .

Остается найти разумную формулу для Q. Вспомним, что  – логарифмическая производная
функции . Отсюда легко получаем, что Q имеет вид

(3.7)

где взята ветвь функции ln, определенная на плоскости с разрезом по мнимой отрицательной по-
луоси, принимающая в 1 значение 0. Подставляя в (3.5) выражение для g из (3.3), а также форму-
лу (3.7) в (3.6), применяя при этом свойства квазипериодичности -функции (см., например, [3]),
получаем следующую систему уравнений:

(3.8)

В записанной системе уравнений на текущий момент имеется пять независимых переменных
(величины  определяются через  и ):  (первые два вещественны, а
остальные – чисто мнимые) и 4 уравнения (3.8) (среди этих уравнений первое, третье и чет-
вертое – чисто мнимые, а второе – вещественное). Поэтому для определения параметров есте-
ственно рассмотреть какое-нибудь однопараметрическое семейство кривых, среди которых за-
ведомо найдется подходящая, т.е. рассмотреть функции  и  и использовать си-
стему (3.8) для определения параметров .

В дальнейшем мы будем использовать семейство кривых, заданных корнями полинома F:
, , ,  (более подробно изучать это семейство мы бу-

дем при анализе поведения решения при вырождении ). Это семейство соответствует нор-
мировке  с учетом уже имеющегося тождества .

3.2. О численной реализации
Для численной реализации было принято решение использовать явное вычисление сигма-

функции Вейерштрасса через ее параметры  при помощи ее ряда Тейлора (см. [11] или ниже
теорему П.1). Ясно, что для эффективного решения системы (3.8) требуется вычислять все вхо-
дящие в нее величины и их производные по параметрам. В конечном счете все сводится к вычис-
лению величин  и их производных по , а также функции  и ее производных по .
Поскольку

задача о вычислении -функции и ее производных решается тривиально. Чтобы вычислить ,
надо заметить, что -функция обращается в ноль только в точках решетки ,
причем все эти нули просты. Эффективный способ локализовать простой нуль  голоморфной
функции f – найти интеграл от функции  по контуру, охватывающему точку . Что-
бы найти подходящий контур, можно применить аналог бинарного поиска, пользуясь тем, что
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. Используя сформулированный метод либо напрямую, либо для приближенного вычис-
ления нуля и последующего применения методов решения уравнений, легко построить эффек-
тивный и точный алгоритм вычисления  (и ). Для вычисления их производных можно про-
дифференцировать интеграл от  по  или , а затем вычислить его явно, найдя вычет
полученной функции в нуле функции . Таким образом, решение системы уравнений (3.8) мож-
но полностью свести к вычислению сигма-функции Вейерштрасса и ее производных по z,  и .

Продемонстрируем решение конкретной задачи при помощи данного метода. Положим,
, , , . В качестве однопараметрического семейства кривых, среди

ω ≥ π/2

ω ω '
σ σ'( )/ ( )z z z 2g 3g

σ
2g 3g

+ π=h − π += 0.5h = 0.5h δ = 0.2

Фиг. 4. Конформное отображение Q.
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которых мы будем искать решение, положим: , , , .
Решение системы (3.8) дает вектор

При данном  имеем , . На фиг. 4 далее демонстрируется
образ прямоугольника P с вершинами  при отображении Q.

4. УСТОЙЧИВОСТЬ РЕШЕНИЯ ПРИ ВЫРОЖДЕНИИ ОБЛАСТИ

Здесь мы рассмотрим задачу о конформном отображении верхней полуплоскости на область ,
которая из Ω получается вырождением  (см. фиг. 5) и проанализируем поведение решения
при этом вырождении, считая, что никаких других вырождений не происходит (т.е. считая, что
величины  имеют конечные положительные пределы). Область  зада-
ется теперь тремя параметрами  и . Конформное отображение верхней полуплоскости на
область  можно искать способом, аналогичным уже разобранному (через теорему Кристоффе-
ля–Шварца). В этом случае, поскольку соответствующая поверхность будет иметь род , реше-
ние выразится в элементарных функциях. Другой же способ (рассматриваемый здесь) состоит в
том, чтобы формулу (3.7) приспособить для данного случая, пользуясь тем, что -функция опре-
делена в том числе при тех значениях  и , при которых полином  имеет
кратные корни. Естественно предположить, что искомое отображение получается предельным
переходом, при котором пара корней полинома, переходящих в  и , склеивается в одну точ-
ку. Вместе с этим также будет установлена устойчивость построенного решения при .

4.1. Склеивание пары корней полинома

Снова рассмотрим семейство кривых, зависящих от параметра  следующим об-
разом: , где , , . При

 будем иметь склейку корней  и . Предельные значения  и  равны соответствен-
но 4/3 и –8/27. Для каждого  можно определить , , , . В дальнейшем мы будем
опускать зависимость величин от параметра .

Лемма 4.1. При  имеем

(4.1)

Кроме того,

(4.2)

Наконец, существует такой , что при  имеет место оценка

(4.3)

где .

γ −1 = 1/2x − γ2 = 2x γ +3 = 1/2x γ ∈ −( 1/6,1/6)

+ −γ( , , , ) = (0.1051616134,0.0203152915 ,1.3043479103 ,0.7195735824 ).D z z i i i
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Доказательство. Предельные переходы (4.1) легко получаются из интегральных формул:

Для вывода формул (4.2) можно рассмотреть предельный переход при , воспользо-
вавшись формулой, представляющей  в виде бесконечного произведения (см. [3]). Имеем

Пользуясь классическими тождествами

получаем первое тождество из (4.2). Остальные элементарно получаются из равенств
, .

Теперь оценим рост . Для этого запишем равенство

Заметим, что при малых , интеграл по отрезку  имеет ограниченное поведение, а потому

Оценка интеграла в правой части далее не составляет труда, поскольку множитель  огра-
ничен снизу и сверху положительными константами, а после его исключения остается вычисля-
емый интеграл. Лемма доказана.

Из того, что , а , естественно предположить, что формула (3.7) может давать
конформное отображение полуполосы

на область . Положим

(4.4)

где σ взята при , , а ,  – параметры. Подставляя выраже-
ние (4.2) для  в (4.4), получаем, что

(4.5)

− γ

γ−

ω γ
− γ − − γ + + γ

2

1
2

1( ) = ,
2 ( 1/2)( 1/2)( 2 )

dx
x x x

γ+

− γ

ω γ
− − γ − − γ + + γ

1
2

2

1'( ) = ,
2 ( 1/2)( 1/2)( 2 )

dx
x x x

− γ

γ−

η γ −
− γ − − γ + + γ

2

1
2

1( ) = ,
2 ( 1/2)( 1/2)( 2 )

xdx
x x x

γ+

− γ

η γ −
− − γ − − γ + + γ

1
2

2

1'( ) = .
2 ( 1/2)( 1/2)( 2 )

xdx
x x x

γ → −1/6
σ

( ) ( ) −
π π

≠
σ − −

π∏
2

2 22

0

4 8, , = 1 .
3 27

z z
in n

n

zz z e
in

∞∞
 π − π 

 ∏
2 2

2 2 2
=1 =1

sin( )1 = , 1 = ,
6n n

xx
xn n

ζ σ σ( ) = '( )/ ( )z z z ℘ −ζ( ) = '( )z z
ω γ( )

− γ

ω γ
− − γ −

1/2 3

0

1( ) = .
2 (1 )(1/2 3 )

dt
t t t

γ [0,1/2]
− γ

ω γ
− − γ −

1/2 3

1/2

1( ) .
2 (1 )(1/2 3 )

dt
t t t

∼

1/ t

ω → π' /2i ω → ∞

∈ ∈ πC= { : Re < 0,Im (0, /2)}S z z z

�Ω

�

− +− +
− +

− +
   σ − σ −+ − − −   π πσ + σ +   

( ) ( )( ) = ln ln ( ),
( ) ( )
z z z zh hQ z Dz i h h
z z z z

2 = 4/3g −3 = 8/27g ∈ CD − + ∈ π, (0, /2)z z i
σ

�

− +− − + + − +
− +

− +
  − −+ − + − − − π π π π+ + 

sinh( ) sinh( )2 2( ) = ln ln ( ).
3 3 sinh( ) sinh( )

z z z zh z h z h hQ z z D i h h
z z z z



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 62  № 5  2022

О РЕШЕНИИ ОДНОЙ ЗАДАЧИ 831

Легко проверяется, что при наличии у  ненулевого линейного слагаемого, эта функция не
имеет предела при . Если же

то она имеет предел, равный . Таким образом, для того, чтобы  кон-
формно отображала S на , необходимо выполнение условий

(4.6)

Очевидно, что условий (4.6) достаточно для этого при дополнительном предположении о том,
что производная функции  не обращается в ноль на множестве S и на его границе. Достаточно
громоздкими (но элементарными) выкладками проверяется, что при выполнении (4.6) для этого
необходимо и достаточно выполнение равенства

(4.7)

Уравнения (4.6) и (4.7), таким образом, определяют параметры , при которых  осу-
ществляет искомое конформное отображение.

Покажем, что построенная формула редуцируется к интегралу Кристоффеля–Шварца в верх-
ней полуплоскости после замены переменной . Переходя в формуле (4.4)
к новой переменной и учитывая, что линейное слагаемое равно нулю, получаем для конформно-
го отображения  на  выражение

(4.8)

Полученные ранее уравнения на параметры  и z+ переписываются в виде

(4.9)

Дифференцируя  и используя первое из уравнений (4.9), приходим к равенству

Таким образом, получен явный вид константы в интеграле Кристоффеля–Шварца. Неиз-
вестными остаются параметры  и , которые можно определить из системы (4.9).

4.2. Предельный переход

Рассмотрим последовательность областей, заданных параметрами . Предполо-
жим, что эти параметры имеют предел . При этом также будем считать, что

 и . Мы докажем, что параметры , полученные реше-
нием системы (8) для соответствующих параметров области, имеют предел ,
причем параметры  удовлетворяют уравнениям (4.6) и (4.7). Таким образом, с уче-
том того, что сигма-функция Вейерштрасса является целой, получаем, что построенное решение
задачи о конформном отображении устойчиво.
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Последующее доказательство достаточно длинное и техническое, а потому мы позволим себе
опускать большую часть выкладок.

Нам для оценок также потребуются параметры  отображения Wn.

Лемма 4.2. Предположим, что , причем . Тогда описанный выше предельный
переход имеет место.

Доказательство. Заметим, что из того, что  следует, что последовательности  и 
ограничены. Из первого уравнения системы (3.8) следует, что последовательность Dn тоже огра-
ничена. Переходя к подпоследовательностям, можно считать, что данные последовательности
сходятся (если удастся доказать, что пределы удовлетворяют уравнениям (4.6) и (4.7), то в силу
единственности получим, что все подпоследовательности сходятся к одному и тому же пределу,
что влечет сходимость исходной последовательности). Первое уравнение из системы (4.6) полу-
чается предельным переходом из второго уравнения системы (3.8) с учетом результатов леммы 4.1.
Умножая первое уравнение из системы (3.8) на , а второе на , вычитая и переходя к пределу,
получаем второе уравнение из (4.6) (слагаемое  по условию стремится к нулю).

Теперь выведем уравнение (4.7) для предела подпоследовательности. Напомним некоторые
обозначения теории эллиптических функций (см. [3]):

Эти функции связаны с функциями :

Наконец, . Последние два уравнения системы (3.8) можно записать в виде

(4.10)

Запишем

откуда следует

(4.11)

Уравнение (4.7) выводится предельным переходом (при помощи леммы 4.1) из уравнений (4.10)
(из которых надо исключить константу D) и подстановкой вместо  формулы (4.11) Лемма
доказана.

Лемма 4.3. Имеют место неравенства ,  для некоторых положительных
констант a1, a2. Кроме того, последовательность  ограничена снизу.

Доказательство. Оценки на C(n) достаточно элементарно получаются из равенства

Чтобы доказать ограниченность последовательности  снизу, надо рассмотреть равенство
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Лемма 4.4. Предположим, что последовательность  ограничена снизу. Тогда найдутся такие
постоянные , что .

Доказательство. Это следует из элементарных оценок на интеграл в равенстве

Из доказанных лемм следует, что достаточно доказать ограниченность последовательности 
снизу (необходимо также принять во внимание асимптотику (4.3)). Предположим, что это не
так. Переходя к подпоследовательности, можем считать, что  и что последовательности

,  сходятся.

Лемма 4.5. В сделанных выше предположениях имеем , .
Доказательство. Из равенства

легко выводится сходимость .

Для доказательства сходимости  перейдем к параметрам . Предпо-
ложим, что . Тогда , а  и  имеют конечные пределы. Кроме того,
из тождества Лежандра (см. [3] или [4]) следует, что

Записывая первую пару уравнений из (3.8), получаем

Отсюда получаем, что

а значит, в пределе . Это противоречит исходным предположениям.

Теперь предположим, что  и . Тогда оба периода  и  имеют ко-

нечные пределы. При этом , . Очевидно, что последовательность Dn также
имеет предел и, записывая в пределе второе уравнение из (3.8), имеем

Подставляя в первое уравнение, получаем

что дает равенство . Лемма доказана.

Теперь у нас достаточно информации, чтобы вывести противоречие из того, что .
Для этого мы будем отслеживать асимптотики некоторых последовательностей (далее эквива-
лентность последовательностей используется для обозначения того, что их отношение стремит-
ся к 1).
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Из равенства

следует, что

(4.12)

С другой стороны, имеем

откуда следует, что

(4.13)

Теперь обратимся к равенству

Пользуясь (4.12), легко показать, что последовательность в левой части ведет себя эквивалент-
но последовательности

Далее, при помощи замены переменной получаем

Оказывается, что асимптотика последнего интеграла не зависит от характера сходимости
. Именно, для любых последовательностей  и  имеет место эквива-

лентность

Наконец, с учетом (4.13), получаем

Получилось противоречие с тем, что .

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Для конформного отображения многоугольной области Ω получено простое выражение через

сигма-функцию Вейерштрасса. Для конкретного примера вычислены параметры отображения и
проведены численные расчеты. Исследовано поведение при вырождении области и показано,
что построенная формула устойчива и имеет предел, осуществляющий решение предельной за-
дачи.
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Дальнейшее направление исследований может быть связано как с построением и анализом
решений для аналогичных задач, например, связанных с поверхностями рода 2, так и с развити-
ем теории сигма-функций: построением рекуррентных формул для произвольного рода и разви-
тием методов вычисления, не основанных на теории тэта-функций.

Автор выражает благодарность А. Богатыреву и О. Григорьеву за постановку задачи и полез-
ные обсуждения, а также К. Малкову за помощь в компьютерной реализации вычислений. Так-
же автор благодарит центр дополнительного профессионального образования “Университет Си-
риус” за приглашение на образовательный модуль “Вычислительные технологии, многомерный
анализ данных и моделирование” в 2021 г., в ходе которого были получены некоторые из резуль-
татов данной статьи.

ПРИЛОЖЕНИЕ

О КОЭФФИЦИЕНТАХ РЯДА ТЕЙЛОРА СИГМА-ФУНКЦИИ ВЕЙЕРШТРАССА
Здесь мы приведем доказательство того, что сигма-функция является целой функцией трех

переменных, и выведем рекуррентную формулу для коэффициентов ее разложения в ряд Тейло-
ра, впервые полученную Вейерштрассом в [11]. Доказательство, приведенное там, имеет пробел,
связанный с голоморфностью сигма-функции в окрестности нуля. Возможно, данный факт
можно доказать при помощи независимого рассуждения, но поскольку Вейерштрасс не приво-
дит никаких ссылок (и вообще не затрагивает этот вопрос), было решено привести здесь более
полное доказательство.

Из соотношения однородности

легко вывести следующее дифференциальное уравнение на σ-функцию:

(П.1)

Далее, используя определение -функции и стандартное дифференциальное уравнение для
-функции, можно вывести уравнение (доказательство см. в [17])

(П.2)

Предположим, что f – целая функция трех переменных , удовлетворяющая урав-
нениям (П.1) и (П.2). Выведем соотношения между коэффициентами  разложения f в ряд
Тейлора:

Уравнение (П.1) легко приводит к уравнениям , если . Значит, f можно
записать в виде

Теперь, подставляя выражение для f в уравнение (П.2), получаем соотношение

(П.3)

в котором для удобства символ amn определен нулем для случая, когда m или n отрицательно. Лег-
ко видеть, что (П.3) определяет двойную последовательность amn однозначно, если задано .
Для доказательства введем на парах неотрицательных целых чисел  отношение порядка:

, если  или если  и . Ясно, что этим задано отно-
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шение полного порядка на , причем в формуле (П.3) индексы членов последователь-
ности amn, находящихся в правой части, все строго меньше пары (m, n). Тем самым доказано, что
соотношение (П.3) рекуррентно определяет amn, если задать a00.

Если бы сигма-функция была целой функцией трех переменных, или, хотя бы, была голо-
морфной в окрестности нуля, то рекуррентное соотношение (П.3) для ее коэффициентов ряда
Тейлора было бы доказано. Проблема состоит в том, что областью определения σ-функции слу-
жит множество . Последующие рассуждения доказывают целость
функции σ и рекуррентное соотношение (П.3).

Замечание 3. Как известно (см., например, [3] или [4]), условие  равносильно простоте

корней полинома .
Лемма П.1. Пусть последовательность anm удовлетворяет рекуррентному соотношению (П.3).

Тогда для любого  существует такое , что

(П.4)

Доказательство. Подставляя в (П.3) оценку и преобразовывая, легко показать, что для суще-
ствования константы достаточно выполнения неравенства

начиная с некоторого индекса (m, n) (в смысле введенного ранее отношения порядка). Для этого,
в свою очередь, достаточно выполнения неравенства

Решая квадратное уравнение, получаем требуемое утверждение. Лемма доказана.
Из леммы П.1 следует, что можно определить целую функцию

где коэффициенты amn определены рекуррентным соотношением (П.3) и начальным условием

. Мы докажем, что  для таких значений , что .
Лемма П.2. Пусть f – голоморфная функция переменных , заданная на множестве ,

где  открыто, и удовлетворяющая там уравнению (П.2). Предположим также, что f нечет-
на по . Тогда f представима в виде ряда

(П.5)

причем на U выполнено рекуррентное соотношение

(П.6)

где  (при  положим ).
Доказательство. Действительно, представимость f в виде ряда следует из того, что f – целая

функция по z. Ее коэффициенты  имеют вид

Легко видеть, что ряд (П.5) можно почленно дифференцировать, а потому его можно подста-
вить в уравнение (П.2). Собирая коэффициент при , получаем равенство (П.6). Лемма дока-
зана.
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Рекуррентное соотношение (П.6) можно использовать для доказательства того, что  и  сов-
падают на области определения σ-функции. Действительно, если первый член в разложении
этих функций по z совпадает, то эти функции также совпадают (заметим, что они обе нечетны
по z). Действительно, . Значит, h – аналитическое продолжение -функ-
ции до целой функции переменных . Этим доказана следующая теорема.

Теорема П.1 (Вейерштрасс). Имеет место представление σ-функции в виде ряда

(П.7)

где коэффициенты amn определены рекуррентным соотношением (П.3) и начальным условием .
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