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ВВЕДЕНИЕ
В работе [1] была предложена новая формулировка гиперболического сингулярного разложе-

ния для произвольной вещественной (или комплексной) матрицы с использованием матриц из
псевдоортогональной группы  (или псевдоунитарной группы  соответственно).
Предыдущие версии гиперболического сингулярного разложения работали в общем случае толь-
ко с использованием гиперобменных матриц (hyperexchange matrices), которые не образуют
группу, см. работы [2]–[4] и обсуждение этих работ в [1]. В настоящей работе мы применяем ги-
перболическое сингулярное разложение в новой формулировке при исследовании уравнений
Янга–Миллса с SU(2) калибровочной симметрией и уравнений Янга–Миллса–Прока в псевдо-
евклидовом пространстве  произвольной размерности и сигнатуры.

Уравнения Янга–Миллса были предложены Ч. Янгом и Р. Миллсом в 1954 г. [5] как матема-
тическое обобщение уравнений Максвелла на неабелев случай. Впоследствии (1960–1970 гг.)
была построена теория, согласно которой данные уравнения описывают электрослабые взаимо-
действия в случае группы Ли  и сильные взаимодействия в случае группы Ли .
Уравнения Максвелла, описывающие электромагнитные взаимодействия, являются частным
случаем уравнений Янга–Миллса для абелевой группы Ли . В настоящей статье мы ограни-
чимся рассмотрением случая группы Ли . Отметим классические работы по некоторым из-
вестным классам частных решений уравнений Янга–Миллса [6]–[11] и обзор [12].

В одной из предыдущих работ автора [13] была решена задача о предъявлении явного вида
всех постоянных решений уравнений Янга–Миллса с  калибровочной симметрией с про-
извольным током в евклидовом пространстве  произвольной конечной размерности с помо-
щью обычного сингулярного разложения.

1)Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (грант 21-71-00043), https://rscf.ru/project/21-71-00043/.
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В настоящей работе решается задача о предъявлении явного вида всех постоянных решений
уравнений Янга–Миллса–Прока в случае группы Ли  в произвольном псевдоевклидовом
пространстве  (или евклидовом пространстве ) с помощью гиперболического сингулярно-
го разложения, являющегося обобщением обычного сингулярного разложения. Непостоянные
решения уравнений Янга–Миллса–Прока рассматриваются в виде рядов из теории возмуще-
ний, при этом в качестве нулевого приближения берутся постоянные решения.

1. УРАВНЕНИЯ ЯНГА–МИЛЛСА
Пусть ,  – целые неотрицательные числа и  – натуральное число. Рассмотрим

псевдоевклидово пространство  (или, как частный случай, евклидово пространство  при
 и ) с декартовыми координатами , . Метрика пространства  задается

диагональной матрицей

(1.1)

Частные производные обозначаем через . Предполагаем, что все рассматриваемые да-

лее функции от  являются достаточно гладкими.
Пусть  есть полупростая группа Ли, а  есть вещественная алгебра Ли группы Ли . Алгебра

Ли  является вещественным векторным пространством размерности  с базисом .
Умножение элементов  задается скобкой Ли , которая удовлетворяет тождеству
Якоби. Умножение базисных элементов задается при помощи вещественных структурных кон-
стант  ( ) алгебры Ли 

(1.2)

Предполагается, что элементы алгебры Ли  и группы Ли  представляются квадратными мат-
рицами соответствующего размера. Скобка Ли задается коммутатором , где в
правой части мы используем матричное умножение.

Через  обозначим множество тензорных полей (псевдо)евклидова пространства  типа
 и ранга  со значениями в алгебре Ли .

Рассмотрим следующие уравнения в псевдоевклидовом пространстве :

(1.3)

(1.4)

где , , ,  есть вещественная константа (константа связи). Эти
уравнения называются уравнениями Янга–Миллса (системой уравнений Янга–Миллса). Обычно
предполагается, что ,  – неизвестные, а  – известный заданный вектор со значениями в
алгебре Ли . Говорят, что уравнения (1.3), (1.4) определяют поле Янга–Миллса , где 

есть потенциал и  есть напряженность поля Янга–Миллса. Вектор  называется неабелевым

током (в случае абелевой группы  вектор  называется током).
Заметим, что уравнения Янга–Миллса (1.4) могут быть получены стандартным способом из

вариационного принципа. Рассмотрим действие  для лагранжиана

(1.5)

где  являются компонентами 2-формы кривизны по отношению к связности , т.е. связаны
по определению уравнениями (1.3). При варьировании действия получаем уравнения (1.4) с ну-
левым током ( ). Ток  в уравнениях (1.4) появляется при добавлении в лагранжиан (1.5)
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дополнительных слагаемых, связанных с другими (например, скалярными или спинорными)
полями.

Компоненты кососимметрического тензорного поля , определенные уравнением (1.3),
можно подставить во второе уравнение (1.4) и получить одно уравнение второго порядка для ко-
векторного потенциала поля Янга–Миллса

(1.6)

Посмотрим на уравнения (1.3), (1.4) с другой точки зрения. Пусть  есть произвольный

ковектор со значениями в , который гладко зависит от . Через  обозначим выражение

(1.7)

и через  обозначим выражение

Можем проверить, что

(1.8)

Это тождество называется неабелевым законом сохранения (в случае абелевой группы Ли  имеем
обычный закон сохранения , т.е. дивергенция вектора  равна нулю). Следовательно,
неабелев закон сохранения (1.8) является следствием уравнений Янга–Миллса (1.3), (1.4).

Рассмотрим тензорные поля , , , которые удовлетворяют уравнениям Янга–Миллса
(1.3), (1.4). Возьмем скалярное поле со значениями в группе Ли  и рассмотрим пре-
образованные тензорные поля

(1.9)

Эти тензорные поля удовлетворяют тем же самым уравнениям Янга–Миллса

т.е. уравнения (1.3), (1.4) инвариантны по отношению к преобразованиям (1.9). Преобразование
(1.9) называется калибровочным преобразованием (или калибровочной симметрией), а группа Ли 
называется калибровочной группой уравнений Янга–Миллса (1.3), (1.4).

2. СЛУЧАЙ ГРУППЫ ЛИ SU(2)
Далее в настоящей работе будем рассматривать частный случай группы Ли SU(2), который ва-

жен при описании слабых взаимодействий. В предлагаемой далее теореме 1 о симметрии
SU(2)-уравнений Янга–Миллса существенным образом используется двулистное накрытие ор-
тогональной группы SO(3) спинорной группой . Таким образом, предлагаемые в
данной работе методы напрямую не работают для другого, важного с физической точки зрения,
случая группы Ли SU(3).

Будем рассматривать специальную унитарную группу

(2.1)

и соответствующую алгебру Ли антиэрмитовых матриц с нулевым следом

(2.2)

μνF
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Здесь и далее единичную матрицу соответствующего размера обозначаем через . Как известно,
матрицы Паули , :

(2.3)

удовлетворяют соотношениям

где  есть полностью антисимметричный единичный тензор (символ Леви-Чивиты),
. В качестве базиса алгебры Ли  можем взять

(2.4)

Для элементов базиса имеем

(2.5)

т.е. структурными константами алгебры Ли  в данном случае выступают символы Леви-Чи-
виты.

Запишем разложение потенциала и тока Янга–Миллса по базису алгебры Ли :

(2.6)

Здесь и далее латинские индексы пробегают значения  (так как размерность группы Ли
 равна 3), греческие индексы пробегают значения  (так как размерность псев-

доевклидова пространства  равна ).
Левая часть уравнений Янга–Миллса (1.6) при подстановке (2.6) приобретает вид

В итоге уравнения (1.6) принимают вид

(2.7)

Система (2.7) является системой  уравнений ( , ) для  функций  и 

функций . Будет удобно воспринимать систему уравнений (2.7) как систему уравнений для
элементов двух матриц  и  размера . Далее мы будем часто считать, что мат-
рица тока  задана либо зависит от неизвестной матрицы потенциала  некоторым заданным об-
разом (например, в случае уравнений Янга–Миллса–Прока имеем ).

Теорема 1. Система уравнений (2.7) инвариантна относительно преобразований вида

(2.8)

и преобразований вида

(2.9)
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где

Доказательство. Инвариантность первого типа имеет место в силу инвариантности уравнений
Янга–Миллса относительно псевдоортогональных замен координат пространства . А имен-
но, рассмотрим преобразование координат , где  Величины ,

, входящие в уравнения (1.6), являются тензорными, т.е. преобразуются по правилу

Получаем инвариантность уравнений (2.7) при преобразовании (2.8).
Система уравнений Янга–Миллса инвариантна относительно калибровочных преобразова-

ний (1.9). Интересующие нас величины преобразуются по правилам

По теореме о двулистном накрытии группы  спинорной группой  имеем

(2.10)

Для каждой матрицы  существуют ровно две матрицы , связанные форму-
лой (2.10) (см., например, [14]–[16]).

Для преобразованного тока получаем

Для потенциала преобразование содержит также слагаемое со спиновой связностью
. Можем воспользоваться выражением для этой величины из работ [17], [18]

и получить

где мы воспользовались тем, что , т.е.

Получаем инвариантность уравнений (2.7) по отношению к преобразованию (2.9). Теорема до-
казана.

Если совместить два преобразования из предыдущей теоремы, то получим инвариантность по
отношению к преобразованию

(2.11)
Умножение матрицы слева на псевдоортогональную матрицу и справа на ортогональную матри-
цу позволяет преобразовать ее к каноническому виду с большим количеством нулей. Для этого
воспользуемся новой формулировкой гиперболического сингулярного разложения, предложен-
ной в [1].

3. ГИПЕРБОЛИЧЕСКОЕ СИНГУЛЯРНОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ
Приведем формулировку гиперболического сингулярного разложения для произвольной ве-

щественной матрицы, предложенную в [1]. Данная теорема обобщает результаты работ [2]–[4],
где вместо псевдоортогональных матриц использовались гиперобменные матрицы, которые не
образуют группу. Через  здесь и далее обозначаем нулевые блоки матриц соответствующих раз-
меров.

μ μ μ μΩ Ω ω ω δ ∂ − ∂1= ( ) = ( ), = ( ).
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Теорема 2 (гиперболическое сингулярное разложение, см. [1]). Зафиксируем матрицу (1.1). Для
произвольной вещественной матрицы  существуют матрицы  и 
такие, что

(3.1)

где первый блок матрицы  имеет  строк, а второй блок имеет  строк,  и  есть диагональные
матрицы соответствующих размеров  и  со всеми положительными, однозначно определенными
диагональными элементами (с точностью до перестановки),  есть единичная матрица размера .

Более того, выбирая , можно менять местами столбцы матрицы . Выбирая , можно менять
строки в каждом из блоков, но не между блоками. Таким образом, мы можем всегда разместить диа-
гональные элементы матриц  и  в порядке убывания.

Имеем

 есть число положительных собственных значений матрицы ,  есть число отрицательных
собственных значений матрицы .

Будем называть матрицу  (3.1) каноническим видом матрицы , а элементы диагональных
блоков  и  гиперболическими сингулярными значениями. Далее считаем, что элементы каждого
из этих блоков упорядочены в порядке убывания.

В [1] представлен также алгоритм вычисления матриц ,  и . Гиперболические сингуляр-
ные значения есть квадратные корни из модулей собственных значений матрицы . Столб-
цы матрицы  есть собственные векторы матрицы . Столбцы матрицы  есть собственные
векторы матрицы  (в случае ) и собственные и присоединенные векторы матрицы

 (в случае ). Матрицы  и  определяются неоднозначно.
Отметим, что стандартное сингулярное разложение является частным случаем гиперболиче-

ского сингулярного разложения. В случае  и  параметр  всегда равен нулю
. В данном частном случае получаем классическую теорему о сингу-

лярном разложении. Сингулярное разложение было впервые открыто независимо Э. Бельтрами
[19] в 1873 г. и К. Жорданом [20], [21] в 1874 г. Далее приведем современную формулировку этой
теоремы, которую можно найти, например, в [22], [23].

Теорема 3 (сингулярное разложение). Для произвольной вещественной матрицы 
существуют такие ортогональные матрицы  и , что

где

Числа  называются сингулярными значениями, они являются квадратными корнями из

собственных значений матрицы . Столбцы матрицы  называются правыми сингулярными
векторами и являются собственными векторами для матрицы , а столбцы матрицы  назы-
ваются левыми сингулярными векторами и являются собственными векторами для матрицы .

В общем случае, рассматривая систему уравнений Янга–Миллса (2.7) и выбирая нужным об-
разом матрицы  и  в преобразовании (2.11), можно локально (в окрестности

×∈ RMat ( )n NA ∈ O( )R N ∈ O( , )L p q
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каждой точки ) преобразовать матрицу тока  к каноническому виду из теоремы 2 (в слу-
чае евклидова пространства – из теоремы 3). В теоремах 2 и 3 берем в качестве матриц  и  мат-
рицы  и  из преобразования (2.11) соответственно. Заметим, что мы всегда
можем выбрать матрицу  из специальной ортогональной группы . Если матрица  из тео-
рем 2 и 3 имеет определитель, равный , то можно поменять знак у всех столбцов матриц  и 
одновременно, и определитель станет равным . Матрица  при этом будет не обязательно ка-
нонического вида, так как преобразование (2.11) содержит матрицу , зависящую от матрицы .

Обсудим также частный случай системы уравнений Янга–Миллса (1.6) для постоянных (не
зависящих от ) решений. В данном случае система (1.6) приобретает вид

(3.2)

Уравнения (2.7) приобретают вид

(3.3)

Рассмотрим (глобальные) преобразования, аналогичные калибровочным преобразованиям
(1.9), но с матрицей , не зависящей от :

(3.4)

В преобразованиях (2.9) и (2.11) получаем , они становятся глобальными симметриями.
Пользуясь глобальной симметрией

(3.5)

можем привести матрицы  и  к каноническому виду одновременно. Это доказывается в ра-
боте [13], там же дано общее решение системы уравнений Янга–Миллса для постоянных реше-
ний (3.3) в случае евклидова пространства  и произвольного тока  с помощью обычного син-
гулярного разложения. В случае псевдоевклидова пространства аналогичную задачу можно ре-
шить, используя гиперболическое сингулярное разложение, это будет сделано в одной из
следующих работ.

Отметим, что случай нулевого тока для постоянных решений уравнений Янга–Миллса рас-
смотрен в работах [24], [25]. Решения в виде плоских волн уравнений  Янга–Миллса в про-
извольном псевдоевклидовом пространстве представлены в работе [26], данные решения сво-
дятся к обсуждаемой задаче о постоянных решениях. Некоторые частные классы решений урав-
нений Янга–Миллса в формализме алгебр Клиффорда и алгебр Атьи–Келера, связанные с
постоянными решениями, представлены в [17], [27], [28].

В данной работе найдем все постоянные решения системы уравнений  Янга–Миллса–
Прока, которую можно интерпретировать как систему уравнений Янга–Миллса с током, зави-
сящим от потенциала.

4. РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЙ  ЯНГА–МИЛЛСА–ПРОКА
Уравнения Прока были предложены в работе [29] в 1936 г. как обобщение уравнений Макс-

велла. Данные уравнения отличаются от уравнений Максвелла наличием слагаемого с квадратом
массы. Предполагается, что уравнения Прока описывают массивные частицы со спином 1. Урав-
нения Янга–Миллса–Прока являются естественным аналогом уравнений Прока в неабелевом
случае, т.е. являются обобщением уравнений Янга–Миллса и уравнений Прока одновременно,
и рассматриваются, например, в работах [30], [31].

Система уравнений Янга–Миллса–Прока в псевдоевклидовом пространстве  (или, в част-
ном случае, евклидовом пространстве ) имеет вид

(4.1)

(4.2)

∈ R
,p qx J
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Данные уравнения отличаются от уравнений Янга–Миллса (1.3), (1.4) наличием слагаемого
 с массой . Имеем , , , . Если масса равна нулю
, то уравнения (4.1), (4.2) совпадают с уравнениями Янга–Миллса (1.3), (1.4) с нулевым то-

ком . Будем далее рассматривать случай .
Лагранжиан поля Янга–Миллса–Прока имеет вид

(4.3)

где компоненты  имеют вид (4.1). При варьировании действия  получаем
уравнения (4.2).

Для потенциала  из уравнений (4.1), (4.2) получаем условие обобщенной калибровки

(4.4)

Заметим, что данное условие является аналогом неабелева закона сохранения (1.8) для уравне-
ний Янга–Миллса (1.3), (1.4). Уравнения Янга–Миллса–Прока (4.1), (4.2) можно интерпретиро-
вать как уравнения Янга–Миллса с током , зависящим от потенциала. Подставляя

 в (1.8), получаем (4.4).
Подставляя (4.1) в (4.2), получаем

(4.5)

что, с учетом (4.4), можно переписать в виде

(4.6)

Заметим, что система уравнений (4.1), (4.2) не является калибровочно инвариантной относи-
тельно преобразований (1.9) (так же как не являются калибровочно инвариантными уравнения
Прока [29], являющиеся обобщением уравнений Максвелла). Однако система уравнений Янга–
Миллса–Прока (4.1), (4.2) инвариантна относительно глобального (не зависящего от )
преобразования

(4.7)

При отыскании постоянных решений уравнений Янга–Миллса–Прока, получаем систему
уравнений

(4.8)

которую можно интерпретировать как систему уравнений Янга–Миллса для постоянных реше-
ний с током , зависящим от потенциала .

Далее будем рассматривать случай группы Ли  и соответствующей (вещественной)
алгеброй Ли . Фиксируя базис алгебры Ли  (2.4), перепишем систему уравнений (4.6)
в виде

(4.9)

Система уравнений для постоянных решений (4.8) примет вид

(4.10)

Система уравнений (4.10) инвариантна относительно преобразования

(4.11)
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где ортогональная матрица  связана с матрицей  из глобального преоб-
разования (4.7) как двулистное накрытие

Матрица  соответствует замене координат  пространства  (анало-
гично тому, как это было для уравнений Янга–Милса в теореме 1).

После нахождения всех решений системы (4.10) можно вычислить компоненты напряженно-
сти

(4.12)

и инвариант :

(4.13)

Сформулируем и докажем теорему о всех решениях системы (4.10), т.е. всех постоянных реше-
ниях системы уравнений Янга–Миллса–Прока в случае группы Ли .

Теорема 4. Любое решение  системы уравнений Янга–Миллса–Прока (4.10) в пседоев-

клидовом пространстве  (или евклидовом пространстве ) может быть приведено за счет вы-
бора матриц  и  в симметрии (4.11) к решению одного из следующих трех видов:

1) в случаях , , :

(4.14)

т.е.

со следующими ненулевыми компонентами напряженности:

(4.15)

и инвариантом

(4.16)

2) в случаях , , :

(4.17)
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т.е.

со следующими ненулевыми компонентами напряженности:

(4.18)

и инвариантом

(4.19)

3) в случаях , , :

(4.20)

Доказательство. Пользуемся инвариантностью уравнений (4.10) относительно преобразова-
ний (4.11) и гиперболическим сингулярным разложением (теорема 2). Заметим, что мы всегда
можем выбрать матрицу  из специальной ортогональной группы . Если эта матрица имеет
определитель, равный , то можем поменять знак у всех столбцов матриц  и  одновременно,
и определитель станет равным .

Пусть элементы матрицы  удовлетворяют системе уравнений (4.10) в пседоевклидовом про-
странстве  (или евклидовом пространстве ). Тогда существуют матрицы  и

 (или  соответственно) такие, что матрица  имеет канонический вид

Система (4.10) приобретает новый вид с неизвестными – гиперболическими сингулярными зна-
чениями матрицы  (элементами диагональных блоков  и ). Далее требуется рассмотреть раз-
личные случаи канонического вида матрицы  в зависимости от значений параметров ,  и  и
решить соответствующие системы уравнений. Элементы каждого из диагональных блоков  и

 считаем положительными и упорядоченными в порядке убывания. Всего имеется 20 различ-
ных случаев для значений параметров ( , , ) матрицы :

В первом случае ( , , ) в системе уравнений (4.10) остаются только диагональные
ненулевые слагаемые, а значит, ,  и произведение двух символов Леви-
Чивиты дает . Получаем следующую систему уравнений, где положительные элементы диаго-
нального блока , упорядоченные в порядке убывания, обозначены через ,  и  соответ-
ственно:

(4.21)

Данная система имеет только решение

(4.22)
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Во втором, третьем и четвертом случаях получаем следующие системы соответственно, каждая
из которых не имеет решений:

В пятом случае ( , , ) получаем систему для двух диагональных элементов , 
блока :

(4.23)

с общим решением

(4.24)
В шестом и седьмом случае имеем следующие системы соответственно, каждая из которых не
имеет решений:

В восьмом и девятом случае имеем следующую систему на единственный ненулевой элемент 
матрицы , не имеющую решений:

(4.25)

В десятом случае  имеем тривиальное решение  при любом .
В случаях 11–13 получаем соответственно системы

не имеющие решений. В оставшихся случаях 14–20 также получаются противоречивые системы.
Для полученных трех типов решений вычисляем компоненты напряженности, используя (4.12),

и инвариант , используя (4.13). Теорема доказана.

5. НЕПОСТОЯННЫЕ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЙ  ЯНГА–МИЛЛСА–ПРОКА 
В ВИДЕ РЯДА ИЗ ТЕОРИИ ВОЗМУЩЕНИЙ

В теореме 4 мы предъявили явный вид всех постоянных решений уравнений  Янга–
Миллса–Прока (4.1), (4.2) в произвольном псевдоевклидовом (или евклидовом) пространстве

. Полученные постоянные решения уравнений позволяют построить непостоянные реше-
ния уравнений Янга–Миллса–Прока в виде ряда из теории возмущений. А именно, разложим
решение уравнений (4.1), (4.2) по малому параметру :

(5.1)

где в качестве нулевого приближения  берем постоянные (не зависяшие от ) решения
уравнений Янга–Миллса–Прока (4.1), (4.2). Подставляя (5.1) в уравнения (4.6), получаем урав-
нение вида
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где  – некоторые дифференциальные выражения, зависящие от  для каждого

. Так как  – постоянные решения уравнений (4.6), то легко проверить, что

Далее получим систему линейных уравнений в частных производных  с постоянными ко-

эффициентами (зависящими от ) для отыскания . Найдя решения этой системы, можно

подставить их  и решения  в систему . Получим систему линейных уравнений в част-

ных производных с переменными коэффициентами (зависящими от ) для отыскания .

Далее подставим решения в  и так далее. Продолжая процесс, мы находим  для всех
 и таким образом, находим непостоянные решения уравнений Янга–Миллса–Прока

в виде ряда (5.1).
Такой алгоритм нахождения непостоянных решений сводит задачу о решении системы нели-

нейных (кубических) уравнений Янга–Миллса–Прока к решению систем линейных уравнений
в частных производных.

Обсудим более подробно систему для первого приближения . Чтобы получить явный

вид этой системы, положим , причем . Можем так подо-

брать матрицы  и  в симметрии (4.11), что матрица, составленная из , яв-
ляется диагональной (см. теорему 4). Получаем систему из  линейных уравнений в частных
производных:

(5.2)

для неизвестных функций  с известными постоянными коэффициентами ,

зависящими от параметра . Данные коэффициенты  есть элементы одной из диагональ-

ных матриц (4.14), (4.17) или полностью нулевой матрицы (4.20) в зависимости от типа постоян-
ных решений.

В случае нулевой матрицы имеем  и получаем следующую систему для первого прибли-
жения

(5.3)

Заметим, что уравнения (5.3) являются уравнениями Клейна–Гордона–Фока для каждой из
компонент .

В случае решения (4.14) можем подставить в систему (5.2) выражения

В случае решения (4.17) можем подставить в систему (5.2) выражения

Получающиеся системы уравнений с неизвестными функциями  можно исследовать с помо-
щью известных численных методов и методов теории линейных уравнений в частных производ-
ных.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В данной работе показано, как методы вычислительной математики (сингулярное разложе-

ние и гиперболическое сингулярное разложение) могут быть полезны при исследовании уравне-
ний Янга–Миллса и уравнений Янга–Миллса–Прока в случае группы Ли , важном при
описании электрослабых взаимодействий. Предъявлены классификация и явный вид всех по-
стоянных решений системы уравнений Янга–Миллса–Прока в случае группы Ли . Непо-
стоянные решения уравнений Янга–Миллса–Прока рассматриваются в виде рядов из теории
возмущений. Представляется интересным дальнейшее изучение получившихся линейных си-
стем уравнений для первого приближения. Результаты могут иметь применение при описании
физического вакуума [32]–[34].

Заметим, что методы, рассматриваемые в настоящей работе, напрямую не переносятся на
случай группы Ли , важный для описания сильных взаимодействий, так как в работе суще-
ственным образом используется двулистное накрытие ортогональной группы  спинорной
группой . Перенос методов на случай группы Ли  представляется интересным вопро-
сом для дальнейших исследований.

Автор благодарен организаторам международной конференции “Математическая физика,
динамические системы и бесконечномерный анализ 2021”, г. Долгопрудный, и участникам этой
конференции за полезные обсуждения.

Автор признателен Н.Г. Марчуку за полезные обсуждения. Автор благодарен анонимным ре-
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